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pt: Zbiory (1,2)-dominujgce w grafach

Gléwnym przedmiotem pracy sg zbiory dominujace w grafach. Problema-
tyka dominowania pojawilta sie w latach 60-tych ubieglego stulecia i od tej
pory jest intensywnie badana. Jak podaje Autor rozprawy, w pracy Haynes
iin. [33] ! z roku 1998 opisanych jest ponad 70 parametréw zwiagzanych z
réznymi rodzajami dominowania.

Praca skupia sie na tzw. (1,2)-zbiorach dominujacych. Chodzi tu o ta-
kie zbiory wierzchotkéw D, ze dla kazdego wierzchotka z spoza tego zbioru
istnieja dwa wierzchotki nalezgce do zbioru D, jeden dominujacy x (tzn. po-
taczony z nim) oraz drugi w odleglosci co najwyzej 2 od z. Pojecie to jest
mocniejsze od pojecia zbioru dominujacego, gdzie dla wierzchotka z spoza
zbioru D zadamy istnienia jedynie jednego wierzchotka dominujacego w D, a
stabsze od pojecia zbioru 2-dominujacego, gdzie dla wierzchotka x spoza tego
zbioru zadamy istnienia co najmniej dwéch wierzchotkéw dominujacych w D.
Pojecie zbioréw (1, k)-dominujacych zostalo wprowadzone przez Hedetniemi
iin. w 2008 roku w pracy [35].

Moc najmniejszego zbioru (1, 2)-dominujacego w grafie G oznaczamy przez
1,2(G). Jest to podstawowy parametr rozprawy. Praca dotyczy takze pew-
nych wariantéw tego parametru.

Praca opiera sie na czterech juz opublikowanych artykutach (prace [42],[46],
[47],[48]), ktérych Autor jest wspotautorem. Czesé wynikdéw rozprawy nie jest
jeszcze opublikowana.

Wstep zawiera rys historyczny, wzmianke na temat zastosowan oraz krotkie
omoéwienie zawartosci kolejnych rozdzialéw rozprawy, a takze zestaw wspo-
mniach powyzej artykuléw oraz referatéw Autora na konferencjach.

W krétkim rozdziale pierwszym Autor przypomina podstawowe pojecia.
Niemal wszystkie one sa klasycznymi, standardowymi definicjami teorii gra-
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féw. Zastrzezenie budzi jedynie pojecie drogi (str. 11), gdzie chyba brakuje
zalozenia, ze wszystkie wierzcholki drogi sa rézne z wyjatkiem, by¢ moze,
pierwszego i ostatniego.

Rozdzial drugi zawiera, zgodnie z tytutem, definicje podstawowych pa-
rametrow zwigzanych z zagadnieniami dominowania, w tym gléwnego pa-
rametru 7 2(G), oraz wstene wyniki. Istotne dla rozprawy jest twierdzenie
2.2 (str. 16) z pracy [35], méwiace, ze jesli rzad grafu wynosi co namniej 2,
to kazdy zbiér dominujacy jest tez (1, k)-dominujacy dla k& > 4. Z tego wy-
nika, ze badanie parametréw (1, k)-dominowania (traktowane jako pojecie
mocniejsze niz zwykte dominowanie) mozna ograniczy¢ do przypadku (1, 2)-
dominowania oraz (1, 3)-dominowania. Praca skupia sie na pierwszej z tych
mozliwosci.

Rozdzial drugi zawiera tez wyniki Autora dotyczace wartodci parame-
tru v 2(G) dla pewnych klas graféw (Sciezki, cykle, grafy dwudzielne petne),
ktére to wartosci najczedciej sa réwne klasycznemu parametrowi v(G). Naj-'
ciekawsze w tej czesci pracy, jak sadze, sg twierdzenia o istnieniu graféw,
gdzie parametry te mogg si¢ dowolnie réznié (np. twierdzenia 2.23), a takze
twierdzenie 2.19 charakteryzujace grafy, dla ktérych v 2(G) = (G). Pocho-
dzg one z pracy [48], wspélnej z Wloch, Dettlaf i Lemansks.

Rozdzial trzeci zaczyna sig od definicji tzw. wlasciwych zbioréw (1, 2)-
dominujacych tzn. takich, ktére nie sa (1,1)-dominujace. Pomyst badania
takich zbioréw pochodzi od Autora rozprawy. Jak pokazuje twierdzenie 3.3
odpowiedni parametr jest (z wyjatkami) zawsze réwny podstawowemu pa-
rametrowi ;2. Roéznice pojawiaja si¢ gdy zamiast najmniejszych zbioréw
rozwazamy najwieksze minimalne zbiory dominujace (por. np. twierdzenie
3.7). Wyniki Autora w tym rozdziale pochodza takze ze wspomnianej wyzej
pracy [48].

W kolejnym, czwartym rozdziale Autor kontynuuje tematyke wtadciwych
zbioréw (1,2)-dominujacych skupiajac sie na zagadnieniu jak bardzo mo-
ga si¢ takie zbiory réznié od zbioréw (1,1)-dominujacych. Okazuje sie, ze
dla pewnych graféw istnieja roztaczne zbiory, z ktérych jeden jest wlasciwie
(1,2)-dominujacy, a drugi (1, 1)-dominujacy. Gltéwne twierdzenia tego roz-
dzialu (twierdzenia 4.8 i 4.9) dotycza drzew i zostaly uzyskane wspdlnie z
Kosiorowsks i Wtoch w pracy [42].

W piatym, najobszerniejszym rozdziale pracy, Autor omawia wyniki do-
tyczace niezaleznych zbioréw (1,2)-dominujacych. Problematyka ta zostala
zapoczatkowana w pracy we wspomnianej juz wyzej pracy [35]. W pracy tej,
autorzy badali m.in. kwestie istnienia zbioréw (1,2)-dominujacych w iloczy-
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nie kartezjanskim graféw. Autor rozprawy rozwaza to zagadnienie dla ilo-
czynu tensorowego (twierdzenie 5.6) oraz iloczynu silnego (twierdzenie 5.7).
Oba twierdzenia sg autorstwa mgra Michalskiego i nie zostaly jeszcze opu-
blikowane. Kolejne podrozdzialy dotycza tego samego zagadnienia dla tzw.
G-zlaczenia graféw (podrozdziat 5.3) i tzw. uogdlnionej korony graféw (pod-
rozdzial 5.4). Gléwne twierdzenia podrozdziatu 5.3 zostaly uzyskane wspdl-
nie z I. Wiloch (w pracy [47]), a gléwne twierdzenia podrozdziatu 5.4 zostaly
uzyskane wspdélnie z P. Bednarzem (w pracy [46]).

Praca jest bardzo dobrze napisana pod wzgledem jezykowym. Z nielicz-
nych, powazniejszych usterek wymieimy naduzywanie trybu bezosobowego
(zwlaszcza we wstepie), kilkukrotnie uzyty zwrot ,zalézmy nie wprost...”
(zamiast ,dla dowodu nie wprost, zalézmy ...) czy tez uzywanie anglicyzmu
~produkt” (zamiast ,iloczyn”).

Z drobniejszych usterek wymienmy przyktadowo:

W oznaczeniu diam (str. 11) nie powinna by uzyta kursywa.

Wykaz oznaczen (str. 2 i 3) bytby bardziej uzyteczny gdyby zawierat nu-
mery stron, gdzie dany symbol zostal zdefiniowany. Ponadto ta cze$é symboli,
ktére nie zaczynajg sie od zmiennych powinna by¢ w porzadku alfabetycz-
nym.

Chcialbym wyraznie podkreslié, ze ww. usterki nie umniejszajg mojego
przekonania, ze mamy do czynienia z bardzo dobrg rozprawa. Praca dobrze
swiadczy o wyrobieniu matematycznym Autora, a takze o jej pomystowosci.

Bibliografia liczaca 67 pozycji wydaje sie w miare kompletna i §wiadczy
o znajomosci zagadnien zwigzanych z tematyka rozprawy.

Reasumujac, uwazam, ze praca w petni zastuguje na przyjecie jej jako rozpra-
wy doktorskiej pana mgra Adriana Michalskiego. W konsekwencji, wnosze o
dopuszczenie pana mgra Adriana Michalskiego do dalszych etapéw przewodu
doktorskiego.

Ponadto, biorac pod uwage rozlegtosé tematyki, fakt, ze niektére proble-
my zostaly zaproponowane przez Autora, liczbe wspdtautoréw oraz obszer-
nosé i jakosé rozprawy uwazam, ze zastuguje ona na wyrdznienie.
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