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Recezja
rozprawy doktorskiej mgr. Mateusza Pirgi pt.
7Zbiory niezalezne i dominujace w grafach zawierajace zbiér lisci”

O przygotowanie ponizszej recenzji zwrocita sie do mnie Prewodniczgca Rady Dyscypliny
Naukowej Matematyka Politechniki Rzeszowskiej pani dr hab. Liliana Rybarska-Rusinek, prof.
PRz. W tej sprawie skierowala do mnie pismo datowane na 5 marca 2026 roku, ktére odebralem
na Uniwersytecie Morskim w dniu 12 marca 2026r.

Pan mgr Mateusz Pirga jest asystentem w Zakladzie Matematyki Dyskretnej Politechniki
Rzeszowskiej. Przygotowal rozprawe doktorsks pod kierunkiem pani dr hab. Iwony Wtloch,
profesora Politechniki Rzeszowskiej. Pan Mateusz Pirga jest wspotautorem 4 opublikowanych
w czasopismach z listy MNiSW artykuléw. Zgodnie z o§wiadczeniem, w kazdym z nich jego
udzial jest co najmniej 50%.

1 Wprowadzenie i przedstawienie problemu naukowego rozprawy

Pojecie zbioru niezaleznego nalezy do podstawowych i najczesciej badanych pojeé teorii gra-
fow. Jego geneza siega prac C. Berge’a z lat sze§¢dziesiagtych XX wieku, jednak problemy, ktére
mozna interpretowa¢ w tym jezyku, pojawialy sie znacznie wcze$niej, miedzy innymi w kla-
sycznych zagadnieniach kombinatorycznych. W ujeciu wspoélczesnym zbi6r niezalezny w grafie
G jest podzbiorem wierzchotkéw, w ktérym zadne dwa wierzchotki nie sg polaczone krawedzia.
Jednym z naturalnych kierunkéw badan jest zar6wno wyznaczanie maksymalnych zbioréw nie-
zaleznych, jak i zliczanie wszystkich zbioréw tego typu.

Problemy enumeracyjne zwiazane ze zbiorami niezaleznymi sg intensywnie badane od wielu
lat. Szczegblne znaczenie mialo odkrycie zwigzkow pomiedzy liczbg zbior6w niezaleznych w
pewnych klasach graféw a klasycznymi ciggami liczbowymi, takimi jak liczby Fibonacciego czy
Lucasa. W ostatnich latach obserwuje sie réwniez rosngce zainteresowanie bardziej wyspecja-
lizowanymi klasami zbioréw niezaleznych, w szczeg6lnoéci takimi, ktére spelniaja dodatkowe
warunki strukturalne.

Jednym z naturalnych kierunkéw uogoélnien jest rozwazanie zbioréw niezaleznych powigza-
nych z réznymi wariantami dominowania w grafach. W tym kontekscie istotna role odgrywaja
zbiory dominujace, wielokrotnie dominujace oraz zbiory (1,2)-dominujace. Szczegélnie intere-
sujace sy sytuacje, w ktérych rozwazane zbiory zawierajg zbior lisci grafu jako podzbior, co
prowadzi do nowych probleméw zaré6wno strukturalnych, jak i enumeracyjnych.

Problematyka ta jest aktualna i rozwijana przez wielu badaczy, a jej znaczenie wynika
zaréwno z aspektow czysto teoretycznych, jak i potencjalnych zastosowan, miedzy innymi w
kombinatoryce chemicznej oraz analizie struktur dyskretnych.

Autor rozprawy sformulowal nastepujace gtéwne cele i tezy pracy:

1. Wyznaczenie najmniejszych i najwiekszych wartosci liczby zbioré6w niezaleznych zawiera-
jacych zbiér lisci w wybranych klasach grafow, w szczeg6lnosci w (n, n+ 1)-grafach zawie-
rajacych okreslone podgrafy indukowane, oraz charakteryzacja grafow ekstremalnych.

2. Wyznaczenie dokladnych warto$ci parametru o (G) w szczegdlnych rodzinach grafow oraz
opis odpowiednich przeksztalcen grafowych zachowujacych monotoniczno$é tego parame-
tru.
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3. Ustalenie zaleznosci pomiedzy liczba niezaleznych zbioréw (1,2)-dominujacych a liczbami
Padovana oraz Perrina, a takze wprowadzenie i analiza odpowiednich wielomianéw zwig-
zanych z tymi ciggami.

4. Zbadanie zaleznosci pomiedzy liczba maksymalnych zbioréw k-niezaleznych zawierajgcych
zbior lisci a uogélnionymi liczbami Padovana oraz wprowadzenie uogélnionych wielomia-
néw Padovana.

5. Wprowadzenie pojecia wlasciwego zbioru 2-dominujacego, rozwigzanie problemu istnienia,
takich zbioréw oraz podanie pelnej charakteryzacji grafow, ktore je posiadaja, a takze
analiza zalezno$ci pomiedzy odpowiednimi parametrami dominowania.

Gléwne cele oraz tezy rozprawy zostaly sformulowane jasno i precyzyjnie. Podjeta tematyka
jest wymagajaca i jednocze$nie aktualna, o czym $wiadczy duza liczba publikacji z ostatnich
lat poswieconych zaréwno problemom zliczania zbior6w niezaleznych, jak i réznym wariantom
dominowania w grafach. Zakres pracy dobrze wpisuje sie w rozwijajacy sie nurt badan w teorii
grafow.

2 Omoéwienie wynikéw rozprawy wraz z uwagami

Przedstawiona rozprawa doktorska sktada sie z pieciu rozdzialéw, wstepu, bardzo przydatnego
spisu oznaczen, podsumowania, a takze z bibliografii.

Pierwsze dwa rozdzialy to rozdzialy wstepne, zawieraja wprowadzenie do problematyki, po-
trzebne definicje, bogato prezentuja dotychczasowe wyniki znane w literaturze. Przestawiajg,
tezy pracy. Nie mam uwag do tej czesci pracy.

Rozdzial trzeci rozprawy doktorskiej poswiecony jest analizie liczby zbioréw niezaleznych za-
wierajacych zbior lisci w (n, n+1)-grafach oraz wyznaczeniu ekstremalnych wartoéci tego pa-
rametru w odpowiednich klasach graféw. Jest to rozdzial, w ktérym przedstawiono zaréwno
konstrukcje przeksztalcen grafowych, jak i szczegblowe obliczenia prowadzace do wyznaczenia
wartosci parametru o (G).

Na poczatku rozdzialu zdefiniowano badang klase graféw oraz wprowadzono analizowany
parametr o1(G). Nastepnie, w szeregu twierdzer (3.2-3.10), przedstawiono zestaw przeksztalcen
grafowych, ktére nie zmniejszaja wartosci tego parametru i umozliwiajg redukcje problemu do
szczegblnej podrodziny grafow. Jest to podejscie poprawne i dobrze uzasadnione, cho¢ miejscami
wymaga ono od czytelnika duzej samodzielnoSci w §ledzeniu zmian struktury grafow. Bardzo
pozytywnie oceniam strone wizualng tego fragmentu rozdziatu — liczne rysunki w istotny spos6b
ulatwiaja zrozumienie kolejnych przeksztalcen oraz przebiegu dowod6w. Jest to szczegdlnie
istotne przy tak ztozonych operacjach na grafach.

Lemat 3.11 zawiera kluczowe wzory na wartoéé parametru o, (G*'") w zaleznosci od pa-
rametréw k,l,r oraz n. Dowdd tego lematu ma charakter skrotowy i w duzej mierze przypo-
mina forme artykulowa. W mojej ocenie wskazane byloby jego bardziej szczegotowe rozpisanie,
zwlaszcza w zakresie przejéé¢ algebraicznych, co zwiekszyloby jego czytelno$é dla czytelnika
spoza waskiej specjalizacji. Podobna uwaga dotyczy Wniosku 3.12, w ktorym zabraklo roz-
winiecia wartoéci liczbowych dla ciagu Fibonacciego, co ulatwiloby interpretacje uzyskanych
nieréwno$ci i poréwnan. Réwniez Lemat 3.13, mimo poprawno$ci merytorycznej, zawiera bar-
dzo zwarte przeksztalcenia algebraiczne, ktore w kilku miejscach wymagaja dopowiedzenia,
szczegotéw rachunkowych.

Zastrzezenie budzi sformulowanie Lematu 3.14. W obecnej formie najprawdopodobniej bra-
kuje w nim jednoznacznego rozréznienia przypadkéw wynikajacych z parzystosci parametru k.
Przykladowo, dla k = 6 nie jest wprost jasne, ktérg z podanych zalezno$ci nalezy zastosowag.

Rozdzial koniczy sie Twierdzeniami 3.17 i 3.18, w ktérych wyznaczono gbérne oszacowanie
parametru o,,(G®") oraz wskazano grafy ekstremalne. Wynik ten stanowi podsumowanie wcze-
$niejszych rozwazan i jest ich naturalnym zwienczeniem. Dow6d jest poprawny, cho¢ bardzo




zlozony technicznie i oparty na wieloetapowych przeksztalceniach grafowych oraz wtasno$ciach
ciagu Fibonacciego.

Podsumowujac, rozdziat trzeci zawiera poprawne i interesujace wyniki, jednak jego czy-
telno$¢ miejscami nieznacznie obniza zbyt skrotowy styl niektérych dowodéw oraz brak pel-
nej analizy przypadkéw w czesci lematéw. Mimo tych uwag, konstrukcja calego rozdziatu jest
spdjna i prowadzi w sposob logiczny do gtéwnego twierdzenia o maksymalnej wartosci badanego
parametru.

Rozdzial czwarty rozprawy doktorskiej po§wiecony jest wielomianowym uogoélnieniom klasycz-
nych ciagéw liczbowych, w szczego6lnosci ciggow Fibonacciego, Padovana oraz — w tle konstrukeji
kombinatorycznych — réwniez powigzanych struktur typu Perrina. Rozwazania prowadzone sa
w kontekscie teorii grafow, gtéwnie poprzez kompozycje graféw oraz G-zlaczenia, co pozwala
na naturalne przejécie od klasycznych ciaggéw- rekurencyjnych do ich uogoélnien grafowych.

Na poczatku rozdzialu wprowadzono wielomian Fibonacciego grafu oraz jego znane postacie
dla wybranych klas graféw. Nastepnie zdefiniowano wielomiany Padovana grafu, oparte na
liczbie maksymalnych zbioréw niezaleznych oraz uogélnionych struktur (1,2)-dominacyjnych.
Konstrukcja ta jest poprawna i dobrze umotywowana, a analogia do klasycznego przypadku
Fibonacciego zostala wykorzystana w sposob przejrzysty i naturalny.

W dalszej czesci przedstawiono szereg twierdzen (m.in. 4.20-4.24), prowadzacych do jawnych
postaci wielomianéw dla éciezek i cykli. Na szczegélne wyrdznienie zastuguje bardzo przejrzysty
i poprawny dowdéd Twierdzenia 4.26, ktory w klarowny sposéb wykorzystuje zasade wlaczen i
wylaczenn. Warto réwniez podkresli¢, ze uzyskane wyniki dobrze wpisujg sie w znane interpre-
tacje kombinatoryczne liczb Padovana, a w szerszym tle nawigzuja do klasycznych uogolnien
typu Perrina. :

Pewne drobne zastrzezenia dotycza prezentacji czeSci dowodéw rekurencyjnych — w szcze-
golnodci w Twierdzeniu 4.17 brakuje wyraznej wzmianki o przypadkach bazowych lub ich jed-
noznacznego wskazania jako prostych. Drobna niescistosé redakcyjna pojawia si¢ rowniez w
definicji na stronie 55, gdzie brak jest pelnego doprecyzowania powigzania zmiennych z iy z
grafami H;, co moze wplywaé na czytelnosé¢ zapisu.

Rozdzial koriczy sie uogdlnieniem w postaci wielomianéw Padovana dla G-zlaczen, co sta-
nowi naturalne i dobrze uzasadnione domkniecie catoéci rozwazan.

Podsumowujac, rozdzial czwarty zawiera poprawne i warto§ciowe wyniki, stanowigce spojne
rozszerzenie klasycznych konstrukeji liczbowych (Padovan, Perrin) w jezyku teorii grafow. Roz-
wazania sa prowadzone logicznie i konsekwentnie, a wskazane drobne uwagi majg charakter
gléwnie redakcyjny i nie wpltywaja na ogélng ocene merytoryczng rozdziatu.

Rozdzial pigty rozprawy doktorskiej po§wiecony jest badaniu wlasciwych zbioré6w 2-dominujgcych
oraz analizie zaleznoéci pomiedzy parametrami v2(G), 15(G) i v3(G). Rozdzial ma charakter
zar6wno definicyjny, jak i strukturalny, a jego istotnym elementem jest charakteryzacja grafow
dopuszczajacych istnienie 2-DS.

W czeéci wprowadzajacej przedstawiono tlo teoretyczne zwigzane z dominowaniem oraz w
spos6b naturalny wprowadzono pojecie wlasciwego zbioru 2-dominujacego. Kluczowym wyni-
kiem jest Twierdzenie 5.3.

W dalszej czesci rozdzialu przedstawiono szereg wnioskéw i zaleznosci dla réznych klas
graféw. Niektoére z nich, jak Wniosek 5.10, majg charakter bezposrednich konsekwencji znanych
faktow i moglyby zosta¢ osadzone jedynie w kontekscie literatury. Warto réwniez zauwazyc,
ze pojawiaja sie tu réwniez klasyczne zaleznosci rekurencyjne (np. zwigzane z ciaggami typu
Fibonacci, Perrin czy Padovan).

Na pozytywnga ocene zastuguje koricowa cze§é rozdzialu, w ktoérej podkreslono aktualnosé
omawianej tematyki poprzez odniesienia do najnowszych prac.

Podsumowujac, rozdzial jest spéjny i zawiera wartoSciowe wyniki, cho¢ miejscami jego czy-
telno$¢ moglaby zosta¢ udoskonalona poprzez mocniejsze wyeksponowanie znaczenia niektorych
rezultatow.

T,D.



Na koiicu pracy znajduje si¢ jej podsumowanie. Autor przedstawia w nim najwazniejsze uzy-
skane wyniki oraz wskazuje mozliwe kierunki dalszych badani. Bibliografia pracy jest bardzo
obszerna i zawiera 76 pozycji, co §wiadczy o szerokim zakresie przeanalizowane;j literatury oraz
dobrym osadzeniu tematyki rozprawy w aktualnym stanie wiedzy. Spis literatury uwzglednia
bowiem zaréwno klasyczne, jak i nowsze wyniki z zakresu teorii grafow, w szczeg6lnosci doty-
czace zbiordw dominujacych i niezaleznych.

3 Ocena rozprawy

Moim zdaniem pan mgr Michat Pirga udowodnil prawdziwosé tez swojej rozprawy doktorskie;.
Autor wykazal si¢ bardzo dobra znajomoscig metod stosowanych w teorii graféw oraz umiejet-
noscig prowadzenia badan naukowych w dyscyplinie matematyka. Szczegblnie istotng wartosé
pracy stanowig wyniki dotyczace zbioréw niezaleznych zawierajacych zbior liéci oraz ich powia-
zan z liczbami typu Padovana i Perrina, a takze rezultaty dotyczace wlasciwych i doskonalych
zbioréw dominujacych.

Praca jest napisana starannie i w sposob przejrzysty. Zauwazone w tekscie drobne usterki
redakcyjne i stylistyczne nie maja wplywu na jej warto§¢é merytoryczng ani na poprawno§é
przedstawionych wynikéw.

Biorac to wszystko pod uwage uwazam, ze przedstawiona mi do oceny roz-
prawa spelnia wszystkie wymagania stawiane pracom doktorskim. W zwigzku z
tym wnosze¢ o dopuszczenie pana mgr. Michala Pirgi do dalszych etap6w przewodu
doktorskiego.

Toma. Dwdo




