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Spis wazniejszych symboli

Bi - kat i-tego cztonu robota,

a; - wspotrzedna opisujaca drgania i-tego cztonu robota,
;:_1 - macierz transformacji,

RotZ,, - macierz rotacji wokét osi Z i-cztonu,

TransZ,;, - macierz translacji w osi Z i-cztonu,

RotX,, - macierz rotacji wokét osi X i-cztonu,

TransX,, - macierztranslacji w osiXi-cztonu,

q - wektor wspoétrzednych konfiguracyjnych,

R{_l - macierz rotacji j-tego uktadu wzgledem uktadu (i-1),

Pij—1 - wektor translacji uktadu j-tego wzgledem uktadu (i-1),

JP (@) - jakobian geometryczny w uktfadzie ciata,

M - macierz bezwtadnosci,

m; - masa i-tego czfonu,

I; - macierz masowych momentéw bezwtadnosci wzgledem uktadu

odniesienia i-tego cztonu,
; - macierz jakobianowa stosowana do okreslenia predkosci srodka masy,
- macierz jakobianowa stosowana do okreslenia predkosci kgtowej i-tego
cztonu w funkcji predkosci przegubowej,
Smi - wektor pozycji Srodka masy i-tego cztonu w globalnym uktadzie

odniesienia,

Cijk - symbole Christoffela (pierwszego rodzaju),

A; - warto$¢ amplitudy drgan i-tego cztonu,

l; - dtugosé i-tego cztonu robota,

L - odlegtos¢ srodka masy cztonu i-tego robota od i-tego ztgcza,
k; - wspotczynnik sprezystosci skretnej i-tego ztgcza robota,

Vi - potencjat i-tego sprezystego ztacza,

T/ - macierz transformac;ji j-tego uktadu wzgledem uktadu (i-1).
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1. Wstep

Wspotczesne systemy zrobotyzowane odgrywajg kluczowa role w rdéznorodnych
dziedzinach przemystu, medycyny, naukii codziennego zycia. W przypadku niektérych operacji
obrébczych roboty przemystowe stanowig ekonomiczng i elastyczng alternatywe dla
standardowych obrabiarek CNC (Computer Numerical Control) [1-3]. W zastosowaniach
przemystowych, roboty réznig sie od maszyn CNC zaréwno pod wzgledem konstrukgcji, jak
i funkcji. Maszyny CNC s3 zazwyczaj sztywnymi urzadzeniami przeznaczonymi do
wykonywania precyzyjnych operacji obrdbczych, takich jak frezowanie, toczenie czy
wiercenie, przy uzyciu ustalonego narzedzia skrawajgcego. Charakteryzujg sie wysoka
sztywnoscig i precyzjg, co pozwala na minimalizowanie drgan i osigganie bardzo doktadnych
wynikéw obrébki. W przeciwienstwie do nich, roboty sg bardziej elastyczne i wszechstronne,
moga wykonywac réznorodne zadania dzieki mozliwosci programowania ztozonych trajektorii
ruchu. Roboty sg réwniez przewidziane do interakcji z otoczeniem i mogg byé uzywane
w szerokim zakresie aplikacji przemystowych [4-7].

W kontekscie zastosowania robotéw w przemysle, prowadzone sg badania, ktdére
w wiekszosci bazujg na modelach robotéw sztywnych. Ostatnio jednak coraz wiecej
szczegbtowych badan przeprowadzanych jest dla robotéw z podatnymi ztgczami. Umozliwia
to analize zjawisk drganiowych towarzyszacych dziataniu robotéw. Analiza modalna jest tu
jednym z kluczowych narzedzi stosowanych do badania dynamiki robotéw. Polega ona na
identyfikacji parametréw modalnych, takich jak czestotliwosci wtasne, ksztatty moddw
i wspotczynniki ttumienia, ktére opisujg zachowanie systemu. Podstawowym celem analizy
modalnej jest opisanie, jak struktura reaguje na réine wymuszenia dynamiczne, co jest
niezbedne do przewidywania i kontrolowania drgan oraz zapewnienia stabilnosci systemu.
Badania dotyczace analizy modalnej robotéw przemystowych, w tym robotéw ABB, zostaty
szeroko omoéwione w literaturze naukowej [8]. Identyfikacja parametréw modalnych robotéw
w réznych ustawieniach ujawnia wptyw pozycji ramienia na jego witasciwosci dynamiczne,
gtownie drganiowe. Kolejne prace [9, 10] rozwijaty problematyke drgan robotdw zalezng od
konfiguracji podczas procesu obrébki. Przeprowadzone analizy modalne umozliwiaty
okreslenie krytycznych ustawien ramion robotéw, w ktérych wystepowaty niepozadane
drgania prowadzgce nawet do niestabilnosci uktadéw. Badania obejmowaty takze préby
opracowania metod pozwalajgcych na ocene stabilnosci obrdbki w zaleznosci od konfiguracji
robota.

Innym podejsciem jest wykorzystanie metod analitycznych do modelowania drgan
robotéw. W celu uzyskania modelu w formie analitycznej stosuje sie np. réwnania Eulera-
Lagrange'a lub Newtona-Eulera [11-13]. W literaturze omawiane sg réznice miedzy metodg

Eulera-Lagrange'a a metodg Newtona-Eulera, z naciskiem na ich zastosowanie



10 1. WSTEP

w modelowaniu i analizie dynamiki robotéw przemystowych [14, 15]. Istotnym problemem
w obydwdch metodach jest trudnosé w uwzglednieniu wszystkich istotnych zjawisk fizycznych
majgcych wptyw na zjawiska drganiowe. Niewatpliwg korzyscig jest jednak mozliwos¢
uzyskania modelu w postaci réwnan matematycznych opisujgcych zachowanie uktadu
w dowolnych  ustawieniach  ramienia robota w catej przestrzeni roboczej.

Niniejsza rozprawa bazuje wtasnie na podejsciu analitycznym.
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2. Analiza istniejgcych rozwigzan

Metody budowy modeli robotéw

Modele dynamiczne robotéw stanowig podstawe analizy ich wtasciwosci, w tym zjawisk
drganiowych oraz projektowania uktadéw sterowania. W literaturze najczesciej
wykorzystywane s dwie klasyczne metody wyprowadzania réwnan ruchu: formalizm
Newtona—Eulera oraz formalizm Lagrange’a [16-19]. Podejscie Newtona—Eulera umozliwia
rekurencyjne wyznaczanie sit i momentéw dziatajacych na poszczegélne ogniwa robota, co
czyni je efektywnym obliczeniowo i szczegdlnie przydatnym w ukfadach o duzej liczbie stopni
swobody [14]. Z kolei formalizm Lagrange’a pozwala na sformutowanie réwnan ruchu w
zwartej i ogdlnej postaci poprzez uwzglednienie energii kinetycznej i potencjalnej uktadu oraz
sit uogélnionych. W ramach tego podejscia czesto stosuje sie symbole Christoffela [20-24] do
opisu zaleznosci pomiedzy elementami macierzy bezwtadnosci, a wektorem sit Coriolisa
i odsrodkowych. Réwnania ruchu grupowane sg zwykle w postaci macierzowej, obejmujgcej
macierz bezwtadnosci, wektor sit Coriolisa i odsSrodkowych oraz wektor sit grawitacyjnych.

Niezaleznie od przyjetej metody wyprowadzania réwnan ruchu, kluczowe znaczenie
majg zatozenia dotyczgce wtasciwosci mechanicznych elementéw robota, w szczegdlnosci
stopnia sztywnosci cztondw i przegubdéw. To wtasnie one determinujg zdolno$é modelu do
odwzorowania zjawisk takich jak drgania wiasne, rezonans czy utrata precyzji w zadaniach
technologicznych [11, 25-28]. Na podstawie analizy literatury [23, 29-47] mozna wyrdznié trzy
zasadnicze klasy modeli dynamiki robotéw: modele zelementami sztywnymi, modele
uwzgledniajgce podatnosé przegubdw lub cztondw oraz modele mieszane, faczace oba
podejscia.

Najprostszg klase stanowig modele sztywne, w ktérych wszystkie cztony i przeguby
traktowane sg jako idealnie sztywne. W takim ujeciu liczba stopni swobody odpowiada liczbie
osi robota, a dynamika opisywana jest zwykle za pomocg réwnan ruchu wyprowadzanych
metodg Lagrange’a lub metodg Newtona—Eulera. W opracowaniu [36] dokonano przegladu
metod modelowania i sterowania robotéw, wskazujgc, ze modele sztywne pozostajg
podstawowym narzedziem w analizach kinematycznych, projektowaniu regulatoréw oraz
symulacjach ruchu. Alternatywne podejscie do wyprowadzania réwnan ruchu zaprezentowano
w [46], gdzie zastosowano formalizm Kane’a do modelowania piecioosiowego robota
przemystowego, uzyskujgc zwartg posta¢ réwnan i zmniejszenie ztozonosci obliczeniowej
istotnej w implementacjach w systemach czasu rzeczywistego.

Modele sztywne znajdujg réwniez zastosowanie w analizach energetycznych
i optymalizacji trajektorii. W pracy [41] zaproponowano metode minimalizacji zuzycia energii
poprzez odpowiedni dobdr profili predkosci, natomiast w [48] przeprowadzono analize zuzycia

energii dla robota ABB IRB 140 podczas realizacji zadanej trajektorii. W obu przypadkach
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wykorzystano klasyczny model dynamiczny w postaci macierzowej, potwierdzajgc jego
uzytecznos¢ w zagadnieniach optymalizacyjnych. Dodatkowo w [23] zaproponowano
efektywny algorytm rekurencyjnego wyznaczania symboli Christoffela, redukujgcy koszt
obliczeniowy modeli dynamicznych, a w [34] wykazano, ze ich wykorzystanie w strukturze
sterownika neuronowego poprawia jakos¢ kompensacji nieliniowosci dynamicznych.

Pomimo swojej prostoty i szerokiego zastosowania, modele sztywne nie pozwalajg na
odwzorowanie zjawisk wynikajacych z odksztatcen konstrukcji. W zastosowaniach
technologicznych, takich jak frezowanie, wiercenie czy montaz, podatnos$é¢ cztonéw
i przegubow wptywa na dokfadno$é pozycjonowania, generowanie drgan wifasnych oraz
wystepowanie zjawisk rezonansowych [47]. Analizy przedstawione w [40, 49] wykazaty silng
zalezno$¢ poziomu drgan podczas frezowania robotycznego od konfiguracji robota i jego
sztywnosci strukturalnej. Podobne wnioski sformutowano w [30], opracowujac model
dynamiczny umozliwiajacy predykcje drgan w procesach wytwodrczych, natomiast w [39]
wykazano, ze optymalizacja konfiguracji robota moze istotnie ogranicza¢ drgania podczas
procesu [29, 41, 49]. Wysoka precyzja realizacji zadan wymaga zatem uwzglednienia efektow
dynamicznych wykraczajgcych poza zatozenie idealnej sztywnosci [13, 30].

W konsekwencji rozwdéj modeli dynamicznych robotéw ewoluowat w kierunku
uwzgledniania rzeczywistych wfasciwosci sprezystych konstrukcji. W zaleznosci od Zzrddta
podatnosci wyréznia sie modele z podatnymi ztgczami, modele z podatnymi cztonami oraz
modele mieszane.

W modelach z podatnymi ztgczami sprezysto$é przypisywana jest elementom
napedowym, takim jak przekfadnie, waty czy elementy sprzegajace silnik z ramieniem robota
[50]. Podejscie to prowadzi do zwiekszenia liczby stopni swobody i umozliwia analize oscylacji
skretnych oraz sprzezen dynamicznych pomiedzy napedem a strukturg robota. Tego typu
rozwigzania przedstawiono m.in. w [51].

Modele z podatnymi cztonami uwzgledniajg odksztatcenia poprzeczne i skretne ramion
robota. W pracy [37] zaprezentowano analize numeryczng robota z podatnymi cztonami
z wykorzystaniem formalizmu Lagrange’a rozszerzonego o dodatkowe wspodtrzedne opisujace
odksztatcenia sprezyste. Wczesniej w [38] zaproponowano potgczenie metody elementéw
skonczonych z formalizmem Lagrange’a, co umozliwito modelowanie robotéw o znacznej
podatnosci strukturalnej. Dalsze badania, oparte na analizach modalnych i metodzie
elementow skonczonych [52], potwierdzity istotng zaleznos¢ czestotliwosci wiasnych robota
od jego konfiguracji geometrycznej, co bezposrednio wptywa na ryzyko rezonansu podczas
pracy.

Modele mieszane, taczace sztywng kinematyke z modalnym opisem odksztatcen
sprezystych, stanowig kompromis pomiedzy doktadnoscia odwzorowania zjawisk
dynamicznych, a ztozonoscig obliczeniowa. Pozwalajg one na analize wptywu konfiguracji

robota na zjawiska drganiowe oraz stanowig podstawe projektowania strategii ttumienia drgan
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i uktadéw sterowania w zastosowaniach przemystowych wymagajgcych wysokiej doktadnosci
i stabilnosci dynamiczne;.

Podsumowujac nalezy stwierdzi¢, ze prawidtowe modelowanie dynamiki robotéw
wymaga odpowiedniego oszacowania wptywu podatnosci konstrukcyjnej elementéw, takich
jak cztony i ztacza napedowe. Modele sztywne stanowig co prawda podstawe w analizach
kinematycznych i sterowaniu, jednak nie oddajg zjawisk drganiowych oraz efektéow
rezonansowych istotnych w zastosowaniach przemystowych. Uwzglednienie podatnosci
cztondw i ztgczy, a takze zastosowanie podejs¢ mieszanych, pozwala na uwzglednienie zjawisk
drganiowych i wyznaczenie czestotliwosci i postaci drgan oraz wptywu konfiguracji robota na
jego stabilno$¢ dynamiczng. Takie podejscie jest obecnie rozwijane i coraz czesciej
uwzgledniane w projektowaniu uktadéw sterowania i strategii ttumienia drgan w procesach
technologicznych. Jednoczes$nie nalezy podkresli¢, ze przedmiotem analizy dynamiki robotéw
jest okreslenie charakteru wystepujgcych drgan, ktéry decyduje o doborze odpowiednich
metod pomiarowych, diagnostycznych oraz dziatan ttumigcych. Z tego wzgledu w kolejnym
podrozdziale przedstawiono klasyfikacje irodzaje drgan charakterystycznych dla robotow
przemystowych.

Rodzaje drgan wystepujacych w robotach przemystowych

Drgania wystepujgce w robotach przemystowych mogg miec¢ rézny charakter oraz
odmienne mechanizmy powstawania, co przektada sie na ich wptyw na doktadnos¢ pracy
robotéw oraz trwatos¢ konstrukcji. Ich prawidtowa identyfikacja jest kluczowa z punktu
widzenia diagnostyki uktadu i utrzymania stabilnosci proceséw technologicznych, takich jak
frezowanie czy polerowanie [53].

W literaturze wyrdznia sie przede wszystkim drgania swobodne, ktére powstajg jako
reakcja uktadu na krdtkotrwate pobudzenie i rozwijajg sie zgodnie z jego witasciwosciami
modalnymi. Czestotliwosci wtasne i odpowiadajgce im postacie drgan odzwierciedlajg cechy
konstrukcyjne robota, takie jak podatnos¢ przegubdw czy podatnosé cztonow
[54-55]. W rzeczywistych robotach drgania te majg najczesciej postac ttumiong, co wynika
z opordw tarcia oraz ttumienia materiatowego i sterowania [13]. Analiza modalna stanowi
podstawowe narzedzie oceny takich zachowan dynamicznych, a automatyczne metody
identyfikacji modalnej znajdujg coraz szersze zastosowanie w przemysle [56].

Kolejng grupe stanowig drgania wymuszone, wywotane przez zewnetrzne pobudzenia
pochodzace m.in. z napeddw, niedoskonatosci sterowania czy oddziatywania procesu
skrawania [30]. W sytuacji, gdy czestotliwos¢ wymuszenia zblizy sie do czestotliwosci wtasnej
robota, moze dojs¢ do gwattownego wzrostu amplitudy drgan, czyli rezonansu. Zjawisko to
prowadzi do utraty dokfadnos$ci pozycjonowania, a nawet do przecigzenia struktury

mechanicznej robota [13, 30, 43].
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Szczegdlnie niebezpieczne sy drgania samowzbudne, zwtaszcza w procesach obrébki
skrawaniem. Drgania te moga by¢ podtrzymywane przez sprzezenie zwrotne pomiedzy
narzedziem, a materiatem obrabianym, a ich rozwdj prowadzi do pogorszenia jakosci
powierzchni, zwiekszenia sit i hatasu, a nawet uszkodzenia narzedzia [57-59]. Mechanizmy
stojgce za tym zjawiskiem sg przedmiotem licznych analiz teoretycznych i eksperymentalnych
wskazujgcych, ze dominujgce tryby drgan mogg wynikaé zaréwno z elastycznosci przegubow,
jakikonfiguracji robota w przestrzeni roboczej [54, 58]. Badania pokazuja, ze roboty stosowane
w obrébce sg bardziej podatne na tego typu zjawiska niz tradycyjne obrabiarki CNC, ze wzgledu
na mniejszg sztywnos$¢ konstrukcji [40, 57]. W celu predykcji zachowania dynamicznego
robotéw opracowywane sg modele uwzgledniajgce elastycznos¢ napeddw i ztaczy, co pozwala
lepiej odwzorowac rzeczywiste przebiegi drgan [30, 60].

Podsumowujgc, dynamika robotow przemystowych obejmuje szerokie spektrum zjawisk
drganiowych: od drgan swobodnych i ttumionych, przez wymuszone i rezonansowe, az po
drgania samowzbudne prowadzace do niestabilnosci procesu. Ich rozpoznanie i klasyfikacja
stanowig podstawe opracowywania metod ograniczania ich negatywnego wptywu na precyzje
oraz niezawodnos¢ pracy robotéw [13, 30, 55, 57]. Pogtebiona znajomos$é wtasciwosci
dynamicznych robotéw umozliwia projektowanie bardziej stabilnych procesow
technologicznych, optymalizacje parametréw pracy oraz rozwdj konstrukcji o zwiekszonej
sztywnosci i trwatosci.

Na podstawie przedstawionego stanu wiedzy mozna stwierdzi¢, ze analiza modalna
stanowi jedng z wazniejszych metod analizy drgan robotéw. Jednoczes$nie coraz wiekszg role
odgrywaja metody umozliwiajgce ocene modéw drgan w warunkach rzeczywistej pracy
robota, co jest niezbedne w przypadku drgan samowzbudnych i operacyjnych. Dlatego w
kolejnym podrozdziale omodwiono stosowane w literaturze iprzemysle podejscia do
identyfikacji modalnej robotéw, uwzgledniajgce zmiennos¢ ich konfiguracji kinematycznej

i warunkow obcigzenia.

Przeglad metod identyfikacji modalnej robotow

Identyfikacja modalna stanowi kluczowy etap analizy dynamicznej robotéw oraz innych
uktadéw mechanicznych, umozliwiajgc wyznaczenie ich czestosci wiasnych, wspotczynnikow
ttumienia oraz postaci modow drgan. W przypadku robotéw przemystowych szczegdlnym
wyzwaniem jest zmiennos$¢ witasciwosci dynamicznych w zaleznosci od konfiguracji
kinematycznej, co wymaga prowadzenia badan w réznych ustawieniach roboczych.

W literaturze podkresla sie rowniez, ze podatnos¢ cztondw i przegubdw robotéw ma
istotny wptyw na ich dynamike oraz stabilnos$¢ sterowania. Wyniki badan dotyczace sterowania
robotami z podatnymi przegubami przedstawione w pracach [61, 62] wskazujg, ze poprawne

odwzorowanie wiasciwosci dynamicznych uktadu, w tym drgan wtasnych, jest kluczowe dla
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skutecznego projektowania algorytméw sterowania, co uzasadnia potrzebe stosowania metod
identyfikacji modalnej.

Analiza modalna jest przedmiotem badan od wielu dekad, a stosowane metody
ewoluowaty wraz z rozwojem technik pomiarowych i obliczeniowych. Jednym z pierwszych
podejs¢ byta eksperymentalna analiza modalna (EMA — Experimental Modal Analysis). Metoda
ta opiera sie na pomiarze funkcji odpowiedzi czestotliwosciowej (FRF — Frequency Response
Function) uzyskiwanej poprzez wymuszenie drgan, najczesciej przy uzyciu mtotka modalnego
lub wzbudnika elektromagnetycznego [63-65]. Na podstawie charakterystyk FRF mozliwe jest
wyznaczenie parametréw modalnych, takich jak czestosci wtasne, wspoétczynniki ttumienia
oraz postacie drgan [66-68]. Techniki EMA byty szeroko stosowane w latach 80. i 90. XX wieku
zarobwno w badaniach laboratoryjnych, jak i przemystowych, co znajduje odzwierciedlenie
w klasycznych opracowaniach z zakresu analizy modalnej [63, 65, 67].

W praktyce przemystowej metody EMA znalazty zastosowanie m.in. w identyfikacji
modalnej wrzecion, konstrukcji nosnych obrabiarek oraz robotéw wykorzystywanych
w procesach skrawania [69, 70]. Stosowano je réwniez w monitoringu dynamiki wrzecion
z wykorzystaniem czujnikbw montowanych bezposrednio na korpusie [71]. W przypadku
robotéw przemystowych szczegdlnie istotne byto okreslenie pobudzanych czestotliwosci drgan
oraz ocena sztywnosci konstrukcji w zaleznosci od konfiguracji robota [9, 72]. Badania te miaty
istotne znaczenie w analizie stabilnosci proceséw obrdbczych, gdzie wtasciwosci dynamiczne
robota wptywajg na jakos¢ obrébki oraz ryzyko wystgpienia zjawiska chatteru [8, 73-77].
Szeroki przeglad zagadnien zwigzanych z zastosowaniem robotéw przemystowych w procesach
obrébki przedstawiono réwniez w pracy [78].

W ostatnich latach badania nad EMA koncentrujg sie na doskonaleniu metod estymac;ji
funkcji odpowiedzi czestotliwosciowej. W pracy [79] przeprowadzono analize poréwnawcza
réznych metod wyznaczania FRF dla robota szeScioosiowego, natomiast w artykutach [80]
zaproponowano ulepszone podejscie do projektowania eksperymentéw w dziedzinie
czestotliwosci, pozwalajgce na zwiekszenie doktadnosci identyfikacji modalnej robotéw
przemystowych. Istotnym ograniczeniem EMA jest koniecznos¢ stosowania kontrolowanych
wymuszen oraz wytgczenia badanego obiektu z normalnej eksploatacji. W przypadku robotéw
przemystowych oznacza to brak mozliwosci prowadzenia badan w trakcie rzeczywistej pracy
robota [63, 70, 71]. Ograniczenie to stato sie impulsem do rozwoju operacyjnej analizy
modalnej (OMA — Operational Modal Analysis), w ktérej identyfikacja parametrow modalnych
odbywa sie wytgcznie na podstawie sygnatéw odpowiedzi uktadu, bez koniecznosci znajomosci
sygnatdw wejsciowych [7, 66, 81].

Metody OMA umozliwiajg prowadzenie identyfikacji w warunkach rzeczywistej
eksploatacji, co jest szczegdlnie istotne w przypadku robotow przemystowych, ktérych
wtasciwosci dynamiczne zmieniajg sie wraz z konfiguracjg kinematyczng. Do najczesciej

stosowanych technik naleza metody dekompozycji w dziedzinie czestotliwosci
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(FDD — Frequency Domain Decomposition), identyfikacji podprzestrzeni stochastycznych (SSI -
Stochastic Subspace Identification) oraz algorytm (ERA - Eigensystem Realization Algorithm)
[81-84]. Metoda FDD opiera sie na analizie macierzy gestosci widmowej sygnatéw
i wykorzystuje dekompozycje wartosci osobliwych do identyfikacji dominujgcych modoéw
drgan. Z kolei metoda SSI bazuje na modelach przestrzeni stanéw i umozliwia precyzyjne
wyznaczanie parametrow modalnych w dziedzinie czasu. Algorytm ERA wykorzystuje analize
odpowiedzi impulsowej uktadu do rekonstrukcji jego modelu
dynamicznego [85-88].

W ostatnich latach metody OMA rozwijane sg w kierunku integracji z technikami uczenia
maszynowego oraz metodami statystycznymi. W pracy [89] zaproponowano wariant SSI
wspomagany algorytmami uczenia maszynowego, zwiekszajgcy odpornosé identyfikacji na
zaktécenia pomiarowe. W artykule [90] przedstawiono autonomiczng metode OMA
uwzgledniajacg zmiennos$é warunkdw pracy robotéw przemystowych. Badania [8, 91, 92]
wykazaty natomiast, ze podejscie OMA jest szczegdlnie przydatne w analizie robotéw w
procesach frezarskich, w ktérych witasciwosci dynamiczne zmieniajg sie wraz z konfiguracja
robocza.

Kolejnym kierunkiem rozwoju metod identyfikacji modalnej sg podejscia oparte na
funkcjach transmitancji (TFB — Transmissibility Function Based). W metodach tych analizuje sie
relacje pomiedzy odpowiedziami drganiowymi mierzonymi w réznych punktach konstrukgji, co
pozwala na eliminacje koniecznosci znajomosci sygnatu wymuszajgcego [93, 94]. Podejscie to
jest szczegblnie przydatne w S$rodowisku przemystowym, gdzie petna kontrola nad
wymuszeniami jest czesto niemozliwa. W pracy [95] zaproponowano potgczenie funkcji
transmitancji z technikami separacji zrédet sygnatu (Blind Source Separation), co umozliwito
skuteczniejsze oddzielenie dominujgcych moddw drgan od zaktécen.

Istotnym kierunkiem rozwoju wspdtczesnej analizy modalnej sg rowniez metody
probabilistyczne, ktére umozliwiajg uwzglednienie niepewnosci pomiarowej oraz zmiennosci
warunkow pracy uktadu. W podejsciu tym parametry modalne traktowane sg jako zmienne
losowe, a identyfikacja prowadzi do okreslenia rozktadéw prawdopodobienstwa czestosci
wiasnych i wspotczynnikow ttumienia [96-98]. Metody te znajdujg zastosowanie m.in.
w analizie robotow wykorzystywanych w procesach obrébczych, gdzie zmiennos¢ konfiguracji
robota i obcigzenia narzedzia powoduje istotne zmiany wtasciwosci dynamicznych [48, 99].

Oprocz technik eksperymentalnych duze znaczenie w analizie modalnej robotéw
odgrywaja metody numeryczne oparte na metodzie elementéw skoriczonych (MES) oraz
procedurach aktualizacji modeli (model updating). MES umozliwia modelowanie wtasciwosci
dynamicznych juz na etapie projektowania konstrukcji, jednak doktadnos¢ uzyskanych
wynikow zalezy od poprawnego odwzorowania parametréow materiatowych oraz warunkéw
brzegowych. Z tego wzgledu czesto stosuje sie procedury aktualizacji modeli polegajgce na
dostrajaniu parametrow numerycznych na podstawie wynikéw eksperymentalnych [100-103].
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W literaturze mozna znalez¢ liczne przyktady zastosowania MES w analizie modalnej
robotéw przemystowych. W pracy [30] przedstawiono model dynamiczny robota
wykorzystywanego w procesach wytwérczych, natomiast w artykule [72] przeprowadzono
analize modalng robota o pieciu stopniach swobody. Podejscia numeryczne stosowano
réwniez w analizach robotéw typu delta [104] oraz konstrukcji typu hexapod [105], gdzie
poréwnanie wynikdw symulacji MES z eksperymentalng analizag modalng pozwolito na ocene
zgodnosci modeli dynamicznych.

W badaniach nad robotami przemystowymi coraz czesciej stosuje sie takze metody
interpolacyjne umozliwiajgce estymacje parametréw modalnych w rdéznych konfiguracjach
roboczych robota. Jednym z przyktaddéw jest metoda odwrotnej odlegtosci wazonej (IDW —
Inverse Distance Weighted), pozwalajagca na aproksymacje czestosci wiasnych iinnych
parametrow dynamicznych na podstawie ograniczonej liczby pomiaréow [100]. Podejscie to
znajduje zastosowanie zwtaszcza w analizach przestrzennej zmiennosci wtasciwosci
dynamicznych robotéw [106, 107].

Dynamiczny rozwdj metod obliczeniowych doprowadzit réwniez do wykorzystania
sztucznej inteligencji w identyfikacji modalnej. Algorytmy optymalizacyjne inspirowane
naturg, takie jak Particle Swarm Optimization czy Genetic Algorithms, wykorzystywane sg do
dostrajania parametrow modeli dynamicznych oraz wspomagania procedur aktualizacji modeli
MES [108-110]. Sieci neuronowe i metody uczenia gtebokiego stosowane sg do predykgji
czestosci wtasnych oraz automatycznej identyfikacji postaci modéw drgan na podstawie
danych pomiarowych [111-113]. W pracach [114-116] przedstawiono metode identyfikacji
parametrow dynamicznych opartg na gtebokim uczeniu.

Przedstawione metody pokazujg ewolucje podejsé¢ do identyfikacji modalnej robotéw,
od klasycznych technik eksperymentalnych, przez operacyjne metody identyfikacji, az po
nowoczesne rozwigzania probabilistyczne, numeryczne i oparte na sztucznej inteligencji.
Metody numeryczne umozliwiaja modelowanie witasciwosci dynamicznych juz na etapie
projektowania, natomiast techniki eksperymentalne pozwalajg na weryfikacje i aktualizacje
modeli. Warunkiem praktycznego wykorzystania wynikow tych analiz konieczne byto

zastosowanie odpowiednich metod pomiaru drgan robotdow.

Metody pomiaru drgan

W literaturze wyrdznia sie trzy podstawowe grupy metod stosowanych w pomiarze
drgan: kontaktowe, bezkontaktowe oraz posrednie. Wybdr zastosowanej metody zalezy od
wymaganej doktadnosci pomiaru, warunkéw pracy robota oraz ograniczenn konstrukcyjnych
badanego uktadu.

Metody kontaktowe obejmujg przede wszystkim pomiary za pomoca akcelerometrow
piezoelektrycznych, czujnikdow tensometrycznych oraz innych sensordw montowanych

bezposrednio na konstrukcji [23, 43, 52]. Akcelerometry umozliwiajg bezposredni pomiar
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przyspieszen drgan w wybranych punktach konstrukcji. Tego typu czujniki sg szeroko
wykorzystywane m.in. w klasycznych badaniach modalnych wrzecion irobotéw
przemystowych [63, 70, 71, 117]. Stosowane s3 takze czujniki tensometryczne, ktdre
umozliwiajg rejestracje lokalnych odksztatcen konstrukcji i posrednie wyznaczanie naprezen
dynamicznych w elementach nosnych robota. Istotng grupe stanowia takze czujniki sity i
momentu (najczesciej przetworniki szescioosiowe), montowane w poblizu koicéwki roboczej
lub w podstawie robota. Umozliwiajg one pomiar trzech skfadowych sity oraz trzech
sktadowych momentu, co pozwala na petng charakterystyke przestrzennego wektora obcigzen
dynamicznych dziatajgcych na robota. Rejestrowane sygnaty stanowig podstawe do analizy
zjawisk dynamicznych w uktadzie mechanicznym, a w szczegdlnosci do identyfikacji zjawisk
rezonansowych wywotanych sitami skrawania lub innymi oddziatywaniami kontaktowymi.
Liczne badania potwierdzajg skuteczno$é takiego podejscia. W pracy [9] przeprowadzono
analize dynamiczng szescioosiowego robota obrdobkowego, natomiast w artykule [69]
dokonano modalnej identyfikacji jednostki wrzeciono - narzedzie. W badaniach [8, 73]
analizowano stabilno$¢ pracy robotdw w procesach frezowania, wskazujgc na zaleznosc
wiasciwosci dynamicznych od konfiguracji przestrzennej. Z kolei w pracach [31, 39] pokazano,
ze wibracje podczas wiercenia i frezowania mozna skutecznie ograniczaé poprzez
optymalizacje konfiguracji robota. Metody kontaktowe zapewniajg wysoka precyzje
identyfikacji modalnej, jednak sg zwigzane z koniecznoscig montazu elementéw pomiarowych.

Metody bezkontaktowe bazujg na technikach optycznych i laserowych, umozliwiajgc
pomiar drgan bez fizycznej ingerencji w konstrukcje robota. Najczesciej wykorzystywanym
narzedziem jest laserowy wibrometr dopplerowski (LDV), ktéry umozliwia bardzo doktadny
pomiar predkosci drgan, a na tej podstawie wyznaczenie amplitudy przemieszczen. Technike
te zastosowano m.in. w pracy [118], w ktdrej analizowano dynamiczng sztywnos¢ robotéw
przemystowych. Kolejng grupe stanowig systemy wizyjne. Analiza obrazu z wykorzystaniem
metod takich jak Digital Image Correlation (DIC) czy algorytmy $ledzenia punktéw umozliwia
wyznaczanie przemieszczen, czestotliwosci wtasnych oraz postaci drgan. W pracy [119]
przedstawiono badania robota ABB IRB 1600/1.45 z zastosowaniem systemu wizyjnego oraz
oprogramowania RDI Motion Amplification. Celem analiz byto okreslenie wptywu konfiguracji
katowej robota na jego wtasciwosci drganiowe.

Zgodnie z klasycznymi opracowaniami dotyczgcymi analizy modalnej [63, 65, 67], a takze
z nowszymi badaniami [66, 81-83, 90, 93-96, 120] tego typu techniki umozliwiajg identyfikacje
czestotliwosci wtasnych oraz postaci modéw na podstawie odpowiedzi w warunkach
eksploatacyjnych, przy zastosowaniu metody OMA. Ich szczegdlng zaletg jest mozliwosc
monitorowania drgan w czasie rzeczywistym, bez koniecznosci stosowania dodatkowych
wymuszen czy ingerencji w strukture. Nowe rozwigzania, takie jak metody autonomicznej
analizy modalnej [90] czy techniki oparte na rozktadzie zrédet sygnatu [95], wskazuja, ze
pomiary bezkontaktowe sg jednym z najbardziej perspektywicznych kierunkéw badan.
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Metody posrednie polegaja na analizie sygnatéw procesowych i systemowych.
Przyktadem jest monitoring pragdéw silnikdw, w ktérych obecnos¢ rezonanséw ujawnia sie
w postaci charakterystycznych fluktuacji. Takie podejscie zaprezentowano w pracach [93, 94],
gdzie zaproponowano odpowiednie projektowanie eksperymentéw i wykorzystanie sygnatéw
uktadu sterowania do identyfikacji modalnej robotéw. Czestotliwosci drgan mogg by¢ takze
okreslane na podstawie sygnatéw z enkoderow lub emisji akustycznej generowanej podczas
pracy robota i proceséw obrdbczych. W badaniach [73, 99] podkreslono znaczenie takiego
podejscia w analizie robotéw frezujgcych. Wsrdd tego typu metod znajdujg sie m.in. podejscia
oparte na iteracyjnym uczeniu sie [23], ksztattowaniu wejscia (input shaping) [33] czy filtracji
czasowo-opdznionej [106]. Ich istotng zaletg jest mozliwos¢ ttumienia drgan w czasie
rzeczywistym bez koniecznosci stosowania dodatkowych sensoréw. W pracach [23, 33]
wykazano, ze sterowanie oparte na takich algorytmach pozwala na skuteczng redukcje drgan
w robotach przemystowych. Dodatkowo, rozwigzania wykorzystujgce kompensacje podatnosci
weztéw [51] lub aktywne unikanie drgan w procesach spawania [43] wskazuja, ze tego typu
metody mogg nie tylko identyfikowaé, ale takze minimalizowaé wptyw czestotliwosci
rezonansowych.

Coraz czesciej stosowane sg takze podejscia hybrydowe, tgczgce réine techniki
pomiarowe, np. zestawienie danych z akcelerometréw i wibrometru laserowego w celu
kalibracji wynikéw lub wykorzystanie mobilnych czujnikbw MEMS w systemach loT do
monitorowania stanu dynamicznego w czasie rzeczywistym.

Podsumowujac, rozwdj metod identyfikacji i pomiaru pobudzanych czestotliwosci drgan
w robotach przemystowych przebiega od klasycznych pomiaréw kontaktowych, poprzez
techniki bezkontaktowe, az po metody posrednie wykorzystujgce sygnaty sterujgce oraz
algorytmy uczenia maszynowego [56, 110, 121]. Wspbtczesne podejscia jednoznacznie
wskazujg, ze petnemu odwzorowaniu dynamiki robota sprzyja podejscie hybrydowe, taczace
modele analityczne, eksperymentalne oraz numeryczne, a takie wykorzystanie
zaawansowanych metod identyfikacji modalnej i procedur aktualizacji modelu. Takie podejscie
pozwala na wiarygodng charakterystyke drganiowg robotdéw przemystowych, a tym samym na
zwiekszenie ich precyzji i niezawodnosci w zastosowaniach przemystowych.

Reasumujac przeglad istniejgcych rozwigzan nalezy zauwazy¢, ze poczatkowo badania
w obszarze modelowania dynamicznego robotéw przemystowych w duzej mierze opieraty sie
na uproszczonym zatozeniu sztywnych potgczen miedzy cztonami [9, 48, 69-71, 79 - 81, 91,
122]. Takie zatozenie ograniczato mozliwos¢ wiernego odwzorowania rzeczywistych
wiasciwosci dynamicznych robotéw. Wprawdzie nowsze prace [30, 31, 39, 51, 72, 104, 105,
118] podjety prébe uwzglednienia podatnosci zfgczy i konstrukcji, jednak ich zakres
koncentrowat sie gtéwnie na robotach o duzym zasiegu, uktadach delta lub hexapodach oraz

zastosowaniach w obrébce skrawaniem. W literaturze brakuje natomiast badan, ktére
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w sposéb kompleksowy analizowatyby wptyw podatnosci przeguboéw, elementéw mocujacych
oraz osprzetu pomiarowego na wtasciwosci drganiowe robota.

Prezentowana w niniejszej pracy koncepcja uzupetnia te luke badawczg poprzez
opracowanie modelu robota o pieciu stopniach swobody, ztozonego z trzech cztondéw
poruszajgcych sie w jednej ptaszczyznie, systemu mocowania czujnika, czujnika sity i momentu
oraz narzedzia. Ponadto istnieje jeszcze jedna nisza badawcza, zwigzana z problemem
stabilnosci zrobotyzowanej obrébki mechanicznej i zjawiskami drganiowymi. Chodzi o drgania
samowzbudne nazywane chatterem, ktére w zrobotyzowanej obrébce mechanicznej stanowig
obecnie stosunkowo niszowy, lecz bardzo perspektywiczny obszar badan. W przeciwienstwie
do klasycznych obrabiarek CNC, roboty przemystowe charakteryzujg sie znacznie mniejszg
sztywnoscig oraz silnie zmiennymi wtasciwosciami dynamicznymi zaleznymi od konfiguracji
kinematycznej. Powoduje to, ze analiza stabilnos$ci procesu skrawania jest znacznie bardziej
ztozona niz w konwencjonalnych ukfadach obrébkowych. W literaturze mozna znalez¢ liczne
prace dotyczace chatteru w obrabiarkach CNC, jednak zagadnienie chatteru w robot machining
nadal pozostaje stabo opisane i nie posiada ugruntowanych metod analitycznych. Szczegdlnym
problemem jest wyznaczanie czestotliwosci chatterowych, ktére w przypadku robotéw nie sg
state, lecz zalezg od aktualnej pozycji i orientacji robota. Zmieniajaca sie konfiguracja robota
powoduje bowiem zmiane czestotliwosci wiasnych oraz charakterystyk dynamicznych catego
uktadu. W praktyce oznacza to, ze proces stabilny w jednej czesci przestrzeni roboczej moze
sta¢ sie niestabilny po zmianie pofozenia ramion robota. Z tego wzgledu kluczowym
elementem analizy chatteru jest wczesniejsza znajomo$é czestotliwosci rezonansowych uktadu
dla réznych konfiguracji robota, gdyz czestotliwosci chatteru zalezg od czestotliwosci
rezonansowych. Czyni to temat badania wfasciwosci drganiowych robota w funkcji konfiguracji
kinematycznej szczegdlnie interesujgcym zaréwno z punktu widzenia dynamiki robotéw, jak

i nowoczesnych procesow obrébki skrawaniem [123].
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3. Motywacja, cel i zakres pracy

3.1. Motywacja podjecia tematu pracy

W Katedrze Mechaniki Stosowanej i Robotyki Politechniki Rzeszowskiej od 2013 roku
prowadzone byly prace badawcze i wdrozeniowe dotyczace zrobotyzowanych proceséw
obrébki mechanicznej na rzecz sektora lotniczego, motoryzacyjnego i odlewniczego. W toku
tych prac ujawnity sie liczne problemy z doborem parametréow proceséw obrébki, miedzy
innymi ze wzgledu na wystepujace niestabilnosci o charakterze drganiowym. Drgania ramion
robotédw miaty negatywny wptyw na trwatos¢ narzedzi oraz jakos¢ obrabianych powierzchni.
Zaobserwowane problemy byty motywacjg do podjecia tematyki modelowania i analizy drgan
robotow przemystowych, ktdrg zrealizowano na przyktadzie robota ABB IRB 1600/1.45.

3.2. Cel pracy

Z przeprowadzonego studium literatury naukowej oraz przedstawionej motywacji
wynika gtéwny cel pracy jakim jest sformutowanie modelu matematycznego robota
przemystowego ze szczegdlnym uwzglednieniem zjawiska drgarn mechanicznych. Z gtéwnego
celu pracy wynikajg nastepujgce szczegdtowe cele badawcze:

1. Sformutowanie analitycznego modelu drgan ramienia robota uwzgledniajgcego

podatnosc ztgczy, systemu mocowania narzedzia i czujnika sity.

2. Analiza witasciwosci dynamicznych robota obejmujacych zjawiska drganiowe na
podstawie sformutowanego modelu analitycznego, w szczegdlnosci wyznaczenie
czestotliwosci rezonansowych, postaci drgan oraz ocena wptywu konfiguracji robota
na te wielkosci.

3. Badanie jakosci modelu matematycznego opisujgcego gtéwne zjawiska fizyczne,
w celu okreslenia mozliwosci jego wykorzystania w szybkiej analizie dynamicznej
i predykcji wtasciwosci drganiowych robota.

4. Eksperymentalne badania walidacyjne opracowanych modeli robota obejmujgce
pomiary odpowiedzi dynamicznych uktadu oraz poréwnanie wynikéw
eksperymentalnych z rezultatami uzyskanymi na drodze modelowania analitycznego

i numerycznego.
3.3. Zakres pracy

Zakres pracy obejmuje analize wptywu konfiguracji robota przemystowego z podatnymi
ztgczami na wystepowanie drgan rezonansowych, przy wykorzystaniu metod analitycznych do
opisu dynamiki. We wstepie wskazano, ze elastycznosé robotédw w porédwnaniu do sztywnych
maszyn CNC wymaga precyzyjnego modelowania zjawisk dynamicznych w celu zapewnienia

stabilnosci i wysokiej jakosci proceséw przemystowych. W rozdziale drugim wykonano
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przeglad istniejgcych rozwigzan oraz przedstawiono aktualny stan wiedzy dotyczgcy metod
modelowania robotdw. Omowiono rodzaje drgan wystepujgcych w robotach przemystowych,
ze szczegblnym uwzglednieniem drgan rezonansowych, a takze metody ich pomiaru i analizy.
W rozdziale trzecim przedstawiono uzasadnienie podjecia tematu badan poprzez identyfikacje
luki badawczej zwigzanej z brakiem kompleksowych analiz wptywu podatnosci przegubdw,
elementdw mocujacych oraz osprzetu na wtasciwosci dynamiczne i drganiowe robota.
W rozdziale tym okreslono réwniez cel i zakres pracy. Zakres dalszej czesci pracy wynika z
realizacji szczegétowych celéw badawczych. Rozdziat czwarty dotyczyt budowy modelu robota
tréjcztonowego wyposazonego w czujnik sity oraz narzedzie. Rozdziat ten zawiera opis
kinematyki oraz dynamiki. Opis dynamiki sformutowano wykorzystujgc réwnania Eulera—
Lagrange’a. Nastepnie stosujgc metody eksperymentalne oraz numeryczne wyznaczono
parametry fizyczne modelu. W rozdziale pigtym przedstawiono rozwigzanie analityczne,
wyznaczajac czestotliwosci drgan wtasnych w zaleznosci od ustawienia katowego cztondéw
robota. Dodatkowo zaprezentowano dla kazdej z pieciu czestotliwosci odpowiadajace im
postaci drgan witasnych. Rozdziat szésty poswiecono rozwigzaniu numerycznemu dla
opracowanego modelu robota. Rozdziat siodmy przedstawia charakterystyke stanowiska
badawczego na ktérym przeprowadzono pomiary drgan robota z zastosowaniem
akcelerometru zamontowanego na narzedziu. Badania przeprowadzono w zadanym zakresie
zmian katdéw, wyznaczajagc widma czestotliwosciowe przyspieszen. Wyniki pomiaréw
wykorzystano do okreslenia charakterystyk czestotliwosciowych przemieszczen. Dla
wybranego ustawienia ramion robota przeprowadzono analizy z zastosowaniem systemu
wizyjnego. Przedstawiono poréwnanie wynikéw uzyskanych z obu niezaleznych systemoéw
pomiarowych, wykazujgc ich zgodno$¢. W rozdziale ésmym zestawiono wyniki uzyskane
w procesie modelowania (rozwigzanie analityczne oraz numeryczne) z rezultatami badan
eksperymentalnych dla zbudowanego stanowiska badawczego. Dla wybranego ustawienia
robota przedstawiono graficzng posta¢ drgan ramienia robota dla trzech pierwszych modow
drgan z zastosowaniem uktadu wizyjnego. Wyznaczono btad wzgledny pomiedzy wynikami
z uktadu pomiarowego oraz badan modelowych, co umozliwito ocene zgodnosci wynikdéw
pomiarowych i obliczeniowych. W rozdziale dziewigtym zamieszczono podsumowanie pracy,
sformutowano wnioski koricowe oraz wskazano kierunki dalszych badan. Praca zawiera
réwniez bibliografie oraz dodatki obejmujgce szczegdétowe wyniki obliczen i dane Zzrédtowe
wykorzystane podczas analizy. Zawarte w nich tabele stanowig podstawe do opracowania

wykresow bteddw wzglednych, czestotliwosci oraz postaci drgan witasnych.
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3.4. Oryginalne elementy pracy

Do oryginalnych osiggnie¢, autorka pracy zalicza nastepujgce elementy:

1.

4.

sformutowanie opisu matematycznego robota ABB IRB 1600/1.45 z uwzglednieniem
czujnika sity, narzedzia oraz podatnosci potgczen;

skonfigurowanie platformy badawczej obejmujgcej robota przemystowego
z systemami akwizycji danych;

opracowanie i walidacja modelu matematycznego do szybkiego wyznaczania
wartosci czestotliwosci rezonansowych w catym zakresie zmian wspotrzednych
zfaczowych;

analiza wptywu konfiguracji robota na zjawiska rezonansowe.

Uzyskane wyniki pozwalajg stwierdzi¢, ze opracowane rozwigzanie stanowi istotny wktad

w rozwd] modelowania drgan robotéw, a zaproponowane podejsScie moze znalezé

zastosowanie w badaniach robotéw o innych strukturach kinematycznych.

Uzyskane w ramach pracy wyniki umozliwiaja wybér odpowiedniego, z punktu widzenia

minimalizacji wptywu drgan, obszaru przestrzeni roboczej do realizacji zrobotyzowanych

proceséw. Znajac czestotliwosci sit wymuszajgcych wystepujgcych podczas proceséw, mozna

na podstawie opracowanego modelu wybrac¢ taki obszar przestrzeni roboczej, w ktorym nie

nastgpi zsynchronizowanie czestotliwosci rezonansowych z czestotliwo$ciami wymuszen.
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4. Model robota

4.1. Zatozenia modelowe

W celu analizy wptywu konfiguracji robota na zjawiska drganiowe, przyjeto model robota
trojcztonowego z czujnikiem sity i narzedziem, ktérego schemat pokazano na
rys. 4.1. Przyjety model robota jest modelem ptaskim, dlatego pominieto ruchy obrotowe
cztonéw 1, 4 i 6. W zwigzku z tym pierwszy czton w modelu odpowiada drugiemu ogniwu
ramienia robota, drugi czton odpowiada trzeciemu ogniwu ramienia robota, natomiast trzeci
czton odpowiada pigtemu ogniwu ramienia robota. Zatem model robota skfada sie z trzech
cztonéw pofaczonych przegubowo poruszajacych sie w jednej ptaszczyznie, systemu
mocowania czujnika, czujnika sity i momentu oraz narzedzia. W modelu uwzgledniono
podatnos¢ w przegubach ramienia A B i C, podatnos¢ w miejscu mocowania czujnika do kisci
robota (punkt D), oraz podatnos¢ skretng czujnika sit/momentéw w punkcie E.
Te podatnosci sg przyczyng drgan niskoczestotliwosciowych robota. Cztony AB, BC i CD to trzy
cztony ramienia robota, ktorych ruch jest opisany przez wspoétrzedne q4, g, i q3. Czwarty czton
DE stanowi system mocowania czujnika wraz z przymocowang do niego obudowg czujnika
a jego ruch jest opisany przez wspoéfrzedng a,. Ostatni, pigty czton stanowi narzedzie wraz
zruchoma czesécig czujnika. Podatnos¢ czujnika powoduje, ze czton 5 moze obracaé sie
w ptaszczyznie ramienia robota o kat as. Punkt E jest koncowym punktem narzedzia, ktére
moze wchodzi¢ w interakcje z otoczeniem. Gdy narzedzie wchodzi w kontakt z otoczeniem, na
punkt E naktadane sg ograniczenia stosowne do rodzaju interakcji. Punkty S1, Sz, Ss, S4, S5 to

srodki mas cztondw robota, systemu mocowania i narzedzia.
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Rys. 4.1. Robot z parami kinematycznymi obrotowymi, czujnikiem sit/momentéw i narzedziem

Drgania niskoczestotliwosciowe robotéw wynikajg z podatnosci w ztgczach, systemie
mocowania czujnika oraz na czujniku, czyli w punktach A, B, C, D i E. Drgania ramienia polegajg
na obrotowym ruchu oscylacyjnym cztonéw wzgledem punktow A, B, i C. Aby je uwzgledni¢,

mozna przyjaé, ze kazdg wspodtrzedng konfiguracyjng ramienia, tzn. q; (i = 1,2,3) mozna
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wyrazi¢ jako sume dwdch wartosci kgtowych. Wzorem (4.1) okreslono wartosci wspétrzednych

konfiguracyjnych ramienia robota

G =p+a
g2 = B2t ay (4.1)
q3 = B3 + az

gdzie B; to wartosci opisujace potozenia cztonéw robota, wzgledem ktérych zachodza
oscylacje tych cztondw wyrazone przez zmienne a;. W idealnym przypadku, kiedy nie zachodza
drgania ramienia robota, f; s po prostu tozsame ze wspdtrzednymi konfiguracyjnymi gq;.
W przypadku uwzglednienia podatnosci w przegubach, Sy, f., B3 s3 wolnozmiennymi
wartosciami, ktérych zmiany wynikajg z realizacji trajektorii ruchu, natomiast a; sa
warto$ciami szybkozmiennymi zwigzanymi ze zjawiskami drganiowymi towarzyszgcymi
ruchowi. Ponadto wspoirzedne a,, as opisujg ruch drganiowy czujnika i narzedzia.

Petny wektor wspodtrzednych opisujgcych potozenie analizowanego systemu okresla

réwnanie (4.2), w ktérym uwzgledniono zaleznos¢ (4.1)

] e

q= Q3|=|a3+,33| (4.2)
lQ4J Ay
ds as

Wektor wspdtrzednych (4.2) zastosowano w opisie kinematyki przedstawionym

w podrozdziale 4.2.
4.2. Kinematyka robota

Pierwszym etapem budowy modelu matematycznego robota jest sformutowanie
réwnan kinematyki. Poniewaz opis zadan kinematyki robotéw jest czesto skomplikowany, co
wigze sie z zawitosScig struktur kinematycznych oraz liczbg stopni swobody, metody opisu
kinematyki robotdéw sg przedmiotem licznych publikacji [17-19, 124-126]. W tym podrozdziale
przedstawiono opis kinematyki analizowanego robota ABB IRB 1600/1.45 z zastosowaniem
notacji Denavida-Hartenberga (D-H) [18, 126-128]. Zgodnie z metodg, kazdemu i-temu
cztonowi robota przyporzadkowano i-ty lokalny uktad wspétrzednych. Uktady te zostaty
zdefiniowane wedtug nastepujacych regut:

e 09$z; jest zgodna z kierunkiem ruchu i-tego cztonu;

e 0$x; jest prostopadta do osi z; oraz z;_;

e uktady wspotrzednych (lokalne) s3 definiowane jako uktady

prawoskretne [129, 130].

Macierz przeksztatcenia jednorodnego A%_l opisuje przejscie z uktadu wspdtrzednych

i douktadui — 1. Jest ona zbudowana jako iloczyn przeksztatcen , podstawowych” [16]:
A}_, = RotZ, TransZ, RotX, TransX,, (4.3)
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gdzie RotZ, — macierz rotacji o kat q; wokot osi Z i-cztonu, TransZ,, — macierz translacji
o parametr d;w osi Z i-cztonu, RotX, - macierz rotacji o kat a; wokot osi X
i-cztonu, TransX,, — macierz translacji o wartos¢ a; w osi X i-cztonu, a; — dtugos¢ i-tego
cztonu, d; — odsuniecie przegubu, gq; — kat przegubu, a; — skrecenie cztonu. Macierze

z réwnania (4.3) majg nastepujgcy postac

cos(q;) —sin(g;)) 0 0
Rotz. —|sin(@) cos(g) 0 0 @
i 0 0 10
0 0 0 1
[1 0 0 O]
10 1 0 O
TransZ,; = 0 0 1 d (4.5)
0 0 0 1.
[1 0 0 aq]
_10 1 0 O
TransX,, = 00 1 0 (4.6)
0 0 0 1]
1 0 0 0
0 cos(a;) —sin(a;) O
RotX, = i i 4.7
ot%a = o sin(e;) cos(a;) O 4.7)
0 0 0 1
Macierz transformacji, po uwzglednieniu macierzy (4.4) — (4.7) wyraza sie w nastepujace;j
formie
cos(q;) —sin(q;)cos(a;)  sin(q;) sin(a;)  a; cos(q;)
Al . = |sin(q)  cos(qy) cos(a;)  —cos(qy)sin(e;) a;sin(q;) (4.8)
-1 0 sin(a;) cos(a;) d;

0 0 0 1

Parametry kinematyczne robota wedtug notacji D-H oznaczono na rys. 4.2, a ich wartosci
przestawiono w tabeli 4.1. W zastosowanej notacji D-H przyjeto, ze wartos¢ as = 0 oraz wartosc
kata q¢ = 0. Dodatkowy ukfad wspdtrzednych zostat wprowadzony w celu spetnienia
formalnych wymogéw metody D-H, umozliwiajgc prawidtowe zdefiniowanie orientacji

i pofozenia ostatniego cztonu wzgledem poprzedniego.
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Rys. 4.2. Schemat robota IRB 1600 z uktadami wspétrzednych i parametrami wedtug notacji D-H

Tabela 4.1. Parametry robota wedtug notacji D-H

Czton(i) q; d; l; a;
i3 —
1 g, + > 0 [, = 700[mm] 0
i3 —
2 4 - 0 [, = 600[mm)] 0
3 qs 0 l; = 94.5[mm] 0
4 qa 0 ly, = 27.7[mm] 0
5 T 0 0 T
s+ *5
6 Qe + T dg = 80.8[mm)] lg = 135[mm)] 0

Macierze przeksztatcen jednorodnych po uwzglednieniu parametréow wedtug notacji

D-H przyjmujg nastepujgce postaci

—sinq; —cosq; 0 —=lysing
ai = | cosar  —singg 0 ljcosq (4.9)
0 0 0 1 0
0 0 0 1
—sinq, —cosq, 0 [l,singq,
42— |cosaz —singz 0 ~lcosq, (4.10)
0 0 1 0
0 0 0 1
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[cosq; —sing; 0 [3cosq;]
A3 = |Sinas  cosqs 0 I3sings (4.11)
? 0 0 1 0
L0 0 0 1
[cosq, —sinq, 0 [l,cosq,]
At = sinq, cosqqy 0 lysing, (4.12)
3 0 0 1 0
0 0 0 1
—sinqgs cosqs 0 O
A5 = | cosqs  sings 0 0 (4.13)
* 0 0 10
0 0 0 1
—cosqgs singg 0 —lgcosqq
26 = —singg, —cosqe 0 —lgsingg (4.14)
0 0 1 dg
0 0 0 1

Przedstawione macierze przeksztatcen jednorodnych pozwalajg okredli¢ transformacje
uktadu j-tego do ukfadu (i-1), oznaczong jako T{_l. Ogodlny wzér pozwalajacy wyznaczyé taka

transformacje okreslono réwnaniem (4.15)

j
_ 1_[ e (4.15)
k=i

gdzie ogdlng postaé macierzy Ti_l mozna wyrazic’ wzorem (4.16)

a2 Ti3 DPx

[Rl . pl 1] T22 T23 Dy (4.16)
7"31 T32 T33 |
1

w ktérym R{_l jest macierzg rotacji uktadu j-tego wzgledem uktadu (i-1), pij_l jest wektorem
translacji uktadu j-tego wzgledem uktadu (i-1). W rozpatrywanym przypadku macierz
transformacji TS zostata wyznaczona jako iloczyn macierzy opisanych rdwnaniami (4.9) - (4.14),
czyli

TS = ALAZA3ALASAS (4.17)

Ze wzgledu na rozbudowang forme, petna posta¢ macierzy T§ nie zostata przedstawiona.
W dalszej czesci pracy zostata ona wykorzystana do okreslenia macierzy jakobianowe;j.

Macierz jakobianowa (macierz Jakobiego) jest waznym elementem w wielu aspektach
modelowania oraz sterowania robotem. W robotyce czesto nazywana jest ona jakobianem.
W literaturze przedmiotu definiuje sie kilka rodzajéw jakobianéw. W pracy przedstawione
zostang obliczenia dla jakobianu geometrycznego w ciele, ktéry postuzy do wyznaczenia

elementdw macierzy bezwtadnosci.
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Jakobian geometryczny w uktadzie ciata J?(q), nazywany w skrécie jakobianem
geometrycznym w ciele zdefiniowano m.in. w pracy [17]. Jakobian geometryczny w ciele

robota n-cztonowego skfada sie z kolumn ]f’, i =1,2,..,nwiec

IP@ =02 J o I}
gdzie kolumne ]ib, w przypadku, gdy przegub i-ty jest obrotowy, okreéla sie wedtug wzoru
4.19
P = l[R?—Tl]3kol XR?—T1P?—1l ( )
' [RTT 13k01
a w przypadku, gdy przegub i-ty jest pryzmatyczny, wyznacza sie jg nastepujgco

]? — [[R?—T1()]3kol ]

(4.18)

(4.20)

Do wyznaczenia jakobianu geometrycznego w ciele konieczne jest okreslenie macierzy
transformacji T$. Zastosowanie notacji D-H do wyznaczenia macierzy T§ pozwala na uzyskanie
zarobwno macierzy rotacji, jak i wektora translacji. Uzyskane w ten sposdb wielkosci
umozliwiajg wyznaczenie jakobianu geometrycznego w ciele, zgodnie ze wzorami (4.19) —
(4.20). Wartosci funkcji trygonometrycznych cos oraz sin zastgpiono symbolami
c i s ze wzgledu na ztozonos$¢ otrzymanych wzoréw. Na podstawie przeprowadzonych obliczen
oraz zaprezentowanych wzordw, jakobian geometryczny w ciele dla robota

ABB IRB 1600/1.45 zapisano w nastepujgcej formie

J° (@)
0 0 0 0 0 (4.21)
B 0 0 0 0 0
-1 -1 -1 -1 -1
0 0 0 0 0

gdzie 0; = q, + q3 + qa +qs, 0,=l,¢c(q3+q4+qs) +13¢c(qa+qs), 03 =qs+qs, 04 =
l4sqs, 05 = lycqs.

4.3. Dynamiczne réwnania ruchu robota

W celu wyznaczenia dynamicznych réwnan ruchu analizowanego robota o pieciu

stopniach swobody zastosowano rownania Eulera-Lagrange’a [126]

d oL 0L
—=—— =0, k=1..n

_ (4.22)
dt aqk aqk

gdzie wektor wspodtrzednych uogdlnionych jest zdefiniowany rownaniem (4.2). W celu
wyznaczenia rownan ruchu sformutowano lagrangian uktadu, ktéry jest rdéznicg energii
kinetycznej i potencjalnej uktadu. Energia kinetyczna robota moze by¢ wyrazona

z zastosowaniem macierzy bezwtadnosci w nastepujgcy sposdb [16]
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L)

gdzie M(B, @) € R™™ — macierz bezwtadnosci, ktéra jest dodatnio okreslona i symetryczna
dla kazdego a € R", m;; — elementy macierzy bezwtadnosci. Macierz bezwtadnosci definiuje

sie wedtug wzoru [3]
M(B@) = ) T m? + 1) (4.24)
i=1

gdzie m; — masa i-tego cztonu, I; — macierz bezwtadnosci i-tego cztonu, J¥ € R3*" oraz
J¥ € R3*™ — macierze jakobianowe stosowane do okreélenia predkosci $rodka masy oraz
predkosci katowej i-tego cztonu w funkcji predkosci przegubowe;.

Wyznaczenie macierzy bezwtadnosci wymaga okre$lenia macierzy jakobianowej J7,

ktéra opisano zaleznoscig

JY = 9sm (B, @) (4.25)
‘ oa

gdzie s,,; 0znacza wektor pozycji srodka masy i-tego cztonu w globalnym uktadzie odniesienia.

W tym celu wyznaczono wspétrzedne srodkdw mas poszczegélnych cztondw robota oraz

srodka masy narzedzia w punkcie S5, ktére zapisano w globalnym ukfadzie odniesienia.
Xm1 _lcl Sin(al)
Sm1 = |Ym1| = 1, cos(d;) (4.26)
Zmi 0

xmz] [—ll sin(d;) + I, COS(az)]

Smz = |Ym2 l; cos(0,) + I, sin(d,) (4.27)
Zm2 0
Xm3 —1; sin(0;) + [, cos(d,) + I3 cos(ds)
Sm3 = }’msl = [ l; cos(0;) + I, sin(d,) + I3 sin(d3) ] (4.28)
Zm3 0
Xm4 —1; sin(0;) + I, cos(d,) + I3 cos(03) + l.4 cos(0,)
Sma = |Yma| = [ [, cos(d;) + 1, sin(0,) + I3 sin(d3) + I .4 sin( d,) ] (4.29)
Zma 0
Xms
Sms = Yms
Zims (4.30)

l; cos(0;y) + L, sin(a,) + I3 sin(03) + 1, sin(d,) + d.5 sin(ds)

[—ll sin(d;) + 1, cos(d,) + I3 cos(d3) + 1, cos(d,) + d.s cos(as)]
0
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gdzie Bi; = Bi + Bj, aij = a; + a;, Bijie = Bi + B + B dijk = i + aj + ag, 01 = B+ ay,
0, = P12+ 1z, 03 = Pia3+ X123, 04 = Praz + Aia3 + Ay, 05 = Pz + A1z + ay + as,
l.; to odlegto$¢ srodka masy i-tego cztonu robota od ztgcza (i = 1,2,3,4), d 5 to odlegtosc
srodka masy cztonu 5 robota od ztgcza. Na podstawie réwnania (4.25), uwzgledniajgc

wspotrzedne srodkdéw mas s,,,; okreslone w réwnaniach (4.26) - (4.30), wyznaczono macierze
jakobianowe J7

—l4c(@) 0 0 0 0
Ji=|-14s(,) 0 0 0 0 (4.31)
0 0 0 0 0

[_l1c(a1)_lc25(az) —lezs(02) 0 0 0]
Jz2=

—115(01) +1l2¢(02)  lepc(@) 0 0 0 (4.32)
0 0 0O 0 O
=l ¢(01) = 135(0;) —le35(03) —135(0;) —l35(03) —le3s(@3) 0 O
J3=|—13500,) + 1, c(82) + 13¢(83) 1, c(87) + 13¢(03) lezc(@3) 0 0 (4.33)
0 0 0 0 0
er —lp5(0;) —135(03) —leas(04) —l35(03) —leas(0s) —leas(0s) O
Ji=le; 1c(0)+13¢(03) +1cac(0s) l3c(03) +1ac(8s)  leac(@y) O (4.34)
0 0 0 0 0
es e3+lic(01) e3+1lc(01)+1;500;) —lis(0s) —less(ds) —less(0s)
Js=es ey +115(01) es+15(0))—1,c(0) 14c(ds) +1esc(ds)  lesc(@s) (4.35)
0 0 0 0 0

gdzie
e; = —1c(01) — 15 5(0;) — l35(03) — lca 5(04)
e; = —115(01) + 15, ¢(9;) + 13¢(03) + lea c(s)
ez = —l;¢(01) — 15(02) — l35(03) — 4 5(04) — lc55(05)
e = —1y5(81) + L, ¢(8,) + L5 ¢(83) + L4 (Bs) + Les c(35)
Kolejnym elementem macierzy bezwtadnosci byta macierz jakobianowa J{°. Wyznaczono

ja korzystajac z dolnej czesci formuty (4.19) lub (4.20), ktora okredla i-tg kolumne jakobianu
geometrycznego w ciele. Jakobian J{ sktada sie z kolumn ]?]’-, i=1,2,..,n,czyli

Je =08 - I8 5] (4.36)

W przypadku gdy przegub i-ty jest obrotowy, stosuje sie zaleznos¢

{]?} = [Ri%\lskor dlaj <i (4.37)
J2 =0 dlaj>i

Natomiast dla przegubu pryzmatycznego wykorzystuje sie zaleznos¢
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Jo =0 (4.38)

W przypadku analizowanego robota, posiadajgcego pary kinematyczne obrotowe, jakobiany
J{® okredlono na podstawie zaleznosci (4.37), i majg one nastepujacg postac

0 00 00
JP=|-1 0 0 0 0 (4.39)
0 00 00
0 0 0 0 0
J9=|-1 -1 0 0 0 (4.40)
0 0 0 0 0
0 0 0 00
Ji=|-1 -1 -1 0 0 (4.41)
0 0 0 00
0 0 0 0 0
Jp=|-1 -1 -1 -1 0 (4.42)
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
J8=-1 -1 -1 -1 -1 (4.43)
0O 0 0 0 0

Macierz bezwtadnosci M wyznaczono wedtug wzoru (4.24) uwzgledniajac w rownaniu
podstawienie elementéw macierzy J{ oraz J{’
M(B, @) = myJSTJ +moJ§TJ% + mafSTTS + maJ 5Ty + msJ 8T (4.44)

1 2 3 4 5
HITLRIY + ISTIGTS + ISTISNS IS0 + TSI

gdzie I[El) to masowy moment bezwtadnosci cztonu 1 okreslony wzgledem punktu A, IS(? to
masowy moment bezwtadnosci cztonu 2 okreslony wzgledem srodka masy cztonu 2, IS(S) to

masowy moment bezwtadnosci cztonu 3 okreslony wzgledem srodka masy cztonu 3, Is(f;) to

masowy moment bezwtadnosci cztonu 4 okreslony wzgledem srodka masy cztonu 4, Is(g) to
masowy moment bezwtadnosci cztonu 5 okreslony wzgledem srodka masy cztonu 5.
Kolejnym etapem byto okreslenie energii potencjalnej uktadu. W rozwazanym przypadku
jest ona niezalezna od predkosci, a jedynie od potozenia uktadu. Dodatkowo pominieto
potencjat od sity grawitacji, zaktadajgc, ze obcigzenia od sit ciezkosci cztondw w bardzo matym
stopniu wptywajg na wektor f8, czyli na potozenie cztonéw wzgledem, ktérych zachodza
drgania ukfadu. Nie wptywajg one natomiast w istotny sposdb na drgania uktadu. Reasumujac,
energia potencjalna robota jest rdwna sumie energii potencjalnych wszystkich jego podatnych

ztgczy
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V= Vkl + sz + Vk3 + Vk4- + Vk5 (445)

gdzie Vi1, Via, Vis, Via, Vs to potencjaty sprezystych ztaczy robota. Zaktadajac liniowos¢

sprezystych ztaczy, energie potencjalng robota zapisano nastepujgco

1 1 1 1 1 4.46
V = Eklalz + Ekzafzz + §k3a32 + §k4a42 +§k5a52 ( )

Dalsza analiza dynamiki skupia sie na zjawisku drgan ramienia robota i prezentuje
obliczenia dotyczace przypadku quasi-statycznego, w ktérym uwzgledniono ruchy cztondéw
zdefiniowane przez zmienne a4, @5, @3, @4, a5 wzgledem potozen opisanych przez wspétrzedne
B1, B2, B3. Wartosci wspoétrzednych [y, 52, 3 traktowane sa jako state, gdyz ich zmiany
wynikajgce z planowego ruchu ramienia sg wielokrotnie wolniejsze od zmian katéw
aq, Ay, A3, Ay, As Opisujgcych szybkie zjawiska drganiowe. Na podstawie przyjetych zatozen
oraz réwnania (4.1), predkosci kgtowe cztondw przedstawiono nastepujgco

G1 = B1 +a; =@
Gy =P+ dy = i

. 4.47
4z = 3 + a3z = d; ( )

qs = Ay

qs = Qs

gdzie zatozono, ze §; = const.,i = 1: 3.

Uzyskane wielkosci kinematyczne (jakobian geometryczny) i energetyczne (energia
kinetyczna i potencjalna) stanowig podstawe do dalszego sformutowania modelu
matematycznego opisujgcego drgania robota. Model ten pozwolit odwzorowaé wptyw pozycji
ramienia robota i podatnosci w ztgczach na wtasciwosci dynamiczne uktadu, co jest
najistotniejszym celem dalszych analiz.

Réwnanie Eulera-Lagrange’a dla zaprezentowanego uktadu zostato wyprowadzone

W nastepujgcy sposob. Lagrangian uktadu ma nastepujgcg forme
L&
L=FE—V= EZ my; (B, @)y — V(@) (4.48)
Lj
Jego pochodna wzgledem predkosci jest nastepujgca
%k - Z my; (B, a)d; (4.49)
J

a pochodna z réwnania (4.49) wzgledem czasu to
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d 0L . d )
J J (4.50)
amk}(ﬁ (Z)
= my; (B, a)a; + z— a;a;
Z kj (ﬂ ) j / aal [Add]
J Lj
Pochodna Lagrangianu wzgledem wspétrzednej jest nastepujgca
zamu(ﬁ a) di — av (4.51)
aak 2 oay T day,

Na podstawie rdwnan (4.50) i (4.51), réwnania Eulera-Lagrange’a mogg zostac zapisane jako

kal (B @) +Z<am’” &) 1ami"(ﬁ’a)> ;i) IV (4.52)

Jda; 2  Oday day

gdzie k = 1 ...n. Zmiana kolejnosci sumowania oraz zastosowanie symetrii wskazuje, ze

Z <amkj(ﬂJ @) B lamij(B: 0‘)) g
i

— aai 2 a(lk
LJ (4.53)
B zl Imy;(B, a) N omy (B, a)  dm;(B, @) i
Sy da; da; day H
L
gdzie otrzymane wyrazenia
c 1/omy;(B, a) +amkl(ﬂ a) Imy(B, a) (4.54)
ik =3 oq; da; oay

sg znane pod nazwg symboli Christoffela (pierwszego rodzaju) [16, 17, 20-22, 131]. Warto
zauwazy¢, ze dla ustalonego wskaznika k zachodzi ¢;jx = cj;. Zastosowanie powyzszego

ustalenia redukuje wyznaczenie wszystkich symboli prawie o potowe. Nastepnie, definiujgc

0, = (4.55)
aak

réwnanie Eulera-Lagrange’a zapisano jako

J ij
gdzie dla przyjetej funkcji energii potencjalnej mamy
av
Y o ka (4.57)
Dy da, kXK

Rownanie (4.56) zapisano w postaci macierzowej

M(B,a)i+ C(B, a ad)a+ Ka=0 (4.58)
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gdzie element kj macierzy C(B, a, &) jest rowny

n n

B . \C1(omy(Ba) Om(B,a) Om;(B a)) (4.59)
ki = Zcijk(ﬂ’a)ai - ZE( da; + da; B day >ai

Na podstawie zamieszczonych wyprowadzen, elementy macierzy w réwnaniu (4.58)

zostaty zapisane w nastepujacy sposob

a=|as (4.60)

my; My Mz Myy Myg
[m21 Maz Mp3z Myy mzs]

M(B,a) =|M31 M3y M3z3 Mgy m35| (4.61)
My Myy Myz Myy Myg
l"151 Msy; Mgz Mgy Mss

C=|C31 C32 C33 C34 C35 (4.62)
Ca1 Cup €43 Ch4 (45
l‘?51 C52 (53 Csy C55J
kk 0 0 0 O
0 k, 0 0 O
K=|0 0 k3 0 O (4.63)
0O 0 0 k4, O
0 0 0 0 kg

Wyznaczenie poszczegdlnych elementdéw macierzy z zastosowaniem przedstawionych formut

umozliwito zapisanie dynamicznych réwnan ruchu oscylacyjnego ramienia w postaci

myQq + M0y + M3z + Myatty + MysAs + €111 + C12Q; + €133

. . (4.64)

+ C140(4, + C150(5 + k10{1 - O
M1 0y + Mpply + My3diz + Myudly + Mysds + C21Q1 + 202 + €233 465
+ C24d4 + Czsds + kzaz = O ( ’ )
M3 Qy + M3aly + My3ls + Maudy + Masds + €310 + C320, + C3303 466
+ C34d4 + C35d5 + k3a3 - O ( ’ )
Myq Oy + Myply + Myzds + Myaldy + Mysls + Caqaq + Capdy + Cy3a3 (4.67)

+ C44d4 + C45d5 + k4a4 == O
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Mg (y + Msply + M3z + Msaly + Mssds + Cs10 + Csp0, + Cs3d3

Wartosci

+ C54d4 + C55d5 + k5a5 =0

elementdw my; wystgpujacych w rownaniach (4.64) - (4.68)

wzory (4.69-4.93).

mll = a’l + a2 + a3 + a4 + a5 + a6 + Zmzlllcz C(ﬁz + az)

+ 2mslil, c(By + ay)

+ 2mglile5 c(Brz + az3)

+ 2mglylez c(Bs + as3)

+ 2myly 1, c(By + ay)

+ 2mylyl3 c(Bas + az3) +2mylyloy c(Boz + agz + ay)
+ 2mylyl; c(Bs + as) + 2mylylo, c(Bs + as + ay)

+ 2mylsley c(ay)

+2mcsly 1, c(B, + ay)

+ 2mglyl; c(Ba3 + az3) + 2mslilyc (Brs + azs + ay)
+ 2mglylos c(Baz + azz + ay + as) + 2mslyls (s + a3)
+ 2melyl, c(Bs + as + ay)

+ 2mslsl, c(ay)

+ 2melsls c(ay + as)

+ 2mglylos c(Bs + as + ay + as) + 2mglyls cas)

mqp, = ay + as + Ay + as + mzlllCZ C(,BZ + aZ)

+ mglyl; (B + @) + malyles c(Bas + az3)

+ 2mglyle3 c(Bs + a3)

+ mylil; (B + az) + mulyls c(Bas + az3) +mylilesc (B3
+ a3 +ay)

+ 2mylyl; c(Bs + as) + 2myulylo c(Bs + as + ay)

+ 2mylsles (@) + mslily c(By + az) + mslyls c(Brs + ay3)
+ mslyly c(Baz + a3 + ay)

+ msliles c(Baz + azs + ay + as) + 2mslyl; c(Bs + as)
+2melyl, c(Bs + as + ay)

+ 2mglsl, c(ay)

+ 2meglsls c(a, + as)

+ 2mslylsc(Bs + as + ay + ag) + 2mglyls clas)

my3 = az + ay + as + mlylez (P + azsz)

+ mslyles (B3 + az) + mylyls c(Bas + az3)

+ myl5+mylyls c(Bs + az) + mylyley c(Bas + a3 + ay)
+ myulyles (B3 + asz + ay) + 2mylsles c(ay)

+ mslyl3 c(Ba3 + az3) + mslily c(Baz + azs + ay)

+ mslyles c(Bas + azs + ay + as) + mslyl; c(B3 + asz)
+melyl, c(Bs + as + ay)

+ 2melsl, c(ay) + 2melsl s c(a, + as)

+ mglylos c(Bs + as + ay + as) + 2mslyl.s c(asg)

(4.68)

opisuja

(4.69)

(4.70)

(4.71)



4. MODEL ROBOTA 39

My = agtas + mylyleac (Boz + azz + ay) + mylyleac(Bfs + az + ay)
+ mylsley c(ay) + mslyly c(Baz + a3 + ay)
+ mslylos c(Baz + aa3 + g + as)+mslyly c(fz + az + ay)

+ mslsl, c(ay) (4.72)
+ mglyles clay, + ag) + mglylsc(Bs + as + a, + ag)
+ 2mslyles c(as)
Mys = Mglyles c(Brz + az3 + ay + ag) + mglzles c(ay + as)
+mglylosc(Bs + as + ay + as) + mglylos clas) + as (4.73)
My, = Ay +az + ay + as + mylyl, c(By + ay)
+ mslyl; (B + az) + maliles c(Baz + az3)
+ 2mglyles c(Bs + a3)
+ +mylil; c(By + az) + mylyls c(Brs + ag3) +mylilosc (Bs
+a,3 +ay)
+ 2mylyl; c(Bs + as) + 2mylylo, c(Bs + as + ay)
+ 2mylsles c(ay) + mglyly c(By + az) + mslyls c(Br3 + azs3) (4.74)
+ mglyly c(Brs + az3 + a4)
+ mslyles €(Bas + azs + ay + as) + 2mslyl; c(Bs + as3)
+2melyl, c(Bs + as + ay)
+ 2mglsl, c(ay)
+ 2melsls c(a, + as)
+ 2mglylos c(Bs + as + ay + as) + 2mglylos c(as)
My, = Ay + az + ay + as + 2mslyl 3 (B3 + as)
+ 2mylyl5c(Bs + ag) + 2mylyl 0 c(Bs + as + ay)
+ 2mylsloy cay) + 2msglyls c(Bs + as) (4.75)

+2melyl, c(Bs + as + ay)
+ 2melsl, c(ay) + 2melsls c(a, + as)
+ stlzlcs C(ﬁ3 + as + ay + as) + 2m5l4lC5 C(as)

My3 = a3 + a4 + as + mglyles c(B3 + asz)
+ mylyls cos(Bs + as) + mylylosc(Bs + as + ay)
+ 2myl3les c(ay) + mslyl; c(fs + az)
+ mslyly c(Bs + as + ay) (4.76)
+ 2mslsl, c(ay)
+ 2melsl s clay + as) + melyl.s c(Bs + as + a, + as)
+ 2mglyl.s c(as)

Myy = Ay + as + Mylyles (B3 + as + ay) + mylsle, c(ay)
+melyl, c(Bs + as + ay)

+ m5l3l4 C(azl-) + m513lC5 C(Cl4_ + as) (477)
+mslyles c(Bz + az + ay + as) + 2mslyl s c(as)
Mys = Mglsles c(ay + as) + melyles c(Bs + as + a, + as) -

+ m5l4lC5 C(as) + as
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Mg1 = M3lyles c(Brz + az3) +ag + ay + as
+ mglyles (B3 + az)
+ mylyls c(Bas + ag3) +mylyls c(fs + as)
+ mylyles c(Bas + azz + ay) + mylyleg (B + as + ay)
+ 2mylzles c(ay) + mslyls c(Brz + az3)
+ mglyly c(Bars + az3 + a4)
+ mslyles c(Bas + azs + ay + as) + mslyls c(Bs + az)
+mglyl,c(Bs + as + ay)
+ 2mslsl, c(ay) + 2melsl s c(ay + as)
+ mglylos c(Bs + as + ay + as) + 2mslyl.s c(as)

Mz, = Mglylesc(Bs +az) +az + a, + as
+ mulyls c(Bs + az) + mulyles c(Bs + az + ay)
+ 2myl3les c(ay) + mslyl c(fs + az)
+ mglyl,c(Bs + as + ay)
+ 2mglsl, c(ay)
+ 2mglslos c(ay + ag) + mglylsc(Bs + as + a, + ag)
+ 2melyl s c(as)

m33 = a3 + a4 + a5 + 2m4l3lc4 C(a4)
+ 2mglsl, c(ay) + 2mglslys c(ay + as) + 2mslyl s c(as)

M3y = Ay + as + mylzley c(ay) + mslzly clay) + mslsles c(ay + as)
+ 2m514lC5 C(a5)

M35 = mslzles c(ay + as) + mslyles c(as) + as

Myy = Ay + as+myliley c(Bosz + az3 + ay) + mylyles c(Bs + az + ay)
+ mylzleq c(ay) + mslily c(Brs + azs + ay)
+ mslyles c(Bas + az3 + ay + ag)+mslyly c(fs + az + ay)
+ mslsly c(ay)
+ mglsles clay, + ag) + mglylsc(Bs + as + a, + ag)
+ 2mglyles c(as)

Mgy = Ay + as + Mylyley (B3 + az + ay) + mylsley c(ay)
+ mglylyc(Bs + as + ay)
+ melsl, c(ay) + melslys cla, + as)
+ mglylos c(Bs + as + ay + as) + 2mslyl.s c(as)

My3 = a4 + as + mylzley c(ay) + mslzly clay) + mslsles clay + as)
+ 2mslyles c(as)

Myy = Ay + as + 2msglyl.s c(as)
Mys = as + mslesly c(as)

Msy = Mslyles c(Baz + a3 + ay + as) + mslzles clay + as)
+mglylosc(Bs + as + ay + as) + mslylos clas) + as

(4.79)

(4.80)

(4.81)

(4.82)

(4.83)

(4.84)

(4.85)

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(4.89)
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Msy = mslzles c(ay + as) + mslyles c(fz + az + ay + as)

+ m5l4lc5 C(afs) + asg (490)
Me3 = Melzlos cay + as) + melyls c(as) + as (4.91)
Mgy = Ag + mle5l4 C((XS) (492)
Mss = As (4.93)
gdzie
a; = IV + m, 12 + myl2 + myl?
1= 1y 2l1 3l1 4ly
a, = myl%, + 1§§) + msl3 + myls + mgls
3

az = mglZ + I§3) +myl§ + msl} (4.94)

a4_ = m4l§4 + IS('?I:) + msli
5
as = mslZ + Isgs)

ag = msl%

Wartosci tych parametréw zamieszczono w tabeli 4.2. Elementy macierzy C wyznaczone

wedtug réwnania (4.59) rozpisano nastepujgco

(C11 = €C111Q1 T C12107 + C131A3 + C141Q4 + C151 05

C12 = C211Q1 F C22102 + C231Q3 + 24104 + C251A5
C13 = C31101 T C32107 + C33103 + C34104 + 35105
C14 = C411Q1 F C42102 + C431Q3 + Caq104 + C4510A5

C15 = C51101 T C521%2 + C53103 + C54104 + Cs5105
C21 = C112Q1 F C122Q3 + C13203 + C142Q4 + C15205
Caz = C12Q1 T Cop20p + Ca32U3 + Coa204 + Co5205

C23 = C312Q1 + C32207 + C33203 + C34204 + C35205
Ca4 = C41301 T C42307 + C43303 + C44304 T+ C45305
C25 = C513Q1 + C5230, + C533Q3 + C543Q4 + C55305

C31 = C113%1 + C123Q3 + C133%3 t C1430%4 + C15305
C32 = C213Q1 + C2307 + C3303 + C4304 + C253Q5

{ €33 = €313Q1 T (3237 + 33303 t (34304 T C353U5 (4.95)
C34 = C413Q1 F Cy2307 + Cy3303 + Cha304 + C453Q5
C35 = C513Q1 T C53307 + C53303 + C54304 + C55305

C41 = C114071 + Cr240p F C13403 + C144Qy4 + Ci540s5
C21401 F €240 + C23403 + Co4404 + Co5405
C43 = C314071 + C32405 + C33403 + C34404 + C35405
Cas = C414071 + C404 05 + Cu3403 + Chg404 + Cu540s
C45 = Cs51401 + C52407 + C53403 + C54404 + C55405
Cs1 = C11501 + C12507 + C13503 + Cras5ay + C15505
Csy = Ca1501 + Cop503 + Ca3503 + Cou5qy + Co550a5
Cs53 = C31501 + C3250, + C33503 + C345a4 + C35505
C54 = C41501 F Cap5Qp + Cazslz + Causqs + Cus5as
\Cs5 = C51501 + C52207 + C53503 + Cs45s + Cs550s5
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Elementy c¢;; charakteryzujg sig rozbudowang struktura, dlatego szczegétowe wyniki

przedstawiono w dodatku 1.
4.4. Parametry modelu

W celu okreslenia parametréw modelu robota zastosowano metody eksperymentalne
i numeryczne. Ze wzgledu na niewystarczajgcg doktadnosé modeli CAD dostarczonych przez
producenta opracowano wiasny, mozliwie najdokfadniejszy model CAD na podstawie
rysunkdw technicznych zawartych w dokumentacji oraz pomiaréw wykonanych na
rzeczywistym robocie. Model ten postuzyt do wyznaczenia mas poszczegdlnych cztondw robota
oraz ich masowych momentéw bezwtadnosci. W tym celu wykorzystano srodowisko
SolidWorks, w ktérym poszczegdlne elementy robota zdefiniowano jako bryty wykonane
z jednorodnego materiatu.

Pomiaru mas ogniw m, i ms dokonano przy uzyciu wagi laboratoryjnej. Dtugosci ogniw
okreslono na podstawie specyfikacji technicznej robota [137].

Wspodtczynniki sprezystosci kq, k, i ks okreslono eksperymentalnie. Ramie robota
obcigzano znanymi, stopniowo wzrastajgcymi obcigzeniami, a przemieszczenia liniowe
wybranych punktéw kazdego cztonu robota zmierzono za pomocg absolutnego trackera

laserowego Leica AT 960 (rys. 4.3).
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Rys. 4.3. Pomiar przemieszczen ogniw robota pod obcigzeniami z zastosowaniem absolutnego tra-ckera
laserowego Leica AT 960
Nastepnie wyznaczono przemieszczenia katowe cztondw robota w funkcji momentéw
obcigzajgcych ztgcza. Charakterystyki aproksymowano funkcjami liniowymi, co pozwolito na
przyjecie statych wartosci wspotczynnikdw sztywnosci podanych w tabeli 4.2. Wartosci
wspotczynnikdw sprezystosci k, i kg zostaty okreslone na podstawie analiz modeli ogniw
w $rodowisku CAD. Parametry fizyczne robota ABB IRB1600/1.45 zestawiono w tabeli 4.2.
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4. MODEL ROBOTA

Tabela 4.2. Wartosci wspotczynnikéw modelu robota IRB1600/1.45

Wspodtczynnik Jednostka Wartosc
1D kgm? 1.15
Ig) kgm? 1.75
15(2) kgm? 0.045
1&‘) kgm? 0.015
Is(g) kgm? 0.05
m, kg 50.58
ms kg 1.29
my kg 0.76
ms kg 2.13

I m 0.7
le, m 0.13
l, m 0.6
I3 m 0.0315
Iy m 0.0945
Loy m 0.01385
l, m 0.0277
los m 0.08
ky Nm/rad 510000
k, Nm/rad 400000
ks Nm/rad 170000
ks Nm/rad 22000
ks Nm/rad 14000
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5. Rozwiazanie analityczne

5.1. Czestotliwosci wtasne

W celu analitycznego wyznaczenia czestotliwosci rezonansowych robota, wprowadzono
uproszczenia do réwnan ruchu (4.58) otrzymujac rownania liniowe. Uzyskano to pomijajac
wyrazenie C(B, a, &) zawierajace kwadratowe formy predkosci. Ponadto pominieto wptyw
wektora @ na macierz M (a, ), uzasadniajac to stosunkowo niewielkim wptywem katéw «;
na zjawiska zwigzane z bezwtadnoscig ogniw w poréwnaniu z wptywem katéw na zjawiska
zwigzane z elastycznoscig wyrazong sktadnikiem Ka. W ten sposdb otrzymano rownanie ruchu

w postaci liniowej
Myi+ Ka =0 (5.1)

gdzie My = M (a = 0, ). Macierz M, jest stata w danej konfiguracji okreslonej przez wektor
wspotrzednych . Rozwigzanie réwnania (5.1) zgodnie z teorig uktaddw liniowych ma
nastepujgcy postac

a; = A;cos (wyt + @) (5.2)

Podstawiajac to rozwigzanie i jego drugg pochodng do réwnania (5.1) otrzymano nastepujgce
réwnanie algebraiczne:

(—wZMy + K)A=0 (5.3)

gdzie A =[A; ... 4,]7 jest wektorem amplitud przemieszczent katowych cztonéw robota.
Réwnanie (5.3) jest spetnione, jezeli

det(—w2My + K) = 0 (5.4)

Jest to réwnanie czestosci drgan wtasnych uktadu. W analizowanym przypadku uktadu o pieciu
stopniach swobody, ma ono forme wielomianu dziesigtego stopnia, ktéry uproszczono do
wielomianu pigtego stopnia poprzez podstawienie

v =0 (5.5)

otrzymano

det(—zMy + K) = 0 (5.6)

Ze wzgledu na zfozonos$¢ obliczed zastosowano program numeryczny do wyznaczenia
rozwigzan z; rownania (5.6). Nastepnie, przechodzac na powrét do zmiennej wy, ha mocy
rownania (5.5), przyjmujac jako wartosci czestosci wtasnych jedynie dodatnie rozwigzania,

uzyskano

— (5.7)
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W celu obliczenia wartosci czestotliwosci wtasnych wyrazonych w Hz, kazdg uzyskanag
wartos¢ wg; przeliczono wedtug wzoru

Wo; . (5.8)
i =—,0i=1,..,5 :
fi 2m '

Uzyskane wyniki obliczen czestotliwosci wtasnych przedstawiono w postaci wykresu.
Poniewaz posta¢ macierzy M, jest taka, ze nie zalezy ona od kata f3;, a jedynie od katéw [,
i B3, to wartosci czestotliwosci wtasnych zalezg rowniez od katdéw £, i 3. Dlatego na rys. 5.1
zaprezentowano zaleznos¢ wartosci czestotliwosci wiasnych w funkcji kata B, dla réznych
wartosci kata [3. Z uwagi na szeroki zakres przedstawionych danych, w dalszej czesci
zamieszczono szczegotowe przyblizenia dla poszczegdlnych czestotliwosci wtasnych.

>0 By =-90° H
X By=45°
B, = -30°
" B=0° i.
x  By=30°
I B = 45° :
. py=60° %
I .« By=90° 5,
-250 1 l | | | | 1 |
0 50 100 150 200 250 300 350 400

czestotliwosé [Hz]

Rys. 5.1. Wartosci czestotliwosci drgan wiasnych dla okreslonych wartosci kata S5 w funkcji kata S,

Przyblizenie dla pierwszej czestotliwosci wtasnej dla okreslonych wartosci kata f5

w catym zakresie zmian kata 8, przedstawiono na rys. 5.2.



5. ROZWIAZANIE ANALITYCZNE 47

50
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By =-45°
Ba =-30°
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B4 =30°
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Rys. 5.2. Wartosci pierwszej czestotliwosci drgan wtasnych dla okreslonych wartosci kata 3 w funkcji kata 5,

Analiza wykresu (rys. 5.2) wskazuje, ze dolna granica wartosci czestotliwosci wtasnych
wystepuje przy okoto 17 Hz dla wartosci kata S, = —90°. Wraz ze zmiang kata [, w obu
kierunkach wzgledem tej wartosci obserwuje sie wzrost wartosci czestotliwos$ci wtasnych,
ktore w skrajnych zakresach osiggajg wartos¢ okoto 24 Hz. Rdznice pomiedzy wartosciami
czestotliwosci wiasnych wynikajg ze zmiany kata 3 s niewielkie i mieszczg sie w granicach
okoto 1-2 Hz.

Rys. 5.3 przedstawia przebieg wartosci drugiej czestotliwosci wtasnej w zaleznosci od

wartosci kata 3 w petnym zakresie zmian kata £5,.
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Rys. 5.3. Wartosci drugiej czestotliwosci drgan wiasnych dla okreslonych wartosci kata 5 w funkcji kata S,

Na rys. 5.3 mozna zauwazy¢ wyrazny wptyw kata 8, oraz §3 na ksztatty charakterystyk.
Analizujac wptyw kata S, mozina stwierdzi¢, ze réznica pomiedzy minimalng i maksymalng
wartoscig czestotliwosci dla poszczegdlnych charakterystyk wynosi od okoto 3 Hz do nawet 10
Hz. Dolna granica analizowanych przebiegdw miesci sie w zakresie od
42-48 Hz, natomiast gérna granica charakterystyk znajduje sie w przedziale 51-53Hz,
w zaleznosci od kata f3. Wraz ze wzrostem wartosci bezwzglednej kata 53 charakterystyki
ulegaja poszerzeniu oraz odksztatceniu. Dla skrajnych wartosci, tj. f3= £90°, krzywe przyjmuja
postac o najwezszym pasmie zmian czestotliwosci okoto 3 Hz oraz najbardziej odksztatconym
profilu.

Na rys. 5.4 przedstawia przebieg wartosci trzeciej czestotliwosci wtasnej w zaleznosci od
wartosci kata 3 w petnym zakresie zmian kata £5,.
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Rys. 5.4. Wartosci trzeciej czestotliwosci drgan wtasnych dla okreslonych wartosci kata 5 w funkcji kata £,

Na rys. 5.4 mozna zauwazy¢, ze dolna granica wartosci analizowanych przebiegdw miesci
sie w zakresie od 60-68 Hz, natomiast gérna granica wartosci charakterystyk miesci sie
w przedziale 94-98 Hz. W zaprezentowanym zakresie zmian kata [, mozina stwierdzi¢, ze
réznica pomiedzy minimalng i maksymalng wartoscig czestotliwosci dla poszczegdlnych
charakterystyk wynosi od okoto 27 Hz do nawet 37 Hz. Krzywe zachowujg zblizony ksztatt dla
wszystkich analizowanych wartosci kata f5.

Rys. 5.5 przedstawia przebieg wartosci czwartej czestotliwosci wiasnej w zaleznosci od

wartosci kata 3 w petnym zakresie zmian kata £5,.
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Rys. 5.5. Wartos$ci czwartej czestotliwosci drgan wtasnych dla okreslonych wartosci kata S5 w funkcji kata S,

Na rys. 5.5 widaé, ze zmiana kata f3 powoduje przesuniecie charakterystyki
czestotliwosciowej. W przypadku wartosci ujemnych kata B; wartosci czestotliwosci drgan
mieszczg sie w zakresie od ok. 210-225 Hz, natomiast dla dodatnich wartosci kata S5 krzywe
przesuwajg sie w kierunku wyzszych wartosci, do ok. 240Hz. W poréwnaniu do poprzednich

charakterystyk nalezy zauwazy¢, ze sg one mato wrazliwe na zmiany kata [, natomiast sa
bardzo wrazliwe na zmiany kata 5.

Rys. 5.6 przedstawia przebieg wartosci pigtej czestotliwos$ci wtasnej w zaleznosci od
wartosci kata 3 w petnym zakresie zmian kata £5,.
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Rys. 5.6. Wartosci pigtej czestotliwosci drgan wiasnych dla okreslonych wartosci kata 5 w funkcji kata S,

W zaprezentowanym zakresie zmian kata [, mozna stwierdzi¢, ze réznica pomiedzy
minimalng i maksymalng wartoscig czestotliwosci wynosi od okoto 3 Hz do nawet 27 Hz. Dla
wartosci ujemnych kata 33 czestotliwosci mieszczg sie w zakresie okoto 300-330Hz, natomiast
dla wartosci dodatnich kata  [3 nastepuje przesuniecie  charakterystyk
ku wyzszym wartosciom czestotliwosci siegajgcym okoto 370 Hz i rosnie jednoczesnie
wrazliwos¢ charakterystyk na zmiany kata £3,.

Przeprowadzona analiza charakterystyk czestotliwosci drgan witasnych wskazuje, ze
uktad w nizszych pasmach czestotliwosci (pierwsza—trzecia czestotliwosé) charakteryzuje sie
wysoka wrazliwoscia na zmiane konfiguracji katowej zwigzanej z katem f,. Jednoczesnie
zmiana kata B3 nie ma tak istotnego wptywu na wartosci trzech pierwszych czestotliwosci.
Zakres réznic jest niewielki i miesci sie w granicach kilku Hz. W przypadku czwartej i piatej
czestotliwosci wtasnej sytuacja jest odwrotna. Wartosci tych czestotliwosci wtasnych mocniej
zalezg od wartosci kata S5, natomiast ich wrazliwo$¢ na zmiany kata 8, jest mniejsza,

jakkolwiek zmienna w funkgcji kata 5.
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5.2. Postaci drgan wtasnych

Analiza postaci drgan wtasnych stanowi podstawowe narzedzie w badaniu dynamicznych
wiasciwosci uktadéw mechanicznych, w tym réwniez robotéw przemystowych i robotéw
wielocztonowych [126, 132, 133].

Réwnanie (5.3) zapisano w nastepujacej postaci

(_"1111‘116002 - m12A2w02 - m13A3w02 - "1141‘14@)02 - m15A5w02 + k4, =0
—m21A2a)02 - mzzAzwo2 — My3A3wo° — "1241‘14(002 - mzsAswo2 + kA, =0
—m31A1w02 - m32A2w02 - 771331436002 - m34A4a)02 - m35A5a)02 + k3A; =0 (5.9)
_m41A10)02 - "1421‘12(‘)02 - 771431‘13(‘)02 - m44A4a)02 - m45A5w02 +kyAdy =0
_m51A10)02 - mszi‘lz(‘)o2 - m53A3a)02 - 771541‘14(1’02 - m55A5w02 + ksds =0

gdzie elementy m;; w tym podrozdziale s rozumiane jako elementy macierzy M,. Uktadu
réwnan (5.9) nie mozna jednoznacznie rozwigzac ze wzgledu na wspotczynniki A;. Rozwigzanie
jest mozliwe jedynie przy zatozeniu istnienia okreslonych relacji pomiedzy wspétczynnikami A4;.

Mozna zatem ten uktad rdwnan przeksztatci¢, dzielgc kazde z rownan np. przez wspoétczynnik
Az Az Ay As

A4, uzyskujac uktad pieciu réwnan z czterema niewiadomymi: A Ay A AL czyli
1 1

242 Aj Ay 2 4s

( Mmy1@o° + kq) — mypw° A1 "1130!)OZA1 m14w02A1 myswo? A1 =0

My o2 + (Mg wo? + ky) =2 — Mys@y? — — My 2 A4 — Mysw AS:O
21%0 22%0 2 Al 23%0 Al 24 O A1 25%0 A1
2 2A4 2A5

{ —M31W0% — M3w0° T 2+ (—mazwo? + k3) T M3a®Wo” 7= = M35 Wo” = = 0 (5.10)

1 1 1

—My W% —m wzé—m W2 =2 + (=M, +k)ﬁ—m w2ﬁ=0
410 42%0 Al 43 0 A1 44 0 4 A1 45W0 A1
, Az , As As

—M51Wo* — MspW0% == — Ms3Wg — Mgywo? = + (—Msswy? + ks) =0
\ Al Al Al 1

Uktad réownan (5.10) rozwigzano dla kazdej z pieciu wartosci czestosci wiasnych przy
uwzglednieniu zaleznosci elementéw m;; od wartosci wektora B. Rozwigzania przedstawione
graficznie na rysunkach od rys. 5.7 do rys. 5. 11 dotyczg przypadku dla 8, € (=220 = 50)°,
B3 = 0°. Szczegbétowe zestawienie danych wykorzystanych do sporzadzenia wykreséw
przedstawiono w dodatku 4.
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postaci drgan Ai/Al

postaci drgan Ai/Al
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600 +

400 +

200
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B[]

Rys. 5.8. Postaci drgan dla 2 czestotliwosci
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Rys. 5.10. Postaci drgan dla 4 czestotliwosci
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Rys. 5.9. Postaci drgan dla 3 czestotliwosci
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Rys. 5.11. Postaci drgan dla 5 czestotliwosci

Na rysunkach (rys. 5.7 do rys. 5.11) przedstawiono postaci drgan dla kazdej z pieciu

czestotliwosci. Na podstawie wykreséw prezentujgcych przebiegi wspdtczynnikdw %
1

stwierdzono, ze wszystkie analizowane charakterystyki postaci drgan wykazujg symetrie
wzgledem wartosci kata 5, = -90°.
Ai

Na podstawie analizy przebiegédw wspodtczynnikow ™ mozna zauwazyé, w pierwszej
1

postaci drgan najwieksze amplitudy drgan wykazuje czton pierwszy. W kolejnych postaciach
drgan wspodtczynniki %, w wiekszosci badanego zakresu, majg wartosci znaczgco wieksze od 1,
1

co oznacza, ze amplitudy drgan cztonu pierwszego byty znaczgco mniejsze od amplitud drgan
pozostatych cztondw. Generalizujgc, mozna stwierdzi¢, ze im wyzszy numer cztonu, tym jego
amplitudy drgan wzgledem amplitud drgan cztonu pierwszego sg wieksze. Ponadto wraz ze
wzrostem numeru postaci drgan wtasnych, rosng wartosci tych postaci, czyli wspétczynnikdéw

A

Ay
Na wszystkich wykresach widoczne byty punkty przeciecia charakterystyk %, ktore
1
odpowiadajg zmianom kierunku drgan oraz przejsciu pomiedzy ruchem zgodnym i przeciwnym
wzgledem pierwszego cztonu. Analiza wykazata réwniez tendencje do tworzenia sie grup
cztonéw o podobnym zachowaniu dynamicznym, co objawia sie niemal identycznymi

charakterystykami wybranych wspdtczynnikéw. Zjawisko to swiadczy o wystepowaniu
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sprzezen dynamicznych pomiedzy segmentami robota oraz o wspdélnym udziale tych
elementdéw w przenoszeniu energii drgan.

Wzrost wartosci wspoétczynnikéw dla wyzszych czestosci wskazuje na mozliwosc
wystepowania znacznych obcigzen dynamicznych w okreslonych konfiguracjach katowych.
Z punktu widzenia eksploatacji robota oznacza to konieczno$¢ unikania pracy w poblizu
konfiguracji odpowiadajacych wysokim warto$ciom postaci drgan.

Na rys. 5.12 —rys. 5.16 pokazano pozycje ramienia robota w poszczegdlnych postaciach
drgan dla wartosci katéw S, = 0°, B3 = 0°. Na wykresach zaprezentowano zaréwno pozycje
neutralng ramienia robota (linia zielona), jak i pozycje odpowiadajace poszczegdlnym
postaciom drgan (linia niebieska). Takie podejscie pozwolito na jednoznaczne okreslenie, ktére
czesci konstrukcji podlegajg najwiekszym przemieszczeniom w danej postaci drgan oraz jak
ustawienie katowe robota wptyneto na przebieg drgan rezonansowych. Dla celéw wizualizacji
przyjeto dodatkowo, ze wartos¢ jednostkowa odpowiada katowi 25°, natomiast dtugosci
cztonéw (od trzeciego do pigtego) robota zostaty odpowiednio zwiekszone. Umozliwito to

wyrazniejsze przedstawienie kolejnych postaci drgan wtasnych.

T T T T

1 1 1 1

Rys. 5.12. Pierwsza postac drgan robota w analizowanej pozycji
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Q

Rys. 5.14. Trzecia postac drgan robota w analizowanej pozycji
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Rys. 5.15. Czwarta posta¢ drgan robota w analizowanej pozycji

T T T

Rys. 5.16. Pigta postac drgan robota w analizowanej pozycji

Na podstawnie rys. 5.12 widaé, ze dla pierwszej postaci drgan pierwsze dwa cztony
robota poruszaty sie zgodnie, co potwierdzat dodatni znak wspodtczynnika j—z. Niewielkie
1

L . 0. Ag Ay Ag . . . . .
wartosci ujemne wspétczynnikéw R wskazujg na nieznaczne przemieszczenia kolejnych
1 1 1

cztondw, przy czym cztony wykonujg ruch w tym samym kierunku.
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Dla drugiej postaci drgan (rys. 5.13) pierwszy czton robota charakteryzuje sie dodatnim
znakiem wspotczynnika amplitudy. Drugi czton porusza sie w przeciwnym kierunku, co
A3 Ay As

potwierdza ujemna wartos¢ wspodtczynnika %. Znaczgce wartosci wspoétczynnikow A 7
1 1 1 1

wskazujg na istotne przemieszczenia kolejnych cztonéw.
Na rys. 5.14 — rys. 5.16 przedstawiono kolejno trzecig, czwartg i pigtg postaé drgan.
W kazdym przypadku pierwszy czton robota posiada dodatni znak wspodfczynnika amplitudy.

Z kolei drugie cztony robota poruszajg sie w przeciwnych kierunkach o czym swiadczy ujemny
wspotczynnik j—z. Dla trzeciej postaci drgan kolejne cztony wykazujg niewielkie przemieszczenia,
1

natomiast w czwartej oraz pigtej postaci drgan obserwuje sie przemieszczenia o znacznie

wiekszych amplitudach.
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6. Analiza numeryczna drgan

Ze wzgledu na zawito$¢ réwnan ruchu, nawet po ich uproszczeniu, nie mozna uzyskac
rozwigzan w formie analitycznej. Ponadto rozwigzania uproszczonych réwnan ruchu sg
rozwigzaniami przyblizonymi. Aby mozna byto oszacowac¢ poziom doktadnosci rozwigzan
liniowych réwnan ruchu, a tym samym ich przydatnos¢ w analizach zjawisk drganiowych,
przeprowadzono numeryczne symulacje drgan robota na podstawie réwnania (4.58). W tym

celu zostato ono przeksztatcone do nastepujacej formy
i =—M"(B,a)[C(B a &)a + Ka (6.1)

a nastepnie rozwigzane przy zatozonych niezerowych warunkach poczatkowych, ktoére
powodujg drgania z czestotliwosciami rezonansowymi. W badaniach symulacyjnych
wykorzystano, podobnie jak w analizie réwnan liniowych, dane odpowiadajgce robotowi ABB
IRB 1600/1.45 (tabela 4.2). Badania numeryczne wykonano dla réznych konfiguracji, uzyskujac
rozwigzania w zaleznosci od ustawienia ramienia robota. Nastepnie obliczono szybka
transformate Fouriera rozwigzan réwnania (6.1) otrzymujac widma czestotliwosciowe drgan
ramienia robota. Otrzymane rozwigzania postuzyty do wyznaczenia wykreséw czestotliwosci,
ktore umozliwity okreslenie czestotliwosci rezonansowych ramienia robota w funkcji
konfiguracji ramienia.

Rysunki od rys. 6.1 do rys. 6.6 przedstawiajg widma czestotliwosciowe drgan
poszczegdlnych cztondw robota w funkcji ustawienia ramienia okreslonego przez wspétrzedna
katowa f3,, ktéra opisuje ustawienie cztonu 2 wzgledem cztonu 1. Prezentowane wykresy
dotyczg przypadku, w ktédrym wspotrzedna 33, opisujgca ustawienie cztonu 3 wzgledem cztonu
2, jest rowna 0. Analiza widm pozwolita okreslié¢, w jaki sposdb zmiana konfiguracji ramienia
wpltywa na wartosci czestotliwosci rezonansowych ijaka jest intensywnos¢ drgan cztondw,

wyrazona amplitudg przemieszczen katowych, w poszczegdlnych strefach rezonansu.
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Rys. 6.1. Widma czestotliwosciowe drgan cztonu 1 robota w funkcji wspétrzednej 3,

Na rys. 6.1 zaprezentowano zaleznos¢ amplitudy drgan pierwszego cztonu robota od
czestotliwosci oraz ustawienia ramienia okreslonego przez wspoétrzedna katowa 5. Wyraznie
widoczne sg piki amplitudy odpowiadajgce czestotliwo$ciom rezonansowym. Potozenie tych
czestotliwosci zmieniato sie wraz z ze zmiang kata f3,, co swiadczy o silnej zaleznosci drgan
cztonu od konfiguracji catego uktadu. Najwieksze warto$ci amplitudy obserwowane s3g dla
nizszych czestotliwosci, co jest typowe dla pierwszych moddw drgan rezonansowych. Wraz ze
wzrostem czestotliwosci obserwuje sie stopniowy spadek amplitudy drgani. Jednoczes$nie piki
rezonansowe stajg sie coraz mniej wyrazne w widmie czestotliwo$ciowym. Mozna wiec
stwierdzi¢, ze zmiana wartosci §, wptywa nie tylko na potozenie pasm rezonansowych, ale
takze na ich intensywnosc.
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Rys. 6.2. Widma czestotliwosciowe drgan cztonu 2 robota w funkcji wspétrzednej 3,

Na rys. 6.2 przedstawiono widma czestotliwosciowe drgan drugiego cztonu robota.
Widoczne sg piki amplitud odpowiadajgce czestotliwosciom rezonansowym, ktdrych potozenie
zmienia sie wraz ze zmiang kata f,. W porédwnaniu do pierwszego cztonu, widmo drgan
drugiego elementu charakteryzuje sie wiekszg liczbg wyraznych pasm rezonansowych
o zréznicowanej intensywnosci. Najwieksze wartosci amplitudy wystepujg w zakresie nizszych
czestotliwosci, co odpowiada pierwszym modom drgan rezonansowych. Zmiana kata £,
istotnie wptywa na przesuniecia czestotliwosci rezonansowych, co wskazuje na silng zalezno$é
wiasciwosci dynamicznych od konfiguracji robota.
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Rys. 6.3. Widma czestotliwosciowe drgan cztonu 3 robota w funkcji wspotrzednej S,
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Na rys. 6.3 przedstawiono zalezno$¢ amplitudy drgan trzeciego cztonu robota od
czestotliwosci oraz kata f5,. Charakteryzuje sie on licznymi pasmami rezonansowymi, z ktérych
cze$¢ osiggata znacznie wyzsze amplitudy niz w przypadku cztondw pierwszego i drugiego.
Najwieksze wartosci drgan sg bliskie 0.03 rad, co wskazuje na wiekszg podatnosé tego cztonu
na pobudzane czestotliwosci w okreslonych konfiguracjach. Piki rezonansowe sg szczegdlnie
intensywne w nizszych zakresach czestotliwosci, jednak wystepujg réwniez w pasmach
wyizszych. Swiadczy to o ztozonej strukturze modéw drgan rezonansowych. Zmiany kata f3,
powodujg zardwno przesuniecia czestotliwosci rezonansowych, jak iwyrazne zmiany

amplitud, co potwierdza duzy wptyw potozenia robota na jego zachowanie dynamiczne.
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300 -180 2
350 400 B[]

czestotliwosc¢ [Hz]

Rys. 6.4. Powiekszenie fragmentu widma czestotliwosciowego drgan cztonu 3 robota w funkcji wspotrzednej 3,

w wybranym zakresie czestotliwosci

Wykres (rys. 6.4) przedstawia szczegdtowa charakterystyke drgan w zakresie
czestotliwosci 190 - 410 Hz. Widoczne s3 liczne, wyraznie rozdzielone piki rezonansowe. Ich
amplitudy sg mniejsze niz 0.004 rad. Ponadto widoczne jest pasmo rezonansowe
(okoto 290 Hz) zwigzane z pigtg czestotliwoscig rezonansowg. Jednak amplitudy drgan
rezonansowych w tym pasmie sg znaczgco mniejsze w porownaniu do drgan w pozostatych
pasmach rezonansowych.
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Rys. 6.5. Widma czestotliwosciowe drgan cztonu 4 robota w funkcji wspétrzednej 3,

Wykres na rys. 6.5 przedstawia zalezno$¢ amplitudy drgan czwartego cztonu od
czestotliwosci oraz kata [,. Widoczne s3g liczne piki rezonansowe o umiarkowanych
amplitudach, z maksymalnymi wartosciami siegajagcymi okoto 0.02 rad. Rozmieszczenie
i wysokos¢ pikdw ulegajg zmianie wraz ze zmiang kata f3,, jednak amplitudy sg w wiekszosci
nizsze niz w przypadku cztonéw 2 i 3. Moze to wskazywac¢ na wiekszg stabilnos¢ dynamiczng

tej czesci robota w szerokim zakresie konfiguracji.

x10”
l—|8\
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Rys. 6.6. Widma czestotliwosciowe drgan cztonu 5 robota w funkcji wspotrzednej S,
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Wykres na rys. 6.6 przedstawia zaleznos¢ amplitudy drgan pigtego cztonu od
czestotliwosci oraz kata £3,. Piki rezonansowe sg tu wyraZznie mniejsze niz w przypadku cztonéw
2 i 3, zmaksymalnymi wartosciami amplitudy nieprzekraczajgcymi 0.008 rad. Najsilniejsze
rezonanse wystepujg w zakresie wysokich czestotliwosci.

Przeprowadzona analiza widm drgan poszczegdlnych cztonéw robota wykazata, ze
zmiana konfiguracji ramienia istotnie wptywa na wartosci czestotliwosci rezonansowych.
Wysoka zmiennos$¢ pasm rezonansowych w tych elementach wynika ze znaczacego wptywu
ich mas i momentéw bezwtadnosci na dynamike uktadu.

Wyniki analizy odpowiedzi czestotliwosciowej wskazujg, ze poszczegdlne cztony robota
reagujg na wzbudzenia w odmienny sposdb. Najwyzsze amplitudy drgan w zakresie niskich
czestotliwosci wykazujg cztony pierwszy oraz drugi, gdzie wraz ze wzrostem czestotliwosci piki
rezonansowe stajg sie mniej wyrazne i zanikajg. Czton trzeci robota jest elementem
o najwiekszej podatnosci na drgania, osiggajgc amplitudy rzedu 0.03 rad. W przypadku
cztondéw czwartego oraz pigtego amplitudy drgan sg znaczgco nizsze (maksymalnie 0.008 rad
dla piagtego cztonu), a najwyisze wartosci amplitud wystepujg w zakresie wysokich
czestotliwosci.

Otrzymane charakterystyki mogg stanowi¢ podstawe do identyfikacji zakresow
czestotliwosci, ktérych nalezy unika¢ podczas pracy robota w celu ograniczenia zjawisk
rezonansowych. Mogg one zosta¢ wykorzystane w procesie projektowania uktadow

sterowania.
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7. Badania eksperymentalne

7.1. Stanowisko badawcze

W celu potwierdzenia poprawnosci wynikdw uzyskanych z badan modelowych
i symulacyjnych, przeprowadzone zostaty badania eksperymentalne na stanowisku
badawczym. Stanowisko to zostato wykorzystane w celu analizy zachowan dynamicznych
robota ABB IRB 1600/1.45 w réznych konfiguracjach definiowanych przez kgtowe ustawienie
cztonu drugiego oraz trzeciego. Celem badan byfa identyfikacja czestotliwosci rezonansowych
pobudzanych w zaleznos$ci od ustawienia ramion robota oraz okreslenie postaci drgan.
Schemat stanowiska przedstawiono na rys. 7.1. Pomiary byly realizowane dwutorowo.
Pierwszym sposobem byt pomiar drgan za pomocy akcelerometru zamocowanego na
narzedziu robota. Umozliwito to rejestracje szerokopasmowg sygnatu drganiowego
i przeprowadzenie analiz czasowych i czestotliwosciowych. Druga metodg pomiaru byty
pomiary z zastosowaniem systemu wizyjnego z oprogramowaniem do analizy ruchu. Wyniki

uzyskane tg metoda wykorzystano do analizy postaci drgan robota.

Rys. 7.1. Zrobotyzowane stanowisko badawcze:

1 - Kontroler robota IRC5, 2 — Robot IRB 1600, 3 — Cyfrowy piezoelektryczny akcelerometr,
4 - Elektrowrzeciono firmy PDS z czujnikiem sit ATI, 5 — Mtotek modalny PCB 086C03 , 6 — Kamera 7 — Komputer
z oprogramowaniem RDI Motion Amplification 8 — Komputer z oprogramowaniem Matlab do akwizycji danych z

akcelerometru

Jednym z elementéw zrobotyzowanego stanowiska badawczego byt cyfrowy
piezoelektryczny akcelerometr (Model 333D01) przedstawiony na rys. 7.2, ktéry zamocowano

na elektrowrzecionie.
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Rys. 7.2. Cyfrowy piezoelektryczny akcelerometr (Model 333D01) [138]

Urzadzenie to integruje w jednej obudowie czujnik drgan, przetwornik analogowo-
cyfrowy (ADC) oraz interfejs komunikacyjny, eliminujgc konieczno$é stosowania zewnetrznych
systeméw akwizycji danych (DAQ). Wyposazony jest w 24-bitowy przetwornik ADC i obstuge
prébkowania do 48 kHz. Akcelerometr 333D01 zapewnia wysoka rozdzielczos¢ pomiarowg
oraz szerokie pasmo przenoszenia (2 Hz — 8 kHz przy +5 % tolerancji). Dzieki dwém zakresom
pomiarowym (£10 g pk i £20 g pk) mozliwe jest precyzyjne dopasowanie do aplikacji o réznej
dynamice. Wewnetrzne dane kalibracyjne (tzw. embedded TEDS) zapisane sg w pamieci
EEPROM i dostepne bezposrednio przez USB. Obudowa czujnika wykonana jest ze stali
nierdzewnej oraz spetniajgcej norme IP67, ktéra umozliwia prace w trudnych warunkach
srodowiskowych [138]. Specyfikacja techniczna tego cyfrowego piezoelektrycznego
akcelerometru przedstawiona zostata w tabeli 7.1.

Tabela 7.1. Parametry techniczne cyfrowego piezoelektrycznego akcelerometru (Model 333D01) [138]
Parametr Wartos¢

Typ czujnika Piezoelektryczny (technologia shear)
Interfejs USB 2.0 (Full Speed, Plug & Play)

Zakres pomiarowy +10 g pk oraz £20 g pk

Czutos¢ ~8 % FSV/g (kanat B), ~4 % FSV/g (kanat A)

Czestotliwos¢ préobkowania Do 48 kHz (obstuga: 8—48 kHz)

Pasmo przenoszenia (+5%) 2 Hz -8 000 Hz
Pasmo rozszerzone (+10%) 1.5 Hz—-11 000 Hz

Pasmo ADC (-3 dB) 0.155 Hz - 22.9 kHz
Minimalna rozdzielczo$¢ 0.0025 g pk (1-10 kHz)
Czutosc¢ poprzeczna <5%

Nieliniowos¢ <2%

Odpornos¢ na przecigzenie Do 7 000 g pk
Obudowa Stal nierdzewna, IP67
Temperatura pracy —-10°Cdo +70°C

Wymiary @ 25.4 mm x 66 mm
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Masa 131 g

Mocowanie Gwint 1/4-28 UNF, moment 2-5 |bf-ft

Zasilanie Z USB (<45 mA)

Dodatki IIiIrE(I;ROM z kalibracjg, kompatybilno$¢ z Multi-Instrument

Akcelerometr zostat potgczony poprzez port USB do komputera PC, ktéry
z wykorzystaniem skryptu napisanego w programie Matlab rejestrowat przyspieszenia drgan
punktu pomiarowego przy danym ustawieniu kagtowym ramienia robota.

Kolejnym elementem stanowiska byt mtotek modalny PCB 086CO03 (rys. 7.3), ktéry
zastosowano celem wzbudzenia drgan badanego ukfadu. Mtotek uderzeniowy wyposazony
jest w zintegrowany piezoelektryczny czujnik sity (ICP®) o czutosci 10 mV/Ibf (~2.25 mV/N),
ktéry umozliwia zastosowanie go do badan modalnych konstrukcji mechanicznych.

Rys. 7.3. Mtotek modalny PCB [139]

Zakres pomiarowy miotka modalnego wynosi £2224 N. Mifotek cechuje wysoka
czestotliwos¢ rezonansowa, powyzej 22 kHz. Wymagane state napiecie zasilajgce wynosito 20-
30 V, posiada wyjscie typu BNC kompatybilne z typowymi systemami akwizycji danych [139].
Miotek wyposazony byt w zestaw wymiennych koncéwek uderzeniowych o réznej twardosci,

co umozliwia dostosowanie charakterystyki widmowej wymuszenia do badanego obiektu.



70 7. BADANIA EKSPERYMENTALNE

Nastepnym elementem stanowiska byt robot ABB IRB 1600/1.45 (rys. 7.4). Jest to
sze$cioosiowy robot przemystowy o zasiegu 1450 mm oraz udzwigu do 10 kg. Charakteryzuje
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Rys. 7.4. Robot ABB IRB 1600/1.45 [137]

sie powtarzalnoscig pozycjonowania na poziomie +0.02 mm. Sterowany jest za pomoca
kontrolera IRC5 i umozliwia programowanie w trybie offline, m.in. w srodowisku RobotStudio,
co ufatwia integracje z zaawansowanymi systemami symulacyjnymi oraz produkcyjnymi. Robot
dostepny jest w wersji o klasie ochrony IP54, zapewniajgcej odpornos¢ na kurz i dziatanie
rozpryskiwanej wody, a takze w wersji Foundry Plus z klasg IP67, co umozliwia jego
zastosowanie w wymagajgcych warunkach przemystowych, takich jak wysoka wilgotnos¢ czy
obecno$é pytdw metalicznych. Zasilany jest napieciem tréjfazowym 400-480 V przy
czestotliwosci 50/60 Hz, zapewniajgc stabilng oraz wydajng prace w S$rodowisku
przemystowym. Robot moze pracowac w zakresie temperatur od 5°C do 45°C [137, 140].
Okreslenie zakreséw ruchu robota przemystowego byto istotne w procesie
projektowania oraz analizy zadan robotycznych. Zakresy ruchéw poszczegdlnych osi stanowig
podstawe do wyznaczenia przestrzeni roboczej robota, a takie do budowy modeli

matematycznych i symulacyjnych. W tabeli 7.2 przedstawiono szczegdtowe zakresy ruchu
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poszczegdlnych osi robota ABB IRB 1600/1.45. Zakresy robocze robota ABB IRB 1600/1.45
przedstawiono na rys. 7.5.

Tabela 7.2. Zakresy ruchu osi robota ABB IRB 1600/1.45 [140]

(013 Opis ruchu Zakres (°)

1 Obrét podstawy +180° do —180°
2 Ruch ramienia w pionie | +150° do —90°

(gbra/dot)

3 Ramie ,tokcia” +65° do —245°
4 Obroét nadgarstka +200° do —200°
5 Pochylenie nadgarstka +115° do -115°
6 Obrét narzedzia +400° do —400°

1786 |, N

| /

720 \ 1/

\ ,/":/' .
Ve
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Rys. 7.5. Zakres roboczy robota ABB IRB 1600/1.45 [140]

Robot wykorzystywany w badaniach zostat wyposazony w elektrowrzeciono PDS ADEV4

(rys. 7.6), ktére zamontowano na kisci manipulatora.
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Rys. 7.6. Elektrowrzeciono PDS ADEV42 [141]

Elektrowrzeciono z serii ADEV42 przeznaczone jest do obrébki drewna, tworzyw
sztucznych oraz lekkich metali i stopéw. Wyposazone jest w wentylator chtodzacy
zamontowany bezposrednio na wale wrzeciona. Pracuje przy napieciu 220 lub 380 V, jego
zakres mocy wynosi od 0.05 do 0.4 kW (lub 0.06 do 0.55 KM). Predkos$¢ obrotowa narzedzia
miesci sie w przedziale 6 000-24 000 obr./min. Czestotliwos¢ zasilania wynosi od 100 do 400
Hz. Wyposazone jest w uchwyt narzedziowy typu ER11 oraz posiada zgodnosc¢ ze standardami
CSA i CEl [141]. W ramach prowadzonych badan dla przedstawionego narzedzia zastosowano
frez przeznaczony do obrébki aluminium. Elektrowrzeciono zostato przymocowane do
adaptera narzedziowego czujnika sity i momentu Delta SI-330-30 (producenta ATI Industrial
Automation), ktéry przymocowano do kisci robota. Zastosowany przetwornik jest
sze$cioosiowym czujnikiem sity i momentu, umozliwiajgcym pomiar sktadowych sit oraz
momentdéw. Czujnik nalezy do serii Delta, ktéra charakteryzuje sie wysokg sztywnoscig oraz
duzg doktadnoscig pomiarowa. Model SI-330-30 jest skalibrowany w ukfadzie Sl i przeznaczony
do pomiardw w Srednim zakresie obcigzen. Zakresy pomiarowe przetwornika wynoszga: £330
N dla sktadowych Fx i Fy oraz 990 N dla sktadowej Fz, natomiast zakres pomiaru momentéow
wynosi +30 Nm dla kazdej z osi. Rozdzielczos¢ pomiarowa przetwornika wynosi odpowiednio
0.0625 N dla sktadowych sit w osiach X i Y, 0.125 N dla sktadowej sity w osi Z oraz 0.0037 Nm
dla sktadowych momentéw [142]. Dzieki zastosowaniu wieloosiowego uktadu
tensometrycznego oraz kalibracji macierzowej mozliwa jest kompensacja wzajemnych

oddziatywan pomiedzy osiami, co przektada sie na zwiekszenie doktadnosci pomiaru.
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Rys. 7.7. Widok robota stosowanego w badania eksperymentalnych

Widok ramienia robota wraz ze szczegdétowym przedstawieniem elektronarzedzia wraz
z narzedziem typu frez pokazano na rys. 7.7.

W sktad systemu wizyjnego wchodzi kamera z wymiennymi obiektywami oraz komputer
z oprogramowaniem RDI Motion Amplification. Do analizy ruchu catego ramienia robota
wykorzystano metode amplifikacji ruchu, ktdra umozliwia wizualizacje bardzo matych
przemieszczen niewidocznych w standardowej rejestracji wideo. Zastosowanie tej techniki
pozwala na wielokrotne wzmocnienie drgan obiektu, dzieki czemu mozliwa jest ich
szczegbtowa obserwacja oraz dalsza analiza. Funkcja amplifikacji ruchu pozwala na obserwacje
przemieszczen o amplitudach rzedu kilku mikrometrow przy wielokrotnym powiekszeniu.
Z kolei analiza drgan wybranych obszaréw zaznaczonych na zarejestrowanym obrazie
umozliwia okreslenie parametrow ruchu (przemieszczenia, predkosci) w danym punkcie oraz

przeprowadzenie transformacji Fouriera tych parametréw dla catego obrazu. Dodatkowo
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dostepne filtry pozwalajg na wyodrebnienie kazdej z obecnych czestotliwosci drgan oraz
filtrowanie obrazu w taki sposéb, aby obserwowaé kazdg posta¢ drgan robota osobno.
Funkcjonalnos¢ ta jest szczegdlnie przydatna w kontekscie analizy drgan robota, poniewaz
umozliwia okreslenie kierunku drgan dla danej czestotliwosci oraz postaci drgan ramienia
robota.

Opisane stanowisko badawcze znajdujgce sie w laboratorium robotyki przemystowej
Katedry Mechaniki Stosowanej i Robotyki zastosowano do badan eksperymentalnych,
majacych na celu weryfikacje wynikdbw modelowania analitycznego i symulacji. Badania
przeprowadzono dwutorowo. Najpierw przeprowadzono pomiary drgan robota za pomoca
akcelerometru zamontowanego na narzedziu robota. Nastepnie, po przeprowadzeniu analiz
poréwnawczych wynikdbw modelowania analitycznego i badan eksperymentalnych,

przeprowadzono pomiary systemem wizyjnym w celu analizy postaci drgan wtasnych.
7.2. Pomiar przyspieszen drgan robota

Na narzedziu robota zamontowano cyfrowy piezoelektryczny akcelerometr 333D01,
ktérego wyglad oraz miejsce montazu przedstawiono na rys. 7.7. Drgania wzbudzano za
pomocg mtotka modalnego PCB 086C03 z miekka koricdwka, poniewaz badano drgania robota
wynikajgce z podatnosci przegubdw, ktore sg drganiami niskoczestotliwosciowymi. Miekka
korncdwka mtotka generuje impuls o dtuzszym czasie trwania, co przektada sie na ograniczenie
udziatu wysokich czestotliwosci w sygnale wymuszajgcym. Punkt przytozenia miotka
modalnego znajdowat sie na oprawie narzedzia zamontowanego w robocie ABB IRB 1600/1.45,
co przedstawiono na rys. 7.8. Wybdr tego miejsca byt istotny, poniewaz w rzeczywistych

warunkach dziatania robota, wymuszenia pochodzg z kontaktu narzedzia z otoczeniem.
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Rys. 7.8. Punkt przytozenia mtotka modalnego na narzedziu

Do rejestracji i analizy drgan zastosowano oprogramowanie Matlab. Napisany skrypt
w oprogramowaniu Matlab umozliwit rejestracje przyspieszen drgan dla okreslonych ustawien
robota.

Badania robota IRB 1600/1.45 przeprowadzono przy zmianie kata 8, co 10° w zakresie
(-220°+50°), przy statej wartosci kata f3 = 0°. Wybrane ustawienia robota definiowane przez

zmiane kata [, przedstawiono na rys. 7.9.
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©
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Ams=="1
Rys. 7.9. Rysunek przedstawiajacy ustawienia ramion robota przy zmianie kata beta2 dla okreslonych
konfiguracji robota ABB IRB 1600/1.45

(é) beta2= 50 stopni

Badania przeprowadzono, wykonujgc po 10 préb w kazdej konfiguracji. Wyniki, ktére
uzyskano poprzez wykonanie 10 préob przy zadanym ustawieniu ramienia robota zostaty
usrednione w dziedzinie czestotliwosci. Widmo czestotliwosciowe drgan rezonansowych
robota ABB IRB 1600/1.45 w zaleznosci od konfiguracji okreslonej przez wspotrzedng katowa
B, przedstawiono na rys. 7.10. Wykres przedstawia zalezno$¢ pomiedzy pobudzanymi
czestotliwo$ciami drgan, a wartoscig amplitud przyspieszenia w zadanym ustawieniu katowym
okreslonym przez kat B,. Na wykresie zaprezentowano $rednie wartosci amplitudy
przy$pieszenia przy danym ustawieniu kgtowym robota uzyskane w wyniku przeprowadzonych

badan eksperymentalnych.
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Rys. 7.10. Widmo czestotliwosciowe przyspieszenia drgan robota w zaleznosci od konfiguracji okreslonej

przez wspotrzedng katowa S,

Ponizej przedstawiono wykresy widma czestotliwo$ciowego przyspieszenia drgan dla
wybranych wartosci kata [5,. Sg to szczegétowo przedstawione wybrane wykresy z rys. 7.10.
Rysunki od 7.11 do 7.15 zawierajg usrednione widma czestotliwosciowe przyspieszenia (linia
pogrubiona) oraz dodatkowo ich widma sktadowe. Na rys. 7.11-7.15 zaprezentowano wykresy
widmowe odpowiadajgce wartosciom kata S, rownym kolejno 40°, 0°, -100°, - 150°, -200°.
Dodatkowo zaznaczono wartosci czestotliwosci drgain najbardziej zblizone do wartosci
kolejnych czestotliwosci wtasnych uktadu liniowego, wynikajgcych z analizy przedstawionej
w rozdziale 6.
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Rys. 7.11. Widmo czestotliwosciowe przyspieszenia drgan przy ustawieniu katowym robota S, = 40°
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Rys. 7.12. Widmo czestotliwosciowe przyspieszenia drgan przy ustawieniu katowym robota f, = 0°
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Rys. 7.13. Widmo czestotliwosciowe przyspieszenia drgan przy ustawieniu katowym robota 8, =-100°
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Rys. 7.14. Widmo czestotliwosciowe przyspieszenia drgan przy ustawieniu kagtowym robota S8, = -150°
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Rys. 7.15. Widmo czestotliwosciowe przyspieszenia drgan przy ustawieniu katowym robota S, =-200°

W celu przeanalizowania przemieszczenn drgan, przyspieszenia zostaty dwukrotnie
scatkowane, co pozwolito na uzyskanie wykreséw widm czestotliwosciowych przemieszczen.
Wynik przeprowadzonych operacji zaprezentowano zbiorczo na rys. 7.16, na ktérym pokazano
wykres zaleznosci przemieszczenia od czestotliwosci drgan robota ABB IRB 1600/1.45 w catym

zakresie zmian kata £3,.
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Rys. 7.16. Widmo czestotliwo$ciowe przemieszczenia drgan robota ABB IRB 1600/1.45 w catym zakresie zmian
ka.ta Bz
Na rys. 7.17 zaprezentowano fragment wykresu z rys. 7.16. ograniczony do przedziatu
czestotliwosci 14-400 Hz. Dobor tego zakresu umozliwia bardziej szczegdtowa analize amplitud

drgan dla czwartej czestotliwosci rezonansowe;j.
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Rys. 7.17. Widmo czestotliwosciowe przemieszczenia drgan robota ABB IRB 1600/1.45 w zakresie 14-400 Hz
w catym zakresie zmian kata f3,
Wykresy od rys. 7.18 do rys. 7.22 prezentujg szczegétowe wyniki dotyczgce wartosci
przemieszczen w funkcji czestotliwosci dla wybranych ustawien kgtowych robota, okreslonych

przez wartos¢ kata f,.
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Rys. 7.18 Widmo czestotliwosciowe przemieszczenia drgan przy ustawieniu kagtowym robota S, = 40°
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Rys. 7.19. Widmo czestotliwosciowe przemieszczenia drgan przy ustawieniu katowym robota 8, = 0°
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Rys. 7.20. Widmo czestotliwosciowe przemieszczenia drgan przy ustawieniu katowym robota 3, =-100°
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Rys. 7.21. Widmo czestotliwosciowe przemieszczenia drgan przy ustawieniu kagtowym robota 3, = -150°
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Rys. 7.22. Widmo czestotliwosSciowe przemieszczenia drgan przy ustawieniu katowym robota 3, = -200°

Na podstawie przedstawionych wykreséw wida¢, jak wraz ze zmiang kata 8, zmieniajg
sie czestotliwosci drgan rezonansowych i ich amplitudy. Przedstawienie wykreséow w formie
zaleznosci przemieszczenia w funkcji czestotliwosci umozliwito prezentacje istotnosci
pobudzanych czestotliwosci drgan przy danym ustawieniu katowym robota w zaleznosci od
kata [(,. Warto zauwaziyé, ze trzy pierwsze czestotliwosci maja najwieksze znaczenie
w kontekscie przemieszczen - odpowiadajgce im wartos$ci amplitud wyraZznie wskazujg istotnie
wyzszy poziom wzgledem pozostatych. Czwarta oraz pigta czestotliwos¢ drgan jest praktycznie
niezauwazalna, co czyni ich efekt pomijalnym w kontekscie wptywu drgan na doktadnos¢ ruchu
robota.

Analiza czestotliwosciowa ujawnita obecnos¢ sktadowej, ktdra nie wystepuje w wynikach
uzyskanych na podstawie modelu. Na rys. 7.23 oznaczono kolorem pomarariczowym obszar,
w ktorym wystepuje warto$é pobudzanej czestotliwos$ci dla przyktadowego ustawienia
katowego robota. Zostat on oznaczony symbolem B. Czestotliwos¢ ta utrzymuje sie na statym
poziomie w catym rozpatrywanym zakresie zmian kata f3,. Swiadczy to o jej niezaleznoéci od

konfiguracji kinematycznej uktadu.
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Rys. 7.23. Widmo czestotliwosciowe przemieszczenia drgan przy ustawieniu katowym S, =-150° wraz

z oznaczeniem obszaru wystepowania dodatkowo pobudzanej czestotliwosci

Wyjasnieniem tego zjawiska jest podatnosé konstrukcji nosnej robota, tj. jego podstawy.
W modelu numerycznym przyjeto zatozenie sztywnego zamocowania uktadu do podtoza, co
eliminuje mozliwo$¢ uwzglednienia drgan witasnych podstawy lub jej interakcji z resztg
konstrukcji. W rzeczywistosci jednak, w przypadku tzw. sztywnego montazu, podstawa robota
wykazuje jednak podatnos¢. Drgania wiasne tej struktury sg wzbudzane przez ruchy robota, co

prowadzi do pojawienia sie dodatkowych czestotliwosci rezonansowych w uktadzie [63, 134].
7.3. Wizyjny pomiar drgan ramienia robota

W celu analizy postaci drgan ramienia konieczne jest wykonanie wielopunktowych
pomiaréw drgan ramienia, w przypadku ramion robotéw wielocztonowych staje sie to
ktopotliwe ze wzgledu na liczbe koniecznych do zastosowania czujnikdw pomiarowych oraz
pozniejszg analize danych. Dlatego zdecydowano sie na zastosowanie systemu wizyjnego,
przez co mozna catosciowo zobaczy¢ ruch ramienia robota i dokonac¢ analizy postaci drgan.
Mozna ponadto przeprowadzi¢ szczegdétowe analizy drgan w wybranych punktach ramienia
robota. W tym podrozdziale przedstawiono wybrane wyniki przeprowadzonych pomiarow
wizyjnych.

Na rys. 7.24 pokazano obraz stanowigcy jedng klatke z filmu zarejestrowanego przez

system wizyjny. Robot zostat ustawiony w pozycji zdefiniowanej przez katy f, = 20° oraz
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B3 =0°. Zaznaczono réwniez obszar poddany dalszej analizie drgan. Na rys. 7.25 przedstawiono
wykres przemieszczenia zaznaczonego na zdjeciu punktu (rys. 7.24) w zaleznosci od
czestotliwosci. Czas pojedynczego przebiegu wynosit 5 sekund, przy czestotliwosci rejestracji
obrazu 455 klatek na sekunde oraz rozdzielczosci obrazu 672x300 pikseli. Na tej podstawie
wykonano analize spektralng drgan w zakresie czestotliwosci 0-227.5 Hz, z rozdzielczoscig
czestotliwosciowg 0.2 Hz.

Rys. 7.24. Ramie robota z zaznaczonym obszarem do analizy drgan - klatka z filmu
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Rys. 7.25. Wyniki pomiarow z zastosowaniem uktadu wizyjnego dla 5, =20°, 5 =0°

Uzyskany obraz umozliwit identyfikacje czterech pobudzanych czestotliwosci drgan przy
danym ustawieniu katowym robota. Wartosci tych czestotliwosci zostaty dodatkowo
oznaczone narys. 7.25.

W celu weryfikacji poprawnosci wynikdw, na rys. 7.26 przedstawiono porédwnanie
wynikéw uzyskanych z uktadu wizyjnego oraz akcelerometru (po dwukrotnym catkowaniu).
Wyniki otrzymane na podstawie pomiaréw z zastosowaniem akcelerometru oraz ukfadu

wizyjnego sg zbiezne.
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Rys. 7.26. Wyniki pomiaréw dla ustawienia kagtowego robota [, = 20 °, §3 = 0°, uzyskane z akcelerometru oraz

uktadu wizyjnego

Poza przyktadem zaprezentowanym na rys. 7.24 przedstawiono kolejny przypadek,
dotyczacy innego ustawienia kagtowego robota (rys. 7.27). Pomiary wykonano przy kacie
B, = B3 = 0°. Czas pojedynczego przebiegu wynosit 5 sekund, przy czestotliwosci rejestracji
obrazu 168 klatek na sekunde oraz rozdzielczosci obrazu 1600x900 pikseli. Na tej podstawie
wykonano analize spektralng drgan w zakresie czestotliwosci 0-84 Hz, zrozdzielczoscia

czestotliwos$ciowg 0.2 Hz.
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Rys. 7.27. Catkowite drgania ramienia robota przy ustawieniu katowym 8, = 85 =0°

W tym przypadku zastosowano inng rozdzielczo$¢ obrazu celem prezentacji wektoréw
przemieszczen dla zarejestrowanego obrazu. W przypadku wczesniejszej konfiguracji, przy
nizszej rozdzielczo$ci uzyskano wiekszg liczbe pobudzanych czestotliwosci drgan. Jednak
zarejestrowany obraz nie pozwalat na klarowne przedstawienie przemieszczen poszczegdlnych
cztondéw robota. Na rys. 7.27 przedstawiono jedng klatke filmu, ktdra prezentuje ramie robota
w wybranej pozycji okreslonej katami 8, = B3 = 0°. Dodatkowo zaznaczono przemieszczenia
wybranych punktéw, ktorych dtugosci sg proporcjonalne do dtugosci strzatek.

Dla wybranego punktu robota znajdujgcego sie na narzedziu dokonano analizy drgan,
awyniki przedstawiono na rys. 7.28 i rys. 7.29. Na pierwszym z nich pokazano
czestotliwosciowe widmo przemieszczed drgan z zaznaczonymi czestotliwoSciami
odpowiadajgcymi czestotliwosciom drgan wtasnych ukfadu liniowego. Drugi z rysunkéw
zawiera poréwnanie wynikdw uzyskanych za pomocg pomiardw przyspieszen i systemu

wizyjnego.
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Rys. 7.28. Wyniki pomiaréw z zastosowaniem uktadu wizyjnego dla 8, = 3 =0°
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Rys. 7.29.
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Wyniki pomiaréw dla 8, = 3 = 0°, uzyskane z akcelerometru oraz uktadu wizyjnego
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Poréwnanie wynikéw testdw przewodzonych za pomocg dwdch niezaleznych systemow
wskazuje, ze ich wyniki sg zbiezne. Wystepujgce rdznice sg nieuniknione i wynikajg z takich
czynnikéw jak: rézne prawa fizyki znajdujgce zastosowanie w urzgdzeniach pomiarowych,
rézne zaktécenia pomiarowe wynikajgce z odmiennych zasad dziatania urzadzen
pomiarowych, operacje matematyczne wykonywane na sygnale pomiarowym w celu
poréwnania sygnatdow, ktdre reprezentujg rdéine wielkosci fizyczne (przemieszczenie,

przyspieszenie), rézna rozdzielczo$¢ sygnatdw w dziedzinie czasu i czestotliwosci.
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8. Analiza wynikow

W rozdziale tym poréwnano wyniki uzyskane w procesie modelowania z rezultatami
badan eksperymentalnych, ktére wykonano na stanowisku badawczym. Celem analizy byta
weryfikacja poprawnosci opracowanego modelu dynamiki robota oraz stopnia zgodnosci

miedzy odpowiedzig uktadu rzeczywistego, a jego odwzorowania teoretycznego.
8.1. Czestotliwosci drgan robota

W celu weryfikacji modelu dynamiki robota w odniesieniu do czestotliwosci
rezonansowych, na rys. 8.1 przedstawiono zestawienie czestotliwosci drgan rezonansowych
uzyskanych na podstawie obliczed analitycznych oraz pomiaréw wynikajgcych
z przeprowadzonego eksperymentu na stanowisku badawczym. Dane eksperymentalne

dotyczg wynikéw rejestrowanych za pomocg akcelerometru.

T T T T T T
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czestotliwosc [Hz]

Rys. 8.1. Zestawienie wartosci czestotliwosci drgan rezonansowych uzyskanych z modelu analitycznego oraz

badan eksperymentalnych

Celem sprawdzenia jak zbiezne byty wyniki uzyskane z pomiaru na stanowisku
laboratoryjnym z wynikami modelu analitycznego wyznaczono btgd wzgledny. Wartos¢ btedu
dla danych przedstawionych na rys. 8.1 obliczono zgodnie ze wzorem (8.1) [135, 136],

poréwnujgc wyniki modelu analitycznego z danymi eksperymentalnymi:
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o I8l fia—fiel 0 - .
iwe = 5 = irol 100%, gdziei=1..5 (©.1)
gdzie
014, — btad wzgledny dla i-tej czestotliwosci,

Af; — btad bezwzgledny dla i-tej czestotliwosci,
fia— Wartosc i-tej czestotliwosci wyznaczona na podstawie modelu analitycznego,

fie — wartosc i-tej czestotliwosci wyznaczona eksperymentalnie.

Na rysunkach rys. 8.2 - rys. 8.6 przedstawiono wartosci btedu wzglednego dla kazdej
z pieciu pobudzanych czestotliwosci drgan, natomiast ich szczegdétowe wartosci liczbowe
zamieszczono w dodatku 2. Umozliwiajg one ocene doktadnosci uzyskanych wynikéw
wzgledem wartosci referencyjnych tj. eksperymentalnych. Taka forma prezentacji pozwala na
przejrzysty analize rozrzutu danych oraz identyfikacje obszaréw, w ktérych model wykazuje

najwieksze odchylenia.
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Rys. 8.2. Wartosci btedu wzglednego dla pierwszej czestotliwosci drgan
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Rys. 8.3. Wartosci btedu wzglednego dla drugiej czestotliwosci drgan
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Rys. 8.4. Wartosci btedu wzglednego dla trzeciej czestotliwosci drgan
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Rys. 8.5. Wartosci btedu wzglednego dla czwartej czestotliwosci drgan
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Rys. 8.6. Wartosci btedu wzglednego dla piatej czestotliwosci drgan

Wartosci btedu uzyskane dla pierwszej czestotliwos$ci drgan mieszczg sie w przedziale
5.26%-18.2%, co wskazuje na zauwazalne, lecz akceptowalne rozbieznosci miedzy wynikami
pomiarowymi, a wartosciami modelowymi. Dla drugiej czestotliwosci wartosci btedu mieszcza
sie w zakresie 0.356-11.46%. W przypadku trzeciej czestotliwosci wartosci bteddéw sa
najwieksze i wynoszg 0.09-20%. Dla czwartej czestotliwosci wartosci btedu mieszczg sie
w przedziale 0.88-4.058%. Natomiast dla pigtej czestotliwosci wartosci btedu sg najnizsze
sposrad analizowanych i mieszczg sie w zakresie 0.051-1.875%. Niska wartos¢ btedu swiadczy
o bardzo dobrej zgodnos$ci modelu z danymi eksperymentalnym w uwzglednianym zakresie
czestotliwosci.

Przeprowadzona analiza wykazata zrdéznicowang zgodno$¢ modelu analitycznego
z rzeczywistymi wynikami pomiaréw dla poszczegdlnych czestotliwosci drgan. Najwieksze
rozbieznosci stwierdzono dla pierwszej i trzeciej czestotliwosci, co moze wynika¢ z uproszczen
przyjetych w opisie lub obecnosci zaktdcen pomiarowych. Niewielkie btedy uzyskane dla
czwartej i pigtej czestotliwosci sugerujg, ze w tych zakresach model odwzorowuje dynamike
uktadu z duzg doktadnoscia.

Po przeprowadzeniu analizy btedéw wzglednych pomiedzy wynikami uzyskanymi
z modelu analitycznego, a danymi eksperymentalnymi, kolejnym etapem byta ocena
doktadnosci modelu numerycznego. Celem tej analizy byto okreslenie, w jakim stopniu model
numeryczny odwzorowuje rzeczywiste zachowanie uktadu.

Na rys. 8.7 przedstawiono poréwnanie wartosci czestotliwosci drgan, uzyskanych na
podstawie obliczen numerycznych oraz pomiaréw eksperymentalnych na rzeczywistym
stanowisku badawczym. Taka forma prezentacji pozwala na bezposrednig ocene zgodnosci obu
zbiorow danych oraz identyfikacje ewentualnych rozbieznosci wynikajgcych z przyjetych

uproszczern modelowych.
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Rys. 8.7. Zestawienie wartosci czestotliwosci drgan uzyskanych na podstawie obliczen numerycznych oraz badan

eksperymentalnych

Na podstawie danych przedstawionych na rys. 8.7 wyznaczono btgd wzgledny pomiedzy
wynikami uzyskanymi z obliczedn numerycznych i badan eksperymentalnych wedtug wzoru

(8.2). Uzyskane wartosci btedéw wzglednych zawarto w dodatku 3.

i, = Ol Vinzhiel . 1095, gdzie i=1...5 (8.2)
ne |fyl |fiel

gdzie

8;,, — btad wzgledny dla i-tej czgstotliwosci,

Af; — btad bezwzgledny dla i-tej czestotliwosci,
fin— wartos¢ i-tej czestotliwosci wyznaczona na podstawie modelu numerycznego,

fie — Wartosc i-tej czestotliwos$ci wyznaczona eksperymentalnie.

Na podstawie przeprowadzonej analizy wyznaczono btedy wzgledne pomiedzy wynikami
modeli analitycznego i numerycznego, a wynikami eksperymentalnymi. Poréwnanie
uzyskanych wartosci pozwala oceni¢ wptyw uproszczern modelu polegajgcych na pominieciu
macierzy C oraz wptywu wektora a& w macierzy M na dynamiczne rdwnania ruchu. Analiza ta
pozwala okresli¢, w jakim stopniu obecnos¢ tych skfadnikbw wptywa na dokfadnosé
odwzorowania rzeczywistego zachowania badanego ukfadu mechanicznego. Pordwnanie
btedéw wzglednych uzyskanych w obu przypadkach umozliwia rowniez ocene przydatnosci

metod analitycznych i numerycznych w kontekscie modelowania zjawisk dynamicznych.
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Umozliwia to wskazanie, ktére z podejs¢ cechuje sie wiekszg precyzja odwzorowania
zachowania uktadu oraz moze stanowié podstawe do dalszej poprawy modelu.

W celu lepszego zobrazowania réznic pomiedzy wynikami uzyskanymi z modelu
analitycznego oraz numerycznego oraz ich zgodnosci z danymi eksperymentalnymi w dalszej
czesci rozdziatu przedstawiono wykresy btedéw wzglednych dla kazdej z analizowanych
czestotliwosci drgan (rys. 8.8 do rys. 8.12). Graficzne poréwnanie umozliwia tatwiejsza
identyfikacje rozbieznosci oraz ocene, ktére z podejs¢ — analityczne czy numeryczne lepiej

odwzorowuje rzeczywiste zachowanie badanego ukfadu.
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Rys. 8.8. Poréwnanie btedéw wzglednych (8,,,, 81,,,) dla pierwszej czgstotliwosci rezonansowej
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Rys. 8.9. Poréwnanie btedéw wzglednych (8,,,, §,,,) dla drugiej czgstotliwosci rezonansowej
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Wartosci btedu wzglednego pomiedzy wynikami obliczen numerycznych a danymi
eksperymentalnymi dla poszczegblnych czestotliwosci drgan wykazujg zauwazalne
zréznicowanie. Dla pierwszej czestotliwosci drga mieszcza sie one w przedziale od 3.07% do
21.66%, natomiast dla drugiej wynoszag od 0.3% do 11.44%. W przypadku trzeciej
czestotliwosci zakres btedu jest najszerszy i wynosi od 0.06% do 24.7%. Dla czwartej
czestotliwosci wartosci btedu mieszczg sie w zakresie od 0.92% do 4.28%, za$ dla piatej — od
0.02% do 1.83%, co wskazuje na najwyzszg zgodnos¢ modelu numerycznego z danymi
pomiarowymi w tym zakresie. Na rys. 8.13 zestawiono réznice wartosci btedéw wzglednych
obliczconych dla modelu numerycznego oraz analitycznego wzgledem wynikéw
eksperymentalnych. Przedstawiona analiza umozliwia bezposrednie poréwnanie doktadnosci

odwzorowania zachowania badanego ukfadu.

Rdéznica bteddow wzglednych pomiedzy
modelem numerycznym a analitycznym

10
S
z roznica btedu dla 1f
< 6
%o roznica btedu dla 2f
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L2
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Rys. 8.13. Wykres przedstawiajgcy poréwnanie btedu wzglednego pomiedzy wynikami uzyskanymi na podstawie

eksperymentu a dwoma wersjami modelu: analitycznego oraz numerycznego

Na podstawie wykresu (rys. 8.13), przedstawiajgcego wartosci btedu wzglednego dla
kazdej z pieciu pobudzanych czestotliwosci drgan, wskazano na niewielkie réznice wartosci
btedu. Swiadczy to o niewielkim wptywie macierzy € oraz wektora @ w macierzy M na
otrzymane wyniki.

Zaobserwowa¢ mozna wyrazng symetrie wzgledem wartosci 8, = -80° co sugeruje, ze
wptyw kata B, na doktadnos¢ odwzorowania wynikéw jest powtarzalny i zalezny gtéwnie od
ustawienia katowego cztondw wzgledem siebie. Taka symetria wynika z obecnosci symetrii
w strukturze mechanicznej uktadu i strukturze matematycznej modelu.

Najwieksze réznice btedéw wzglednych zaobserwowano dla trzeciej czestotliwosci
drgan, co moze wskazywaé, ze w tym zakresie drgarn model analityczny nie odwzorowuje
dostatecznie dobrze witasciwosci dynamicznych ukfadu, np. przez pominiecie efektow
ttumienia, nieliniowos$ci geometrycznych lub innych zjawisk fizycznych. Dla wyzszych
czestotliwosci (czwartej i pigtej) réznice s3 minimalne, co potwierdza wysoka zgodnos¢ obu

modeli w tym zakresie.
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Zestawienie to stanowi istotne uzupetnienie wczesniejszej analizy, ukazujac nie tylko
bezwzgledne wartosci bteddw, ale rowniez ich poprawe po zastosowaniu bardziej

zaawansowanego modelu numerycznego.
8.2. Postacie drgan robota

Analiza postaci drgan ramienia robota polegata na poréwnaniu wybranych wynikéw
uzyskanych z modelu analitycznego z wynikami uzyskanymi za pomocg systemu wizyjnego.
W dysertacji, w celu przedstawienia sposobu analizy, zaprezentowano przypadek
przedstawiony na rys. 7.27 dotyczacy ramienia robota w ustawieniu katowym S, = 3 = 0°.
Zaznaczono tam catkowite przemieszczenia wybranych punktéw ramienia robota. Za pomoca
oprogramowania RDI Motion Amplification wykonano transformacje Fouriera drgan
wybranego punktu robota. Uzyskano widmo zawierajgce trzy gtdwne sktadowe
czestotliwosciowe. Nastepnie dokonano filtracje zarejestrowanych obrazéw wideo i uzyskano
trzy sktadowe obrazy zawierajgce poszczegdlne postaci drgan odpowiadajgce trzem
wystepujacym czestotliwosciom. Pojedyncze, wybrane klatki wideo pokazano na kolejnych
rysunkach.

Rys. 8.14 pokazuje pierwszy mod drgan, rys. 8.15 — drugi mod drgan, a rys. 8.16 - trzeci
mod drgan. Na rysunkach znajdujg sie wyznaczone programowo przemieszczenia wybranych
punktéw ramienia. Nastepnie dodano:

e oznaczenia charakterystycznych punktéw ramienia A, Bi C;

e wektory przemieszczen tych punktéw 7y;, 7g; i 7¢; dla i-tego modu;

e wektor przemieszczenia wzglednego punktu C wzgledem punktu B 7.p; dla i-tego

modu;

e katy obrotu cztondw ay; i a,; dla i-tego modu.
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Rys. 8.15. Drgania ramienia robota dla drugiego modu drgan
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Rys. 8.16. Drgania ramienia robota dla trzeciego modu drgan

Wektor przemieszczenia punktu A dla i-tego modu drgan wynosi 7, = 0.
Przemieszczenie 7; punktu B zostato okreslone na podstawie analizy obrazu i jest rézne od
zera dla kazdego modu drgan. Na podstawie rozktadu przemieszczen cztonu 1 wyznaczono kat
a1, opisujacy drgania katowe cztonu 1 wzgledem punktu A. Przemieszczenie punktu C w i-tym
modzie drgan jest réwne: 7¢; = Tp; + Tcpi, 8dzie T¢p; jest przemieszczeniem wzglednym
punktu C wzgledem punktu B. Wprowadzenie przemieszczenia wzglednego umozliwito
wyznaczenie kata obrotu a,;, opisujgcego drgania katowe cztonu 2 wzgledem punktu B.

Na podstawie rys. 8.14, rys. 8.15 i rys. 8.16 wyznaczono stosunek dfugosci wektorow
przemieszczen dla oznaczonych punktéw w uktadzie (znacznikédw). Otrzymane dtugosci

wektorow umozliwity wyznaczenie ilorazéw katéw % dla kolejnych moddéw drgan. Wyniki

11

przedstawiajg sie nastepujgco:

e dla pierwszego modu drgan: ? = 0.129;
11

e dla drugiego modu drgan: 2 —2.32;

a12

e dla trzeciego modu drgan: % = -7.75.
13

Przeprowadzona analiza rozktadu przemieszczen pokazuje, ze pierwszy mod drgan
polega na obrocie ogniw w tych samych kierunkach, natomiast drugi oraz trzeci mod drgan
polega na obrocie ogniw w przeciwnych kierunkach. Wyznaczone wartosci ilorazéw katow
wskazujg na istotne réznice w udziale poszczegdlnych cztonédw robota w drganiach wtasnych.

Dla pierwszego modu drgan przewazajacy udziat ma pierwszy czton, podczas gdy drugi czton
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wykonuje jedynie niewielkie wychylenia katowe. W przypadku drugiego modu drgan sytuacja
jest odwrotna, drgania drugiego cztonu sg wyraznie wieksze niz amplitudy drgan pierwszego

cztonu. Dla trzeciego modu drgan stosunek % = —7.75 wskazuje na bardzo silne wychylenia
13

drugiego cztonu przy minimalnych przemieszczeniach pierwszego. Jest to typowe dla wyzszych
modéw drgan, w ktérych energia drgan koncentruje sie w elementach uktadu o mniejszych
masach i masowych momentach bezwtadnosci.

Uzyskane wyniki pozwalaja na ocene charakteru drgan wtasnych robota oraz
identyfikacje elementéw podatnych na odksztatcenia. Informacje te sg istotne z punktu
widzenia dalszej analizy dynamicznej uktadu. Mogg stanowi¢ podstawe do optymalizacji
procesow zrobotyzowanych ze wzgledu na drgania.

Wyniki uzyskane eksperymentalnie poréwnano z wynikami analizy numerycznej
przeprowadzonej w S$rodowisku MATLAB. W tym celu dokonano pordwnania stosunku

2i

. . . b . . C DA
amplitud katéw Z— oraz parametrow b—ldla trzech pierwszych modéw drgan. Rdznice
1i 1

pomiedzy warto$ciami przedstawiono za pomocg btedu wzglednego. Otrzymane wyniki

zestawiono w tabeli 8.1.

Tabela 8.1. Poréwnanie wynikdw pomiaréw oraz badan modelowych

Mod drgah ?— uktad pomiarowy % - model qud wzglqdny [%]
1i 1
1 0.129 0.124 4
2 -2.32 -2.917 204
3 -7.75 -10.39 254

Poréwnanie wynikéw wskazuje na bardzo dobrg zgodnos¢ dla pierwszego modu drgan,
gdzie réznica wynosi okoto 4%. W przypadku drugiego oraz trzeciego modu réznice sg wieksze
i mieszczg sie w zakresie od 20-25%. Wartos¢ btedu moze byé wynikiem niedoktadnosci
odczytu wektorédw na rysunku badz uroszczen przyjetych przy analizie z zastosowaniem uktadu
wizyjnego. Zarowno w przypadku oblicze oraz pomiaréw zachowany zostat znak ujemny dla
drugiego oraz trzeciego modu drgan, co potwierdza ze cztony robota wykonujg drgania
w przeciwnych kierunkach. W obu przypadkach tj. na podstawie wynikéw z pomiaréw oraz

wynikéw obliczen uzyskane wartosci sg zgodne jako$ciowo.
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9. Podsumowanie

9.1. Podsumowanie pracy

Praca przedstawia wyniki badan dotyczace wptywu konfiguracji robota ABB IRB
1600/1.45 na czestotliwosci rezonansowe, definiowanej jako katowe potozenie cztondw.
W ramach prowadzonych prac sformutowano dynamiczne rownania ruchu, ktére uwzgledniaty
ruch oscylacyjny cztondw wynikajgcy z podatnosci przegubodw.

Analiza charakterystyk czestotliwosci drgan wtasnych uzyskanych metoda analityczng
wykazata, ze trzy pierwsze czestotliwosci s silnie zalezne od ustawienia katowego cztonu
drugiego. Z kolei wptyw ustawienia katowego cztonu trzeciego w niskich pasmach
czestotliwosci jest niewielki. Dla czwartej i pigtej czestotliwosci wiasnej zaobserwowano
odwrotng zaleznos¢. Dominujgcy wptyw miato ustawienie katowe cztonu trzeciego, natomiast
wptyw ustawienia kgtowego cztonu drugiego jest mniejszy, jednak zalezny od ustawienia
katowego cztonu trzeciego.

Analiza widm drgan uzyskanych z modelu numerycznego wykazata, ze zmiana
konfiguracji katowej ramienia znaczgco wptywa na wartosci czestotliwosci rezonansowych.
Najwiekszy wptyw na wartosci czestotliwosci rezonansowych ma ustawienie cztonéw 1-3, co
wynika z ich dominujgcego udziatu masowo-bezwtadnosciowego w dynamice catego uktadu.
Natomiast ustawienie cztondw 4 i 5 ma znaczgco mniejszy wptyw na zjawiska rezonansowe.

Badania eksperymentalne przeprowadzone 1z zastosowaniem akcelerometru
potwierdzity wyniki uzyskane na podstawie modelu. Dodatkowo stwierdzono obecno$é
sktadowej drgan, ktéra nie wystepowata w modelu numerycznym ani analitycznym. Jej wartos¢
byta niezalezna od kata f3,, co wskazuje na zewnetrzne Zrédto pochodzenia np. czestotliwosé
wiasng elementu osprzetu, elementu mocujgcego lub pobudzenie sSrodowiskowe.

Poréwnanie rozwigzan analitycznych oraz numerycznych z danymi eksperymentalnymi
wykazato zréznicowang doktadnos$¢ odwzorowania zachowania uktadu w zaleznosci od
analizowanej czestotliwosci. Najwieksze btedy wzgledne wystgpity dla pierwszej oraz trzeciej
czestotliwo$ci drgan. Mogg one wynika¢é z pominiecia w modelu efektéw ttumienia,
nieliniowosci konstrukcji lub zaktécen pomiarowych. W przypadku drugiej czestotliwosci btedy
osiggnety umiarkowane wartosci w przedziale od 0.3-11%. Dla czestotliwosci czwartej oraz
pigtej zgodnos¢ modeli z rzeczywistymi danymi byta bardzo wysoka, gdzie btedy osiggaty
wartos¢ <5%. Potwierdza to wysoka doktadnos¢ odwzorowania dynamiki w wyzszych
pasmach. Zaobserwowano wyrazng symetrie btedéw wzgledem kata 3, = -80°, co wskazuje na
istnienie powtarzalnej konfiguracji kinematycznej uktadu oraz powtarzalno$ci witasciwosci
dynamicznych przy zmianach potozenia.

Dodatkowym etapem weryfikacji poprawnosci modelu byty badania przeprowadzone

z wykorzystaniem uktadu wizyjnego. Analiza wynikow uzyskanych tg metodg potwierdzita
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0gblng zgodnos¢ jakosciowg wiasciwosci drganiowych wzgledem predykcji na podstawie
modelu matematycznego. Rdznice ilosciowe miescity sie w przedziale charakterystycznym dla
technik opartych na przetwarzaniu obrazu. Najwyzszg zgodnos¢ uzyskano dla pierwszej postaci
drgan, podczas gdy dla drugiej i trzeciej postaci odnotowano wieksze odchylenia rzedu 20-25%.

Wyniki uzyskane z uktadu wizyjnego, mimo pewnych rdznic ilosciowych, wspieraja
wniosek o prawidtowosci przyjetego modelu oraz potwierdzajg powtarzalnosé

obserwowanych zjawisk dynamicznych.
9.2. Whnioski

Zdefiniowany cel pracy zostat zrealizowany. Przeprowadzone badania pozwolity
kompleksowo oceni¢ wptyw konfiguracji robota na jego wtasciwosci drganiowe. Opracowany
model matematyczny umozliwit wyznaczenie czestotliwosci rezonansowych oraz
odpowiadajgcych im postaci drgan w szerokim zakresie ustawien katowych. Analizy
numeryczne wykazaty wyrazng zalezno$¢ parametréw dynamicznych od konfiguracji robota.
Skuteczno$¢ modelu zostata potwierdzona poprzez badania eksperymentalne, obejmujace
zarowno pomiary z zastosowaniem akcelerometru, jak i obserwacje drgan z wykorzystaniem
uktadu wizyjnego. Zbieznos¢ wynikdw numerycznych i pomiarowych mimo naturalnych réznic
ilosciowych wynikajacych z uproszczen modelu oraz zaktécen pomiarowych — potwierdza
trafno$é przyjetej metodyki oraz prawidtowe odwzorowanie rzeczywistych zjawisk
dynamicznych. Zaobserwowano réwniez konfiguracje robota, w ktérych amplituda drgan ulega
znacznemu zwiekszeniu, co jednoznacznie wskazuje na istotny wptyw ustawienia cztonéw na
podatnos¢ uktadu na rezonans.

Wyniki badan pozwolity nie tylko na ilosciowg ocene czestotliwosci drgan wtasnych
w zaleznosci od potozenia ramion, ale réwniez na jakoSciowe okreslenie tendencji i zaleznoSci
rzadzacych dynamikg uktadu. Przedstawiona analiza modalna umozliwita okreslenie

najbardziej podatnych na drgania konfiguracji robota.
9.3. Kierunki dalszych prac badawczych

Zidentyfikowane zjawiska dynamiczne otwierajg droge do podjecia dalszych dziatan
badawczych dotyczgcych dynamiki robota przemystowego z uwzglednieniem aspektu drgan.
W dalszych pracach zasadne jest rozwiniecie modelu uwzgledniajgc dodatkowe aspekty oraz
jego weryfikacja w kontekscie zrobotyzowanych proceséw, np. obrébki elementéw o réznych
parametrach technologicznych. Mozliwe jest kontynuowanie badan w nastepujgcych

kierunkach:

1. Uwzglednienienia ttumienia w modelu dynamicznym. W dalszych pracach konieczne
jest rozszerzenie modelu o ttumienie, co umozliwi bardziej wiarygodne

przewidywanie amplitud drgan w uktadzie rzeczywistym. Ttumienie wynikajgce m.in.
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z tarcia w przekfadniach, elastycznosci materiatéw oraz algorytmdéw sterowania ma
istotny wptyw na poziom drgan obserwowany podczas pracy robota.

2. Modelowania interakcji robota z otoczeniem. Rozszerzenie analizy o sity wynikajace
z kontaktu narzedzia z przedmiotem obrabianym co pozwoli opisa¢ zachowanie
uktadu podczas rzeczywistych proceséw produkcyjnych.

3. Analizy wptywu parametréw obrébki na dynamike uktadu. Badania mogg obejmowac
analizy zmian nastepujgcych parametréw procesu
e glebokosci skrawania, posuwu i predkosci obrotowej narzedzia;

e witasciwosci materiatu obrabianego;
e rodzaju stosowanego narzedzia.

4. Optymalizacji trajektorii i sterowania pod katem unikania rezonanséw. Opracowanie
algorytmoéw planowania ruchu z uwzglednieniem zjawisk drganiowych pozwoli
zwiekszy¢ precyzje pozycjonowania i poprawic¢ jako$é obrébki.

5. Rozszerzenia zakresu badan eksperymentalnych. Zastosowanie dodatkowych technik
pomiarowych, takich jak wielokamerowe systemy wizyjne, skanery 3D czy czujniki
sity, umozliwi doktadniejsze odwzorowanie postaci drgan oraz weryfikacje modelu w
warunkach obcigzenia technologicznego.

6. Weryfikacji wnioskéw dla innych typdéw robotéw. Przeniesienie analiz na roboty
ordinej architekturze pozwoli oceni¢ mozliwosci uogdlnienia opracowanej
metodyki.

Dalszy rozwdj badan obejmie rozszerzenie modelu o zjawiska kontaktu narzedzia

z powierzchnig obrabiang oraz o efekty ttumienia, a takze jego weryfikacje podczas
rzeczywistych ~ proceséw  obrédbkowych.  Opracowanie  bardziej  predykcyjnego
i wieloaspektowego modelu dynamiki robota pozwoli nie tylko poprawi¢ doktadnosé
odwzorowania zachowania uktadu, ale réwniez sformutowaé praktyczne zalecenia dotyczace
parametrow pracy i strategii sterowania. Przedstawione zalecenia umozliwiajg poprawe
jakosci, wydajnosci oraz niezawodnosci procesow realizowanych z zastosowaniem robotéw

przemystowych.
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—mylylzsin(B; + ag) — mylyley sin(B; + az + ay) — 2mglyl3 sin(Bz + a3)
—mglyl, sin(B; + az + @) — mslylessin(Bz + az + a, + as)
Cany = l(amzs omy3 _ amss‘.) _ Omy3 _ lamss'.
2 das; 2 da,
= —mzlyle3 sin(Bz + az)
—mylylysin(Bs + az) — mylyles sin(Bz + as + ay) — mslylz sin(Bs + az)
—mglyl, sin(B; + az + @) — mglylossin(Bz + az + a, + as)

day day da,
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1 /0my,

dmys  0mgy

(

C342 = 5
2\ da,

)

= _m4lzlc4 Sin(ﬁ3 + a3 + a4)

Jday B da,

—mylsley sin(ay)
—meglyly sin(Bs + a; + ay)
—meglzly sin(ay) — mslsl.s sin(ay + as) — mslylos sin(B; + as + ay + as)

_1/0mys  0Omyz  Omgs
€352 = E( Jdas Jdas Bl da, )
= —mglslssin(ay + as) — mglylessin(Bs; + as + ay + as) — mglyles sin(asg)
1/0my; 0my, 0myy
Ca12 = E( Jday Jday B da, )
= —mylyloy sin(Bs + az + ay) — mylsle, sin(ay)
—mglyl, sin(B; + as + ay)
—mglsly sin(ay) — mglsles sin(ay + as) — mglylssin(B; + az + a, + ag)
_1/0my,  0Omyy  Omy,
Cazz = E( Jda, Jda, B Jda, )
= —mylyl.s sin(Bz + az + ay) — mylsloscos (ay) — mslyly sin(Bs + az + ay)
—mslzly sin(ay) — mglsles sin(ay + as) — mglyles sin(B; + az + a4 + as)
_1/0my3  0my,  Omys
€432 = 5( Jda, das B Jda, )
= —mylyles sin(Bz + as + ay)
— mylzleq sin(ay)
—msglyl, sin(B; + az + ay)
—mslzl, sin(ay) — mglsles sin(ay + as) —mglyles sin(B; + az + ay + as)
_1/0my,  0Omyy Omy,\ Omp, 10my,
Caa2 = E( Jday Jday B da, ) "~ da, 2 Jda,
= —mylylo sin(Bs + az + ay) — mylsle, sin(ay) — mglyl, sin(Bs + as + ay)
—mglsly sin(ay) — mglslos sin(ay + as) — mglyl s sin(B; + as + a, + ag)
_1/0mys  0Omy,  Omys
Ca52 = E( Jday das B Jda, )
= —mgl3l s sin(ay + as) — mglyles sin(Bs; + as + a4 + as) — mglyles sin(as)
1/0my,; 0mys 0msgy
€512 = E( Jdas daq B da, )
= —mgl3les sin(ay + ag) — mglylos sin(Bs + ag + ay + as) — mglyl s sin(ag)
_1/0my, 0Omys Omsy\  10my,
€522 = E( das Jda, B Jda, ) T2 das
= —mgl3l s sin(ay + as) — mglylessin(Bs + as + ay + as) — mglyles sin(as)
1/0my; 0mys 0Omss
€532 = E( das das B da, )
= —mglzls sin(ay + ag) — mglylos sin(B; + ag + ay + as) — mglyl s sin(asg)
_1/0my, 0mys 0ms,
€542 = E( das Jda, - Jda, )

= —mglsl s sin(ay + as) — mglylessin(B; + as + ay + as) — mglyles sin(as)
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1 amzs 6m25 am55 am25 1am55
Cs552 = ( ) = -

das das B da, ) das 2 da,
= —mglsl s sin(ay + ag) — mglylessin(Bs; + az + ay + as) — mglyles sin(asg)
I 1 (6m31 dmsg, B 8m11) _ dmsg, B lamll 10myq
113 Jday Jday Jdas da; 2 daj 2 Jdas

= mslyle3 sin(Ba3 + az3)
+ mglyles sin(Bs + az) + mylyly sin(Baz + azz) +myliles sin(Bas + ap3 + ay)
+ mylylssin(Bs + asz) + mylylo, sin(Bs + as + ay)
+ mglyl3 sin(Ba3 + az3) + mslylysin (Bas + az3 + au)
+ mglylos sin(Byz + ags + @y + ag) + mglyls sin(B; + az)
+ melylysin(Bs + az + ay) + mslylossin(Bs + az + ay + ag)
_1/0mg, 0mz; 0myy
€123 = _( day da, B das )

= m3lzlc3 Sin(ﬁ3 + a3) + m4lzlc3 Sin(‘83 + a3) + m4lzlc4 Sin(ﬁ3 + as + 0.’4)
+ mslzl3 Sin(‘B3 + a3)
+ mglyl, sin(B; + az + @) + mglylossin(Bs + az + a, + as)

1/0mz; 0dmgz; 0Omyz 10ms;
€133 = E( oo, das B das ) —2 daq -
1/0mz, 0Omzy Omyy . . .
Cia3 = E( 32, aa, 3a, ) = —mylsl., sin(ay) — mslsl, sin(ay) — mslsl s sin(ay + as)
C153 = %(a;;is 6521 - 367225) = mslzles sin(ay + as) — mslyls sin(as)
_1/0mg,  0Omz; Omy
€213 = E( Jda, Jday B Jdas )
= mglyl.3sin(Bs + az) + mylyl 5 sin(B; + az) + mylyloy sin(Bs + az + ay)
+ mglyl5 sin(Bs + a3)
+ mglyl, sin(B; + az + ay) + mglylossin(Bs + az + a, + as)
Omsz, 0mgy O0myy\  0mz; 10my,
€223 = (aaz Jda, B da, ) "~ da, 2 Jdas
= m3lyle3 sin(Bs + az)
+ myulylz sin(B; + ag) + mylylo, sin(Bs + az + ay) + mslyl3 sin(B; + a3)
+ mglyl, sin(B; + az + @) + mslylossin(fz + az + a, + as)
1 /0ms, 6m32 6m23 16m33
€233 = E( aaz as Jdas ) 2 da,
1 0ms, am32 amz4 . . .
Couz = E( aaz 32, ) = —mylsl.s sin(ay) — mglzly sin(ay) — mglsl.s sin(a, + as)
Cy53 = %(852325 6m32 652235) = —mglsl.s sin(ay + ag) — mglyl s sin(as)
1 /0mgy 6m33 (’)m31 10ms3
€313 = E( 80_'3 Jdas ) ~2 daq -
1 /0ms, 6m33 6m32 10ms3
Cs23 = E( 6a3 Jdas ) ~2 da,
1 /0ms; 6m33 6m33 10ms3
€333 = E( 6a3 Jdas ) ~2 Jdas
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1 (6m34 dmg, 6m34) _ 10mg;
€343 = 2\ da, Jday das ) 2 day,
= —mylsl4 sin(ay) —mglzly sin(ay) — mslslos sin(ay + as)
1 /0ms5 6m33 8m35 18m33
C353 = E( 6a3 s e, ) > e —mslsles sin(ay + as) — mglyles sin(as)
1 /0ms, 6m34 omy, . . .
Cy13 = —( ) = —mylsl.s sin(ay) — mglsly sin(ay) — mslsl.s sin(ay + as)
2 6a4 aq das
1 /0ms, a7’”34 omy, . . .
C423 = —( ) = —mylsley sin(ay) — mslsly sin(a,) — mslzles sin(ay + as)
2 6a4 ay das
1 /0ms; a7’”34 omys . . .
C433 = —( ) = —mylsley sin(ay) —mslzly sin(ay) — mslzles sin(ay + as)
2 6a4 Qs das
1 (6m34 6m34 6m44) _0mgy  10my,
Caa3 = 2\ day ay Jdas N Jda, 2 daj
= —m4l3lc4, sin(a,) — mglsly sin(a,) — msl;l.s sin(ay + as)
1/0mss 0mg, 0Omys . .
C453 5( 9, s - Fra ) = —mslsles sin(ay + as) — mglyles sin(as)
1/0m3y  Omgzs Oms, ) .
C513 = 5( s da,  oa, ) = —mMglzles sin(ay + as) — mslyles sin(as)
1/0mz, O0mgzs 0Oms, : .
C523 = E( das 9w,  oa ) = —msl3les sin(ay + as) — mslyles sin(as)
1 am33 6m35 6m53 16m33
Cs33 5( 9 32, 3a, ) P 2 —mglgl.s sin(ay + as) — mglyl.s sin(as)
1/0ms, 0mgs Omgy . .
C543 = E( das da, - das ) = —mslsles sin(ay + as) — mglyles sin(as)
1 6m35 6m35 0m55 0m35 10m55
C553 = E( da da 9a, ) = da —3 da, —mglsles sin(ay + as) — mglyl s sin(as)
1 (6m41 dmy, amn) dmy, 10my,
G114 = 2\ 0oy Jday Jday da; 2 day
= myliles sin(Bas + ap3 + ay) + mylylog sin(Bs + az + ay)
+ mylsle, sin(ay) + mglyly sin(Bys + ag3 + ay)
+ mglilessin(Bas3 + aa3 + ay + as) + mglyly sin(Bz + a3 + ay)
+ mslzl, sin(ay) + mglsles sin(ay + as) + mglyles sin(B; + az + ay + as)
1 (6m42 0my, (’)m12)
124 = 2\ da; da, day,
- m4lzlc4 Sin(ﬁg + ag + a4) + m4l3lc4 Sin(a4_)
+ m5lzl4 Sin(,B3 + asz + (X4_)
+ mglzly sin(ay) + mglsles sin(ay + ag) + mglylos sin(Bs + ag + ay + as)
1/0my; 0my,; 0mys . . .
C134 = E( aal aa3 - aa4 ) = m4,l3lc4, Sln(a4) + m5l3l4, Sln(a4) + m5l3lc5 Sln(a4 + 0-’5)
1 (8m44 0my, (’)m14) 1 6m44
€140 = 2\ da; day, da, ) 2 day
1/0mys 0myy Omygs .
Ci54 = E( da, das - da, ) = —Mglylcs sin(as)
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1 (6m41 N amy, 6m21)
€214 = 2\ da, day Jday,

= m4l2lc4 Sin(ﬁ:g + a3 + a4) + m4l3lc4 Sin(a4)
+ mglyl, sin(Bs + az + ay)
+ mglzl, sin(ay) + mglslos sin(ay + ag) + mglyles sin(B; + az + a4 + as))

amy,

dmy, 10m,,

1 /0my,
C224 = E( +

Jda, Jda,

6m22) _

Jday, Jda, 2 day

=mylyloy sin(Bz + az + ay)+mylsly, sin(ay) + mglyl, sin(B; + az + ay)

+ melsly sin(ay) + mslsl.s sin(ay + as) + mslylos sin(B; + as + ay + as)

1/0my; 0my, 0mys
Cy34 = E( 3a, da, - da, ) = mylzl., sin(ay) + mslzl, sin(ay) + mslsl s sin(ay + as)
1 (6m44 dmy, 6m24) _10my,
€244 = 2\ da, Jda, da, ) 2 da,
Co54 = 1(611145 Oma; — amzs) = —mglyl s sin(as)
254 2 aaz aas aa4 5 c5 5
1/0my; 0myz Jdmyy
C314 = 5( 32, 2,  da, ) = mylsl., sin(ay) + mglsly sin(ay) + mglsles sin(a, + ag)
1/0my, 0myz Oms, . . .
C324 = E( 3a, oa, — 9a, ) = mylzl.4sin(ay) + mglzlysin(ay) + mglsl ssin(ay + as)
Cons = 1(6m43 0mys3 _ 6m33) _ 0my3 _ 16m33
337 7 das das Jda, Jdas; 2 day
= m4l3lc4 Sin(a4) + m51 l4 Sin(a4) + mslglCS Sin(a4 + as)
1 (6m44 0mys 6m34) 1 6m44
€344 = 2\ da, Jday Jday, 2 da,
C354 = l(am45 Omss 6m35) = —mglyl s sin(as)
354 2 aa3 5 aa4 5t4¢tc5 5
1 (6m41 6m44 6m41) 1 6m44
Ca14 = 2\ day aq da, ) 2 Jday
1 (6m42 6m44 6m42) 1 6m44
Ca2e = 2\ day ay da, ) 2 da,
1 (6m43 6m44 6m43) 1 6m44
€434 = 2\ day Qs da, ) 2 da,
1 (6m44 6m44 6m44) 1 6m44
Caas =7 Jday ay da, ) 2 Jday,
1 /0mys 6m44 dmys 16m44
C454 = E( da, s da, ) ) das —Mslyles sin(as)
P l(amm am45 (’)m51) _ sin(as)
514 2 aas 1 aa4 C5 5
Csp4 = l(am42 6m45 amsz) = —mglyl.s sin(as)
524 2 aas 2 aa4 5t4+%c5 5
o = 1(677143 am45 c’)m53) _ sin(ae)
534 2 aas aa4 C5 5
— l(amM 8m45 (’)m54) _ 1(’)m44 Lyl sin(a)
544 = 5 das @ da, stales 5
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. 1 (3m45 6m45 am55) _ am45 1am55 _ l l . ( )
€554 =3 das  das Oda, /) Odas 2 da, M5 ates SIS
1 (6m51 dms, 8m11) _0Omsy  10my,
€115 = 2\ 0oy Jday das ) da; 2 das
= Msglyl.s sin(Byz + ay3 + a4 + as) + mslsls sin(ay + asg)
+ melyl s sin(Bs + az + a, + as) + mslyl s sin(asg)
1 (6m52 N dmsg, amlz)
€125 = 2\ day da, Jdas
= mglzl.ssin(ay + ag) + mglylos sin(Bs + ag + ay + as) + mglyl s sin(as)
1/0ms3 0mg; 0my3 . .
Ci35 = E( 3a, 9a, — da ) = mglsl.s sin(ay + as) + mglyl s sin(asg)
1/0ms, 0mg; Omyy )
C145 = E( e, + 9, - s ) = mslylcs sin(as)
_ 1 (6‘m55 6m51 amls) _ 1 6m55
€155 = 2\ 0oy das das ) 2 day
1 (6m51 dms, 6m21)
€215 = 2\ da, day Jdas
= mglzl s sin(ay + ag) + mglyls sin(fBz + az + ay + as) + mglyl s sin(as)
_ 1 (6‘m52 amsz amzz) _ amsz 1 amzz
€225 = 2 60.’2 60.’2 66!5 - aaz 2 60[5
= mglzl s sin(a, + ag) + mglyls sin(Bs + ag + ay + as) + mglyl s sin(as)
1/0mg; 0dmg, Omys . .
Cy35 = E( 9a, 3a, — da ) = mglzl ssin(ay, + ag) + mglyl s sin(as)
1/0ms, Oms; 0my, )
Co45 = E( e, + 9, - e ) = msglyls sin(as)
1 6m55 amsz am25 16m55
C255 = —( + - ) =5
2\ da, Jdas das 2 da,
1/0mg; 0dmgz 0Omg, . .
C315 = E( 3a, + 92, — da ) = mglzl.s sin(ay + as) + mglyl s sin(as)
1/0ms, O0msz 0mg, . .
C325 = E( 3a, + 9a, - da ) = mglsl.s sin(ay + asg) + mglyl s sin(as)
1/0mg; 0mgz 0dmss dmss;  10mss ) ]
C335 = E( 32, + 32, — 9. ) = 32, -3 da = mglsl.s sin(ay + as) + mglyl s sin(as)
1/0mg, 0Omgz 0dmgy )
C345 = E( 9 + da,  0as ) = mslyles sin(as)
_ 1 (am55 amsg 0m35) _ 1 0m55
€355 = 3 day das das ) 2 das
1/0mg; 0Omsg, 0Omyy )
C415 = E( 9, + e, - s ) = mglylcs sin(as)
1/0mg, 0msg, O0my, )
C425 = E( aa, + e, - s ) = mslyls sin(as)
1/0mg; 0Omsg, 0Omys )
C435 = E( 9, + e, - s ) = mglylcs sin(as)
1 (6m54 4 Omsy 6m44) _Omsgy  10my, L L. sin(as)
Caa5 =3 da, Oa, Odas/) Oda, 2 das Mstates S
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Coen = l(amss Oms, _ 6m45) _ lamss
45579 Jday das das /] 2 day,
— 1(6m51 dmss B 8m51) _ 10mss
31577 Jdas Jday das 2 day
S l(amsz omss _ 6m52) _ lamss
5257 7 das da, das ) 2 0a,
o = 1(6m53 dmss B 8m53) _ 10mss
3572 Jdas das das 2 das
Core = 1(377154 domss _ 8m54) _ lamss
3572 Jdas Jday das 2 day
S l(amss omss _ 6m55) _ lamss
555 2 6a5 6a5 60(5 2 60(5
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Dodatek 2

Tabela D2.1. Btagd wzgledny wyznaczony na podstawie réznicy miedzy wynikami uzyskanymi na podstawie modelu
analitycznego a wynikami eksperymentalnymi dla pierwszej czestotliwosci

1f 1f bfad

Kat Kat

] (rad] eksperyment| model |wzgledny

[Hz] [Hz] [%]
50 | 0.8727 20.7 24.34 17.58
40 | 0.6981 20.5 23.64 15.32
30 |0.5236 20.1 22.86 13.73
20 | 0.3491 19.6 22.032 12.41
10 | 0.1745 19.1 21.2 10.99
0 0 18.7 20.413 9.16
-10 |-0.1745 18.3 19.687 7.58
-20 |-0.3491 17.9 19.0385| 6.36
-30 |-0.5236 17.4 18.48 6.21
-40 |-0.6981 17.1 18 5.26
-50 |-0.8727 16.7 17.624 5.53
-60 |-1.0472 15.5 17.33 11.81
-70 |-1.2217 16.1 17.12 6.34
-80 |-1.3963 15.9 17 6.92
-90 |-1.5708 15.4 16.96 10.13
-100 |-1.7453 14.5 17 17.24
-110 |-1.9199 15.3 17.12 11.90
-120 |-2.0944 15.4 17.33 12.53
-130 |-2.2689 16 17.624 | 10.15
-140 |-2.4435 16.1 18 11.80
-150 | -2.618 17.1 18.48 8.07
-160 |-2.7925 17.4 19.0385| 9.42
-170 |-2.9671 17.6 19.687 11.86
-180 |-3.1416 18.1 20.413 12.78
-190 |-3.3161 18.7 21.2 13.37
-200 |-3.4907 19.3 22.032 14.16
-210 |-3.6652 19.6 22.86 16.63
-220 |-3.8397 20 23.64 18.20
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Tabela D2.2. Bfagd wzgledny wyznaczony na podstawie réznicy miedzy wynikami uzyskanymi na podstawie modelu
analitycznego a wynikami eksperymentalnymi dla drugiej czestotliwosci

at 2f 2f btad

kat [°] (rad] eksperyment | model |wzgledny
[Hz] [Hz] [%]
50 |0.8727 57.8 53.18 7.99
40 | 0.6981 57.4 53.058 7.56
30 |0.5236 54.9 52.95 3.55
20 | 0.3491 54.9 52.9 3.64
10 0.1745 55.1 52.92 3.96
0 0 55.4 52.97 4.39
-10 |-0.1745 54.2 53.4 1.48
-20 |-0.3491 54.6 53.36 2.27
-30 |-0.5236 53.6 53.29 0.58
-40 |-0.6981 53.4 53.21 0.36
-50 |-0.8727 52.6 53.242 1.22
-60 |-1.0472 53 53.27 0.51
-70 |-1.2217 52.3 53.28 1.87
-80 |-1.3963 50.4 53.29 5.73
-90 |-1.5708 49 53.29 8.76
-100 |-1.7453 47.9 53.29 11.25
-110 |-1.9199 47.8 53.28 11.46
-120 |-2.0944 48.9 53.27 8.94
-130 |-2.2689 50.6 53.242 5.22
-140 |-2.4435 51.1 53.21 4.13
-150 | -2.618 51.1 53.29 4.29
-160 |-2.7925 52.6 53.36 1.44
-170 |-2.9671 51.4 534 3.89
-180 |-3.1416 51.7 53.42 3.33
-190 |-3.3161 50.8 53.4 5.12
-200 |-3.4907 49.3 53.3 8.11
-210 | -3.6652 50.1 53.2 6.19
-220 | -3.8397 51 53.18 4.27
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Tabela D2.3. Bfagd wzgledny wyznaczony na podstawie réznicy miedzy wynikami uzyskanymi na podstawie modelu
analitycznego a wynikami eksperymentalnymi dla trzeciej czestotliwosci

at Kt 3f 3f btad
] (rad] eksperyment | model | wzgledny
[Hz] [Hz] [%]
50 | 0.8727 61.1 64.04 4.81
40 | 0.6981 61.3 62.54 2.02
30 | 0.5236 62.1 61.8 0.48
20 | 0.3491 62.1 62.062 0.06
10 | 0.1745 62.5 63.11 0.98
0 0 66.3 65.038 1.90
-10 | -0.1745 64 67.88 6.06
-20 | -0.3491 66 71.7 8.64
-30 | -0.5236 66 76.5 15.91
-40 | -0.6981 88.6 82.31 7.10
-50 | -0.8727 87.5 88.96 1.67
-60 | -1.0472 88.6 96.038 8.40

-70 | -1.2217 102.6 102.699 0.10
-80 | -1.3963 92.6 107.641| 16.24
-90 | -1.5708 109.9 109.49 0.37
-100| -1.7453 89.7 107.641| 20.00
-110| -1.9199 88.8 102.699| 15.65

-120| -2.0944 96.2 96.038 0.17
-130| -2.2689 85.1 88.96 4.54
-140| -2.4435 74.4 82.31 10.63
-150| -2.618 72.3 76.5 5.81
-160| -2.7925 73.1 71.7 1.92
-170| -2.9671 72.7 67.88 6.63
-180| -3.1416 71.8 65.038 9.42
-190| -3.3161 70.9 63.11 10.99
-200| -3.4907 64.2 62.062 3.33
-210| -3.6652 73.2 61.8 15.57

-220| -3.8397 74.3 62.54 15.83
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Tabela D2.4. Bfad wzgledny wyznaczony na podstawie réznicy miedzy wynikami uzyskanymi na podstawie modelu
analitycznego a wynikami eksperymentalnymi dla czwartej czestotliwosci

4f 4f btad
kat kat
] (rad] eksperyment| model | wzgledny
ra
[Hz] [Hz] [%]

50 | 0.8727 210.2 208.184 0.96
40 | 0.6981 210.5 208.27 1.06
30 | 0.5236 211.4 208.32 1.46
20 | 0.3491 211.2 208.33 1.36

10 | 0.1745 212.6 208.31 2.02

0 0 215.1 208.247 3.19
-10 |-0.1745 210 208.141 0.89
-20 |-0.3491 213.3 207.94 2.51
-30 |-0.5236 216.1 208.072 3.71
-40 |-0.6981 214.7 207.448 3.38
-50 |-0.8727 215.6 207.042 3.97
-60 |-1.0472 215.2 206.54 4.02
-70 |-1.2217 213.7 205.992 3.61
-80 |-1.3963 211.2 205.53 2.68
-90 |-1.5708 209 205.344 1.75
-100 | -1.7453 209.9 205.53 2.08
-110|-1.9199 210.2 205.992 2.00
-120 | -2.0944 212.7 206.54 2.90
-130|-2.2689 215.8 207.042 4.06
-140 | -2.4435 216 207.448 3.96
-150| -2.618 216 208.072 3.67
-160 | -2.7925 216.3 207.94 3.87
-170|-2.9671 214.2 207.84 2.97
-180 | -3.1416 213.3 207.8 2.58
-190 | -3.3161 213.8 207.84 2.79
-200 | -3.4907 212.5 207.94 2.15
-210 | -3.6652 211.4 208.07 1.58
-220|-3.8397 212.2 208.184 1.89
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Tabela D2.5. Bfagd wzgledny wyznaczony na podstawie réznicy miedzy wynikami uzyskanymi na podstawie modelu
analitycznego a wynikami eksperymentalnymi dla pigtej czestotliwosci

5f 5f btad
kat kat
] (rad] eksperyment| model |wzgledny
ra
[Hz] [Hz] [%]

50 | 0.8727 290.9 296.03 1.76
40 | 0.6981 291.7 296.22 1.55
30 | 0.5236 291.6 296.34 1.63

20 | 0.3491 294 296.39 0.81
10 | 0.1745 292 296.38 1.50
0 0 296.1 296.303 0.07

-10 |-0.1745 290.7 296.15 1.87
-20 |-0.3491 293.7 295.54 0.63
-30 |-0.5236 293.4 295.794 | 0.82
-40 |-0.6981 293.2 295.136| 0.66
-50 |-0.8727 291.9 294.58 0.92
-60 |-1.0472 292.3 293.93 0.56
-70 |-1.2217 291.5 293.265 0.61
-80 |-1.3963 288.8 292.743 1.37
-90 |-1.5708 289.7 292.54 0.98
-100 |-1.7453 290.2 292.743 0.88
-110 |-1.9199 289.4 293.265 1.34
-120 |-2.0944 289.5 293.93 1.53
-130 |-2.2689 292.8 294.58 0.61
-140 |-2.4435 2933 295.136| 0.63
-150 | -2.618 294.2 295.794| 0.54
-160 |-2.7925 294.6 295.54 0.32
-170 |-2.9671 295.5 295.348 | 0.05
-180 |-3.1416 294.4 295.27 0.30
-190 |-3.3161 295.9 295.34 0.19
-200 |-3.4907 293.8 295.54 0.59
-210 |-3.6652 292.5 295.79 1.12
-220 | -3.8397 292 296.03 1.38
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Dodatek 3

Tabela D3.1. Btgd wzgledny pomiedzy wynikami uzyskanymi z obliczen numerycznych a wynikami pomiaréw
eksperymentalnych dla pierwszej czestotliwosci

1f 1f btad

kat [°] | kat [rad] | eksperyment| model | wzgledny
[Hz] [Hz] [%]
50 0.8727 20.7 23.64 14.22
40 0.6981 20.5 22.86 11.52
30 | 0.5236 20.1 22.03 9.61
20 0.3491 19.6 21.2 8.19
10 0.1745 19.1 20.41 6.88
0 0 18.7 19.69 5.28
-10 | -0.1745 18.3 19.04 4.04
-20 | -0.3491 17.9 18.48 3.23
-30 | -0.5236 17.4 18.01 3.49
-40 | -0.6981 17.1 17.62 3.07
-50 | -0.8727 16.7 17.33 3.77
-60 | -1.0472 15.5 17.12 10.46
-70 | -1.2217 16.1 17 5.57
-80 | -1.3963 15.9 16.96 6.64
-90 | -1.5708 15.4 17 10.37
-100 | -1.7453 14.5 17.12 18.07
-110 | -1.9199 15.3 17.33 13.26
-120 | -2.0944 154 17.62 14.43
-130 | -2.2689 16 18 12.53
-140 | -2.4435 16.1 18.48 14.76
-150 | -2.618 17.1 19.04 11.32
-160 | -2.7925 17.4 19.68 13.12
-170 | -2.9671 17.6 20.41 15.97
-180 | -3.1416 18.1 21.2 17.13
-190 | -3.3161 18.7 22.03 17.80
-200 | -3.4907 19.3 22.86 18.43
-210 | -3.6652 19.6 23.64 20.61
-220 | -3.8397 20 24.33 21.66




138 DODATEK 3

Tabela D3.2. Btagd wzgledny pomiedzy wynikami uzyskanymi z obliczenn numerycznych a wynikami pomiaréw
eksperymentalnych dla drugiej czestotliwosci

at 2f 2f btad

kat [°] (rad] eksperyment| model | wzgledny
[Hz] [Hz] [%]
50 | 0.8727 57.8 53.06 8.20
40 0.6981 57.4 52.95 7.75
30 | 0.5236 54.9 52.9 3.64
20 | 0.3491 54.9 52.92 3.61
10 0.1745 55.1 52.97 3.86
0 0 554 53.04 4.25
-10 | -0.1745 54.2 53.11 2.01
-20 |-0.3491 54.6 53.17 2.63
-30 |-0.5236 53.6 53.21 0.73
-40 |-0.6981 53.4 53.24 0.30
-50 |-0.8727 52.6 53.27 1.27
-60 |-1.0472 53 53.28 0.53
-70 | -1.2217 52.3 53.29 1.90
-80 |-1.3963 50.4 53.29 5.74
-90 |-1.5708 49 53.29 8.76
-100 |-1.7453 47.9 53.28 11.24
-110 |-1.9199 47.8 53.27 11.44
-120 |-2.0944 48.9 53.24 8.88
-130 |-2.2689 50.6 53.21 5.16
-140 |-2.4435 51.1 53.17 4.04
-150 | -2.618 51.1 53.11 3.93
-160 |-2.7925 52.6 53.04 0.84
-170 |-2.9671 51.4 52.97 3.06
-180 |-3.1416 51.7 52.92 2.36
-190 |-3.3161 50.8 52.9 4.14
-200 |-3.4907 49.3 52.95 7.41
-210 |-3.6652 50.1 53.06 5.90
-220 | -3.8397 51 53.18 4.28
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Tabela D3.3. Btagd wzgledny pomiedzy wynikami uzyskanymi z obliczenn numerycznych a wynikami pomiaréw
eksperymentalnych dla trzeciej czestotliwosci

at 3f 3f btad

kat [°] (rad] eksperyment| model | wzgledny

[Hz] [Hz] [%]

50 0.8727 61.1 62.54 2.36
40 | 0.6981 61.3 61.87 0.93
30 | 0.5236 62.1 62.06 0.06
20 0.3491 62.1 63.11 1.63
10 0.1745 62.5 65.04 4.06
0 0 66.3 67.88 2.38
-10 |-0.1745 64 71.69 12.01
-20 |-0.3491 66 76.5 15.91
-30 |-0.5236 66 82.3 24.70
-40 |-0.6981 88.6 88.95 0.39
-50 |-0.8727 87.5 96.02 9.74
-60 |-1.0472 88.6 102.69 15.90
-70 | -1.2217 102.6 107.63 4.90
-80 |-1.3963 92.6 109.49 18.24
-90 |-1.5708 109.9 107.65 2.05
-100 |-1.7453 89.7 102.72 14.51
-110 |-1.9199 88.8 96.06 8.18
-120 | -2.0944 96.2 88.98 7.50
-130 |-2.2689 85.1 82.34 3.25
-140 | -2.4435 74.4 76.53 2.86
-150 | -2.618 72.3 71.71 0.81
-160 |-2.7925 73.1 67.9 7.12
-170 | -2.9671 72.7 65.05 10.52
-180 |-3.1416 71.8 63.12 12.09
-190 |-3.3161 70.9 62.07 12.46
-200 |-3.4907 64.2 61.87 3.63
-210 |-3.6652 73.2 62.54 14.57
-220 | -3.8397 74.3 64.03 13.82
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Tabela D3.4. Btagd wzgledny pomiedzy wynikami uzyskanymi z obliczenn numerycznych a wynikami pomiaréw
eksperymentalnych dla czwartej czestotliwosci

ot af 4f btad
kat [°] 2 eksperyment| model | wzgledny
el g [H2] [%

50 0.8727 210.2 208.27 0.92
40 0.6981 210.5 208.32 1.04
30 0.5236 211.4 208.33 1.45
20 0.3491 211.2 208.31 1.37

10 0.1745 212.6 208.25 2.05

0 0 215.1 208.14 3.24
-10 |-0.1745 210 207.98 0.96
-20 |-0.3491 213.3 207.76 2.60
-30 |-0.5236 216.1 207.45 4.00
-40 |-0.6981 214.7 207.04 3.57
-50 |-0.8727 215.6 206.54 4.20
-60 |-1.0472 215.2 205.99 4.28
-70 | -1.2217 213.7 205.53 3.82
-80 |-1.3963 211.2 205.34 2.77
-90 |-1.5708 209 205.53 1.66
-100 |-1.7453 209.9 205.99 1.86
-110 |-1.9199 210.2 206.54 1.74
-120 | -2.0944 212.7 207.04 2.66
-130 |-2.2689 215.8 207.45 3.87
-140 |-2.4435 216 207.75 3.82
-150 | -2.618 216 207.98 3.71
-160 |-2.7925 216.3 208.14 3.77
-170 | -2.9671 214.2 208.25 2.78
-180 |-3.1416 213.3 208.31 2.34
-190 |-3.3161 213.8 208.33 2.56
-200 | -3.4907 212.5 208.32 1.97
-210 |-3.6652 211.4 208.27 1.48
-220 | -3.8397 212.2 208.18 1.89
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Tabela D3.5. Btagd wzgledny pomiedzy wynikami uzyskanymi z obliczenn numerycznych a wynikami pomiaréw
eksperymentalnych dla pigtej czestotliwosci

Kat 5f 5f btad
kat [°] 2 eksperyment| model | wzgledny
el g [H2] [%

50 0.8727 290.9 296.22 1.83
40 0.6981 291.7 296.34 1.59
30 0.5236 291.6 296.39 1.64

20 0.3491 294 296.38 0.81
10 0.1745 292 296.3 1.47
0 0 296.1 296.15 0.02

-10 | -0.1745 290.7 295.91 1.79
-20 |-0.3491 293.7 295.58 0.64
-30 |-0.5236 293.4 295.14 0.59
-40 | -0.6981 293.2 294.58 0.47
-50 |-0.8727 291.9 293.93 0.70
-60 | -1.0472 2923 293.27 0.33
-70 | -1.2217 291.5 292.74 0.43
-80 |-1.3963 288.8 292.54 1.30
-90 |-1.5708 289.7 292.74 1.05
-100 |-1.7453 290.2 293.26 1.06
-110 |-1.9199 289.4 293.93 1.56
-120 | -2.0944 289.5 294.58 1.75
-130 |-2.2689 292.8 295.13 0.80
-140 | -2.4435 2933 295.58 0.78
-150 | -2.618 294.2 295.91 0.58
-160 |-2.7925 294.6 296.15 0.53
-170 | -2.9671 295.5 296.3 0.27
-180 |-3.1416 294.4 296.38 0.67
-190 |-3.3161 295.9 296.39 0.17
-200 | -3.4907 293.8 296.34 0.86
-210 |-3.6652 292.5 296.22 1.27
-220 | -3.8397 292 296.03 1.38
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Dodatek 4

Tabela D4.1. Wartosci wspotczynnikéw :—i dla pierwszej postaci drgan
B2[°] | Bzlrad] | f[Hz] @ b bs Dy Bs

by by by by

50 0.8727 24.34 152.91 -0.13 0.031 0.135 0.164
40 0.6981 23.64 148.56 -0.074 0.021 0.098 0.12
30 0.5236 22.86 143.64 -0.0178 | 0.01 0.061 0.0765
20 0.3491 22.032 138.43 0.036 0.0036 0.026 0.036
10 0.1745 21.2 133.23 0.0829 -0.0083 -0.0047 | 0.00042
0 0 20.413 128.26 0.124 -0.01559 | -0.0308 | -0.0299
-10 -0.1745 19.687 123.69 0.1584 -0.0217 -0.0526 -0.055
-20 -0.3491 19.0385 | 119.623 | 0.187 -0.0267 -0.0703 | -0.0755
-30 -0.5236 18.48 116.098 | 0.2096 -0.0307 -0.0845 | -0.09195
-40 -0.6981 18 113.14 0.2279 -0.0339 -0.0958 -0.105
-50 -0.8727 17.624 110.733 0.242 -0.036 -0.104 -0.115
-60 -1.0472 17.33 108.884 0.2525 -0.038 -0.1108 -0.122
-70 -1.2217 17.12 107.574 0.2597 -0.0394 -0.115 -0.127
-80 -1.3963 17 106.792 0.264 -0.0401 -0.1177 -0.1302
-90 -1.5708 16.96 106.533 0.265 -0.0403 -0.118 -0.131
-100 | -1.7453 17 106.792 | 0.264 -0.0401 -0.1177 | -0.1302
-110 -1.9199 17.12 107.574 0.2597 -0.0394 -0.115 -0.127
-120 -2.0944 17.33 108.884 0.2525 -0.038 -0.1108 -0.122
-130 -2.2689 17.624 110.733 0.242 -0.036 -0.104 -0.115
-140 | -2.4435 18 113.14 0.2279 -0.0339 -0.0958 | -0.105
-150 | -2.618 18.48 116.098 | 0.2096 -0.0307 -0.0845 | -0.09195
-160 -2.7925 19.0385 119.623 0.187 -0.0267 -0.0703 -0.0755
-170 -2.9671 19.687 123.69 0.1584 -0.0217 -0.0526 -0.055
-180 | -3.1416 20.413 128.26 0.124 -0.01559 | -0.0308 | -0.0299
-190 | -3.3161 21.2 133.23 0.0829 -0.0083 -0.0047 | 0.00042
-200 -3.4907 22.032 138.43 0.036 0.0036 0.026 0.036
-210 -3.6652 22.86 143.64 -0.0178 0.01 0.061 0.0765
-220 | -3.8397 23.64 148.56 -0.074 0.021 0.098 0.12
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Tabela D4.2. Wartosci wspotczynnikéw :—i dla drugiej postaci drgan
B2°1 | Balrad] | f[Hz] W b by Dy bs
by by by by
50 0.8727 53.18 334.156 -0.112 -12.96 -77.18 -101.77
40 0.6981 53.058 333.374 1.19 -16.54 -97.8 -128.84
30 0.5236 52.95 332.71 3.59 -27.31 -160.65 -211.44
20 0.3491 52.9 3324 13.86 -92.96 -546.15 -718.65
10 0.1745 52.92 332.49 -11.45 92.49 554.7 716.8
0 0 52.97 332.84 -2.917 39.88 235.89 310.699
-10 -0.1745 53.4 335.57 -0.495 30.49 181.23 238.86
-20 -0.3491 53.36 3353 0.985 27.64 165.06 217.71
-30 -0.5236 53.29 334.83 2.11 26.94 161.41 213
-40 -0.6981 53.21 334.324 3.019 27.086 162.76 214.88
-50 -0.8727 53.242 334.53 3.759 27.57 166.03 219.26
-60 -1.0472 53.27 334.68 4.34 28.13 169.64 224.084
-70 -1.2217 53.28 334.782 4.755 28.612 172.724 228.187
-80 -1.3963 53.29 334.84 5.0074 28.93 174.756 230.89
-90 -1.5708 53.29 334.858 5.0919 29.044 175.462 231.83
-100 -1.7453 53.29 334.84 5.0074 28.93 174.756 230.89
-110 -1.9199 53.28 334.782 4.755 28.612 172.724 228.187
-120 -2.0944 53.27 334.68 4.34 28.13 169.64 224.084
-130 -2.2689 53.242 334.53 3.759 27.57 166.03 219.26
-140 -2.4435 53.21 334.324 3.019 27.086 162.76 214.88
-150 -2.618 53.29 334.83 2.11 26.9 161.41 213
-160 -2.7925 53.1099 333.699 0.985 27.64 165.06 217.703
-170 -2.9671 53.04 333.282 -0.495 30.486 181.22 238.86
-180 -3.1416 52.97 332.84 -2.9179 39.88 235.89 310.699
-190 -3.3161 52.92 332.49 -11.45 92.49 554.7 716.8
-200 -3.4907 52.9 3324 13.86 -92.96 -546.15 -718.65
-210 -3.6652 52.95 332.71 3.59 -27.31 -160.65 -211.44
-220 -3.8397 53.058 333.374 1.19 -16.54 -97.8 -128.84
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Tabela D4.3. Wartosci wspotczynnikéw :—i dla trzeciej postaci drgan
B2[°1 | Bzlrad] | f[Hz] W P B Dy Bs
b, b, by by
50 0.8727 64.04 402.38 10.28 -0.256 4.05 6.37
40 0.6981 62.54 392.96 18.62 -0.003 9.99 15.07
30 0.5236 61.8 388.76 95.84 1.622 -160.65 -211.44
20 0.3491 62.062 389.94 -33.98 -0.659 -21.95 -32.4
10 0.1745 63.11 396.54 -15.37 -0.118 -8.87 -13.28
0 0 65.038 408.647 -10.39 0.125 -4.82 -7.44
-10 -0.1745 67.88 497.93 -8.129 0.2734 -2.79 -4.534
-20 -0.3491 71.7 450.78 -6.87 0.368 -1.624 -2.875
-30 -0.5236 76.5 480.718 -6.097 0.433 -0.914 -1.87
-40 -0.6981 82.31 517.172 -5.591 0.48 -0.469 -1.245
-50 -0.8727 88.96 558.96 -5.25 0.52 -0.184 -0.855
-60 -1.0472 96.038 603.426 -5.023 0.557 -0.0025 -0.618
-70 -1.2217 102.699 645.278 -4.876 0.592 0.109 -0.487
-80 -1.3963 107.641 676.329 -4.793 0.6178 0.169 -0.427
-90 -1.5708 109.49 687.955 -4.766 0.628 0.1885 -0.4107
-100 -1.7453 107.641 676.329 -4.793 0.6178 0.169 -0.427
-110 -1.9199 102.699 645.278 -4.876 0.592 0.109 -0.487
-120 -2.0944 96.038 603.426 -5.023 0.557 -0.0025 -0.618
-130 -2.2689 88.96 558.96 -5.25 0.52 -0.184 -0.855
-140 -2.4435 82.31 517.172 -5.591 0.48 -0.469 -1.245
-150 -2.618 76.5 480.718 -6.097 0.433 -0.914 -1.87
-160 -2.7925 71.7 450.78 -6.87 0.368 -1.624 -2.875
-170 -2.9671 67.88 497.93 -8.129 0.2734 -2.79 -4.534
-180 -3.1416 65.038 408.647 -10.39 0.125 -4.82 -7.44
-190 -3.3161 63.11 396.54 -15.37 -0.118 -8.87 -13.28
-200 -3.4907 62.062 389.94 -33.98 -0.659 -21.95 -32.4
-210 -3.6652 61.8 388.76 95.84 1.622 -160.65 -211.44
-220 -3.8397 62.54 392.96 18.62 -0.003 9.99 15.07
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Tabela D4.4. Wartosci wspotczynnikéw % dla czwartej postaci drgan
1

B[] | Belrad] | f[Hz] | w P2 e Py Bs

by by by by
50 0.8727 208.184 | 1308.06 8.13 -88.68 -109.31 | 270.965
40 0.6981 208.27 1308.59 14.43 -167.99 | -207.87 | 514.84
30 0.5236 208.32 1308.9 76.17 -914.68 | -1134.5 | 2811
20 0.3491 208.33 1308.99 -24.48 291.19 361.49 -895.84
10 0.1745 208.31 1308.84 -11.26 127.23 157.83 -391.35
0 0 208.247 | 1308.45 -7.776 80.32 99.39 -246.63
-10 -0.1745 208.141 | 1307.79 -6.27 57.083 70.33 -174.7
-20 -0.3491 207.94 1306.78 -5.48 42.69 52.26 -129.97
-30 -0.5236 207.76 1307.35 -5.032 32.696 39.66 -98.815
-40 -0.6981 207.448 | 1303.43 -4.769 25.35 30.358 -75.82
-50 -0.8727 207.042 | 1300.883 | -4.61 19.83 23.37 -58.54
-60 -1.0472 206.54 1297.73 -4.518 15.77 18.22 -45.79
-70 -1.2217 205.992 | 1294.29 -4.466 12.97 14.66 -36.97
-80 -1.3963 205.53 1291.384 | -4.439 11.308 12.553 -31.76
-90 -1.5708 205.344 | 1290.21 -4.431 10.759 11.86 -30.04
-100 | -1.7453 205.53 1291.384 | -4.439 11.308 12.553 -31.76
-110 | -1.9199 205.992 | 1294.29 -4.466 12.97 14.66 -36.97
-120 | -2.0944 206.54 1297.73 -4.518 15.77 18.22 -45.79
-130 | -2.2689 207.042 | 1300.883 | -4.61 19.83 23.37 -58.54
-140 | -2.4435 207.448 | 1303.43 -4.77 25.35 30.358 -75.82
-150 | -2.618 207.98 1306.78 -5.479 42.69 52.256 -129.97
-160 | -2.7925 208.14 1307.78 -6.266 57.084 70.335 -174.71
-170 | -2.9671 208.25 1308.45 -7.78 80.32 99.39 -246.634
-180 | -3.1416 208.31 1308.84 -11.26 127.23 157.83 -391.35
-190 |-3.3161 208.33 1308.99 -24.48 291.19 361.49 -895.86
-200 | -3.4907 208.07 1307.35 76.17 -914.68 | -1134.5 | 2811
-210 | -3.6652 208.184 | 1308.011 |-167.99 |-207.87 |514.84 270.965
-220 | -3.8397 208.184 | 1308.06 8.13 -88.68 -109.31 | 270.965
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Tabela D4.5. Wartosci wspotczynnikéw % dla piatej postaci drgan
1

B2[°]1 | Bzlrad] | f[Hz] W by bs ba bs

by by by by
50 0.8727 296.03 1860.01 10.078 -97.37 317.422 -223.87
40 0.6981 296.22 1861.18 18.55 -188.57 614.37 -432
30 0.5236 296.34 1861.95 130.75 -1360.26 | 4431 -3109
20 0.3491 296.39 1862.3 -27.4 282.7 -920.78 645.55
10 0.1745 296.38 1862.23 -13.097 | 129.67 -422.48 296.23
0 0 296.303 1861.73 -9.036 83.193 -271.22 190.4
-10 -0.1745 296.15 1860.77 -7.189 59.77 -195.07 137.26
-20 -0.3491 295.9131 1859.28 -6.176 45.17 -147.63 104.26
-30 -0.5236 295.58 1857.182 | -5.57 35.013 -114.7 814
-40 -0.6981 295.136 1854.4 -5.18 27.54 -90.436 64.64
-50 -0.8727 295.136 1850.89 -4.93 21.94 -72.3 52.127
-60 -1.0472 295.58 1846.8 -4.766 17.83 -58.98 42.955
-70 -1.2217 293.26 1842.6 -4.663 14.98 -49.79 36.64
-80 -1.3963 292.74 1839.35 -4.608 13.31 -44.38 32.92
-90 -1.5708 292.54 1838.08 -4.591 12.75 -42.59 31.696
-100 -1.7453 292.74 1839.36 -4.608 13.308 -44.38 32.92
-110 -1.9199 293.26 1848.64 -4.66 14.98 -49.79 36.64
-120 | -2.0944 293.93 1846.803 | -4.765 17.83 -58.98 42.96
-130 | -2.2689 294.58 1850.888 | -4.93 21.94 -72.3 52.13
-140 -2.4435 295.14 1854.4 -5.18 27.54 -90.44 64.64
-150 -2.618 295.58 1857.182 | -5.57 35.014 -114.67 814
-160 -2.7925 295.91 1859.27 -6.176 45.17 -147.64 104.26
-170 | -2.9671 296.15 1860.77 -7.189 59.77 -195.07 137.26
-180 -3.1416 296.3 1861.73 -9.036 83.193 -271.222 190.4
-190 -3.3161 296.38 1862.23 -13.98 129.67 -422.48 296.23
-200 | -3.4907 296.4 1862.3 -27.4 282.27 -920.81 645.57
-210 | -3.6652 296.34 1861.95 130.73 -1360 4429.8 -3108.7
-220 -3.8397 296.22 1861.18 18.55 -188.57 614.36 -432
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