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Wykaz oznaczen

graf prosty (graf)

zbiér wierzchotkow grafu G

zbiér krawedzi grafu G

krawedz incydentna z wierzchotkami x,y

stopien wierzchotka x w grafie G

maksymalny stopien grafu G

minimalny stopien grafu GG

sasiedztwo otwarte wierzchotka x w grafie G

sgsiedztwo domkniete wierzchotka = w grafie G

odleglto$¢ pomiedzy wierzchotkami x,y w grafie G

odlegtos¢ pomiedzy wierzchotkiem x a zbiorem S w grafie G
Srednica grafu G

droga pomiedzy wierzchotkami z i y w grafie

droga pomiedzy podzbiorami wierzchotkow A i B w grafie
droga pomiedzy wierzchotkiem z i podzbiorem wierzchotkow A
w grafie

droga pomiedzy wierzchotkami x i y zawierajaca wierzchotek z
w grafie

k-te sasiedztwo otwarte wierzchotka = w grafie G

k-te sasiedztwo domknigte wierzchotka x w grafie G

graf bezkrawedziowy n-wierzchotkowy

Sciezka n-wierzchotkowa

cykl n-wierzchotkowy

graf pelny n-wierzchotkowy

graf pelny dwudzielny

gwiazda n-wierzchotkowa

pajak o nogach dtugosci Iy, [, ..., 1,

drzewo

podgraf grafu G indukowany przez zbior U, U C V(G)
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a(G) - liczba niezaleznosci grafu G
i(GQ) - dolna liczba niezaleznosci grafu G
7(G) - liczba dominowania grafu G
Y1.6(G) - liczba (1, k)-dominowania grafu G
7.2(G) - liczba (1, 2)-dominowania grafu G
7 3(G) - liczba wlasciwego (1, 2)-dominowania grafu G
11.1(G) - liezba (1,1)-dominowania grafu G
I'(G) - gorna liczba dominowania grafu G
I'x(G) - goérna liczba (1, k)-dominowania grafu G
I'12(G) - gbrna liczba (1,2)-dominowania grafu G
[ 5(G) - gbrna liczba wlasciwego (1,2)-dominowania grafu G
p(G) - indeks przekroju grafu G
L(G) - zbidr lidci grafu G
L(z) - zbidr lidci grafu G sasiednich z wierzchotkiem x
S(G) - zbidér wierzchotkéw podtrzymujacych grafu G
S(@) - zbiér wierzchotkéw silnie podtrzymujacych grafu G
Sw(@) - zbiér wierzchotkéw stabo podtrzymujacych grafu G
F1.1(G) - rodzina wszystkich zbioréw (1, 1)-dominujacych grafu G
Fi2(G) - rodzina wszystkich zbioréw (1,2)-dominujacych grafu G
F13(G) - rodzina wszystkich wlasciwych zbioréw (1, 2)-dominujacych grafu G
G=H - graf GG jest izomorficzny z grafem H
G+ H - zlaczenie grafow G i H
GUOH - produkt kartezjanski grafow G i H
G x H - produkt tensorowy grafow G i H
GXH - silny produkt grafow G i H
G[H] - kompozycja grafow G'i H
G[H| - G-zlaczenie grafu G i rodziny graféw H
GoH - korona grafow G i H
GoH - uogoblniona korona grafu G i rodziny grafow H
GX - duplikacja podzbioru wierzchotkéw X w grafie G

G two} - duplikacja wierzchotka xy w grafie G
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Dominowanie w grafach jest jednym z bardziej znanych zagadnien w teorii grafow,
ktore jest intensywnie badane w ostatnich dekadach.

Niech G = (V, E) bedzie dowolnym grafem. Podzbior D C V(G) jest zbiorem
dominujacym grafu G, jezeli kazdy wierzchotek ze zbioru V(G)\ D jest sasiedni z pewnym
wierzchotkiem ze zbioru D. Moc najmniejszego zbioru dominujacego, nazywana liczbg
dominowania grafu, jest jednym z najczesciej rozwazanych parametréow liczbowych
zwigzanych z pojeciem dominowania.

Pierwsza wzmianka o zbiorach dominujacych pojawita sie w monografii [8] C. Berge’a
z 1962 roku, gdzie zostat zdefiniowany zbiér stabilny zewnetrznie oraz wspotezynnik
stabilnosci zewnetrznej grafu, znane obecnie odpowiednio jako zbiér dominujacy i liczba
dominowania grafu. Réwniez w 1962 roku O. Ore w [53] po raz pierwszy uzyl pojecia
zbioru dominujacego i liczby dominowania, a w 1977 roku E. J. Cockayne i S. T. He-
detniemi w [15] opublikowali przeglad wynikéw dotyczacych dominowania, gdzie uzyli
symbolu v(G) do oznaczenia liczby dominowania grafu G.

Pomimo ze poczatki badan dotyczacych zbiorow dominujacych pochodza z lat
60-tych XX wieku, to zainteresowanie tematyka, ktéra mozna powigzaé ze zbiorami
dominujacymi, datuje sie na rok 1862, kiedy to C. F. de Jaenisch rozwazal problemy
dotyczace rozmieszczania figur na szachownicy o wymiarze n X n i wyznaczenia naj-
mniejszej liczby krolowych tak, aby kazde pole albo byto zajete przez krélowa, albo
moglo zostaé¢ zaatakowane w kolejnym ruchu przez co najmniej jedna z krolowych
[17]. Modelujac powyzszy problem przy pomocy odpowiednio zdefiniowanego grafu,
znalezienie rozwigzania mozna sprowadzi¢ do wyznaczenia liczby dominowania tego
grafu. Szczegdlnym przypadkiem tych rozwazan jest znany problem pieciu krélowych [8].
W tym czasie rozwazane byty réwniez inne problemy szachowe, dotyczace rozmieszczania
figur na szachownicy, opisane miedzy innymi przez braci Yaglom w [65].

Teoria dominowania ma wiele zastosowan. Zbiory dominujace moga by¢ wykorzysty-
wane miedzy innymi w problemach lokalizacji r6znych strategicznych punktow, na przy-
ktad punktow pomocy medycznej, przy organizacji imprez masowych. W ostatnich

latach zbiory dominujace stosowane sg rowniez miedzy innymi w cyberbezpieczenstwie
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[2, 25|, zarzadzaniu sieciami bezprzewodowymi [38, 67| czy analizie sieci ztozonych
[49, 50]. Zbiory dominujace znalazlty zastosowanie takze w socjologii. L. L. Kelleher
i M. B. Cozzens w [40] wykorzystaly zbiory dominujace do badania relacji w sieciach
spotecznych.

W literaturze mozna znalez¢ wiele réznych wariantow i uogélnien zbioréw dominuja-
cych w grafach. W [33] zostalo opisanych ponad siedemdziesiat rodzajéw dominowania
i zwiazanych z nimi parametréw. Wsrdod takich uogélnien wazng role odgrywa wielo-
krotne dominowanie wprowadzone przez J. Finka i M. S. Jacobsona w [22].

Niech p > 1 bedzie liczba naturalna. Podzbior D C V(G) nazywamy zbiorem
p-dominujacym grafu G, jezeli kazdy wierzcholek ze zbioru V(G) \ D ma co najmniej
p sasiadéow w zbiorze D. Jezeli p = 1, to otrzymujemy definicj¢ zbioru dominujacego.
Jezeli p = 2, to otrzymujemy definicje zbioru 2-dominujacego, nazywanego roéwniez
zbiorem podwodjnie dominujgcym. W wydanej w 2020 roku ksigzce T. Haynes, S. T. He-
detniemiego i M. A. Henninga pod tytutem Topics in Domination in Graphs [34] jeden
z rozdziatow autorstwa A. Hansberg i L. Volkmanna zawiera obszerny przeglad istotnych
wynikow zwigzanych z wielokrotnym dominowaniem. Wiele prac z zakresu wielokrotnego
dominowania dotyczy zbioréw 2-dominujacych, ktore sg badane ze wzgledu na ich rézne
wlasnosci 1 wartodci parametréw 2-dominowania, na przyktad [6, 10, 14, 26, 27, 30].
Roéwniez dla p > 2 rozwazane sa zbiory p-dominujace, warto wymieni¢ miedzy innymi
[12, 51, 52].

Innym znanym uogdélnieniem zbioréw dominujacych jest dominowanie w sensie
odlegloéciowym, ktére zdefiniowali A. Meir i J. W. Moon w [43]. Niech k& > 1 bedzie
liczbg naturalna. Podzbiér D C V(@) jest odleglosciowym zbiorem k-dominujacym
grafu G, jezeli dla kazdego wierzchotka z € V(G)\ D istnieje y € D taki, ze dg(x,y) < k.
Jezeli k = 1, to otrzymujemy definicje zbioru dominujacego. Parametr k£ w definicji
odlegtosciowego zbioru k-dominujacego okresla najwieksza dopuszczalng odleglosé
pomiedzy wierzchotkiem spoza odlegtosciowego zbioru k-dominujacego a tym zbiorem.
Uogolnienia odlegtosciowe zbiorow dominujacych sa badane, literatura jest obszerna
i weigz aktualna, wyniki dotyczace tych zbiorow mozna znalezé miedzy innymi w pracach
[16, 21, 28].

Wykorzystujac wielokrotne oraz odlegtosciowe uogdlnienia zbioréw dominujacych,
w 2008 roku S. M. Hedetniemi, S. T. Hedetniemi, J. Knisely i D. F. Rall wprowadzili
w [35] nowy wariant zbioréw dominujacych, mianowicie zbiory (1, k)-dominujace, ktére
uogolniaja zbiory dominujace i jednoczesnie sa stabsza wersja 2-dominowania.

Niech £ > 1 bedzie liczba naturalng. Podzbior D C V(G) nazywamy zbiorem (1, k)-
dominujacym grafu G, jezeli dla kazdego wierzchotka = € V(G) \ D istnieja dwa r6ézne
wierzchotki u,v € D takie, ze zu € E(G) oraz dg(z,v) < k. Dla k = 1 otrzymujemy
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zbiér 2-dominujacy.

Przedtozona rozprawa nawiazuje do wprowadzonych zbioréw (1, k)-dominujacych,
a w szczegdlnosci dotyczy zbioréw (1,2)-dominujacych w grafach i ich produktach.

Rozprawa sktada si¢ z pieciu rozdziatéw. Zawiera réwniez wykaz oznaczen, podsu-
mowanie i bibliografie.

W rozdziale pierwszym podane sa podstawowe definicje i oznaczenia. Pozostale
niezbedne definicje sg umieszczone wewnatrz rozdzialéw, bezposrednio przed ich wyko-
rzystaniem.

Rozdziat drugi jest wprowadzeniem do tematyki rozprawy. Oprdcz omoéwienia pojecia
zbioru (1, k)-dominujacego i parametréw (1, k)-dominowania, w rozdziale zostaly okre-
Slone cele rozprawy oraz przedstawione rezultaty dotyczace liczby (1,2)-dominowania
i zwiazkéw parametrow (1,2)-dominowania z parametrami klasycznego dominowania.
Wyznaczona zostata liczba (1, 2)-dominowania dla wybranych klas graféw oraz podane
zostaly zaleznosci pomiedzy liczba dominowania i liczba (1, 2)-dominowania. Za pomoca
konstrukeji szczegdlnych rodzin graféw zostato udowodnione, ze réznica pomiedzy liczba
(1,2)-dominowania i liczba dominowania moze by¢ réwna ustalonej liczbie naturalnej.
Ponadto zostato wykazane, ze w ogdlnym przypadku nie mozna podaé zaleznosci po-
miedzy liczba (1, 2)-dominowania i gérna liczba dominowania, poniewaz istnieja grafy,
w ktorych réznica pomiedzy tymi parametrami jest rowna ustalonej liczbie naturalne;j
na korzys¢ kazdego z tych parametrow.

Z definicji zbioru (1, 2)-dominujacego wynika, ze dowolny zbiér 2-dominujacy jest
zbiorem (1,2)-dominujacym. W rozdziale trzecim zostaly wprowadzone wiasciwe zbiory
(1,2)-dominuggce, czyli zbiory (1,2)-dominujace, ktére nie sa zbiorami 2-dominujacymi.
Rozstrzygniety zostal problem istnienia wlasciwych zbioréw (1,2)-dominujacych w gra-
fach. W przypadku graféw spéjnych zostalo udowodnione, ze jedyng klasg grafow,
w ktérych nie istnieje wlasciwy zbiér (1,2)-dominujacy sa grafy pelne. Ponadto zo-
stalo pokazane, ze dla spéjnego grafu niebedgcego grafem pelnym liczby wlasciwego
(1,2)-dominowania i (1, 2)-dominowania sa réwne. W dalszej czesci rozdziatu zostat
podany, a nastepnie zbadany ciag zaleznosci pomiedzy parametrami wtasciwego (1,2)-
dominowania, (1,2)-dominowania oraz klasycznego dominowania. W tym ciagu zalezno-
Sci nie wystepuje gorna liczba dominowania I'(G), poniewaz w ogblnym przypadku nie
mozna poda¢ zwiazku pomiedzy I'(G) i 'y 5(G). Zostaly podane konstrukcje graféw,
dla ktorych réznice pomiedzy tymi parametrami moga by¢ dowolnie duze na korzysé
kazdego z nich. Ponadto przy pomocy konstrukecji szczegdlnych rodzin graféw zostato
wykazane, ze istnieja grafy, w ktoérych wszystkie omawiane parametry sg réwne albo
zaleznosci wystepujace w omawianym ciggu sg ostre.

W rozdziale czwartym zostal wprowadzony indeks przekroju zbioréw (1, 1)-dominujg-
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cych i wlasciwych zbioréw (1,2)-dominujgcych grafu bedacy najmniejsza mozliwa
liczba wspdlnych wierzchotkéw zbioru (1, 1)-dominujacego oraz wlasciwego zbioru (1, 2)-
dominujgcego w danym grafie. Zostala wyznaczona wartos¢ tego indeksu w niektorych
klasach graféw takich jak: Sciezki, cykle, grafy petne dwudzielne i pajaki. Ponadto
zostal podany warunek konieczny na to, aby w drzewie istniaty zbior (1, 1)-dominujacy
i whasciwy zbiér (1, 2)-dominujacy, ktore sa roztaczne.

Rozdzial piaty zawiera rezultaty dotyczace istnienia niezaleznych zbioréw (1,2)-
dominujacych w grafach i ich produktach (nazywanych réwniez iloczynami graféw),
w szczegblnoéci w produkeie tensorowym, silnym produkcie, G-ztaczeniu oraz uogélnione;j
koronie grafow. W kazdym przypadku zostata podana petna charakteryzacja produktu,
w ktérym istnieje niezalezny zbior (1, 2)-dominujacy. Charakteryzacje te podaja warunki
na istnienie niezaleznych zbioréw (1, 2)-dominujacych w danym produkcie w zaleznosci
od wtasnosci graféw bedacych jego czynnikami.

Wigkszosé zamieszczonych w rozprawie wynikow zostata opublikowana, a pozostate
sg opracowane w formie artykutéw i oczekuja na zakonczenie procesu publikacyjnego.

W niniejszej rozprawie wykorzystane zostaty nastepujace artykuty:

(A) A. Michalski, I. Wtoch, On the existence and the number of independent (1,2)-
dominating sets in the G-join of graphs, Applied Mathematics and Computation,
377 (2020) 125155,

(B) A. Michalski, P. Bednarz, On independent secondary dominating sets in generalized
graph products, Symmetry, 13(12) (2021) 2399,

(C) A. Michalski, I. Wtoch, M. Dettlaff, M. Lemanska, On proper (1,2)-dominating
sets, Mathematical Methods in the Applied Sciences, 45(11) (2022) 7050-7057,

(D) A. Kosiorowska, A. Michalski, I. Wtoch, On minimum intersections of certain

secondary dominating sets in graphs, Opuscula Mathematica, 43(6) (2023) 813-827.

W kazdym z powyzszych wspétautorskich artykutow udziat autora rozprawy, zgodnie
z o$wiadczeniami wspotautoréw, wynosi co najmniej 50%.
Zamieszczone w tej rozprawie wyniki zostaly przedstawione w formie referatéw na

miedzynarodowych konferencjach, w szczegdlnosci:

1. The 6th Gdansk Workshop on Graph Theory, Gdansk, 2018, tytul referatu: On
the existence and the number of (1,2)-kernels in G-join of graphs,

2. The 27th Workshop on Cycles and Colourings, Nowy Smokowiec (Stowacja), 2018,

tytut referatu: Secondary kernels in graph products,
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3. The 27th Workshop '3inl’; Stryszawa, 2018 tytul referatu: (1,2)-kernels in the G-
join of graphs,

4. The 7th Gdansk Workshop on Graph Theory, Gdansk-Sobieszewo, 2019, tytut

referatu: Secondary dominating sets in graphs and their modification,

5. The 28th Edition of the Annual 3in1 Workshop, Dostonce, 2019, tytut referatu:

Parameters of secondary domination in graphs,

6. 9th Polish Combinatorial Conference, Bedlewo, 2022 , tytul referatu: Some pro-
perties of (1,2)-dominating and proper (1,2)-dominating sets in graphs,

7. The 8th Gdansk Workshop on Graph Theory, Sopot, 2023, tytut referatu: On
independent (1,1)-dominating and (1,2)-dominating sets in graph products.

Wyniki zawarte w niniejszej rozprawie nie wyczerpuja przedstawionej tematyki,
ktéra moze by¢ nadal rozwijana. Dalsze kierunki badan sg juz okreslone i przedstawione

w podsumowaniu rozprawy.



Rozdziat 1
Podstawowe definicje i oznaczenia

Rozdzial ten zawiera podstawowe definicje oraz oznaczenia wykorzystywane w dalszej
czescl pracy, ktére zostaly zaczerpnigte gtéwnie z [20].

Grafem prostym nieskierowanym nazywamy pare uporzadkowana G = (V, E), gdzie
V' jest zbiorem skonczonym, natomiast E jest rodzinag réznych dwuelementowych
podzbioréow réznych elementéw zbioru V. Dla danego grafu G zbiér V' oznaczamy
przez V(G) i nazywamy zbiorem wierzcholkéw, natomiast zbiér E oznaczamy przez
E(G) i nazywamy zbiorem krawedzi. Elementy zbioru V(G) nazywamy wierzchotkami,
a elementy zbioru E(G) krawedziami. Dla uproszczenia zapisu krawedz {z,y} bedziemy
oznaczal przez xy.

W niniejszej pracy bedziemy rozwazaé¢ wytacznie grafy proste nieskierowane, ktore
bedziemy nazywaé krotko grafamia.

Jezeli V(G) = E(G) =0, to graf G nazywamy grafem pustym i oznaczamy symbo-
lem (). Jezeli |V(G)| =n,n > 1oraz E(G) = 0, to G nazywamy grafem bezkrawedziowym
i oznaczamy przez N,. Grafy puste oraz jednowierzchotkowe bedziemy nazywaé grafami
trywialnymi.

Wierzchotki x i y nazywamy sgsiednimi (lub sgsiadami) w grafie G, jezeli zy € E(Q).
Powiemy wtedy, ze wierzchotki x oraz y sg incydentne z krawedzig xy lub ze sa koncami
krawedzi zy. Niech z € V(G). Sgsiedztwem otwartym wierzchotka x w grafie G nazywamy
zbiér Ng(z) = {y e V(G): zy € E(G)}. Zbiér Nglz] = Ng(z) U {z} nazywamy
sgsiedztwem domknietym wierzchotka x w grafie G. Stopniem wierzchotka x w grafie G
nazywac bedziemy liczbe krawedzi incydentnych z wierzchotkiem z i oznaczaé przez
dg(x). Liczbe §(G) = min{dg(z): © € V(G)} nazywamy minimalnym stopniem grafu G,
natomiast liczbe A(G) = max{dg(x): x € V(G)} nazywamy maksymalnym stopniem
grafu G.

Jezeli dg(z) = 0, to x nazywamy wierzcholkiem izolowanym. Jezeli dg(z) = 1, to

x nazywamy li§ciem. Zbioér wszystkich lisci grafu G oznaczamy symbolem L(G). Dla
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dowolnego wierzchotka x € G zbiér wszystkich lisci sasiednich z wierzchotkiem x be-
dziemy oznacza¢ symbolem L(x). Wierzchotek sasiedni z co najmniej jednym liSciem
nazywamy wierzchotkiem podtrzymujgcym. Zbior wszystkich wierzchotkow podtrzymuja-
cych grafu G oznaczamy symbolem S(G). Jezeli wierzchotek jest sasiedni z co najmnie;
dwoma li$¢mi, to wierzchotek ten nazywamy silnie podtrzymujgcym, a zbiér wszystkich
wierzchotkéw silnie podtrzymujacych grafu G oznaczamy symbolem S,(G). Wierzcholtek
sgsiedni z doktadnie jednym lisSciem nazywamy stabo podtrzymujgcym, a zbidr wszystkich
wierzchotkéw stabo podtrzymujacych grafu G oznaczamy symbolem S, (G).

Podzbiér D C V(G) nazywamy zbiorem dominujgcym grafu G, jezeli kazdy wierz-
cholek grafu ze zbioru V(G) \ D ma sasiada w zbiorze D. W szczegélnosci, zbior V(G)
jest zbiorem dominujacym grafu G. Minimalnym zbiorem dominujgcym nazywamy zbidr
dominujacy, ktory nie zawiera podzbioru wtasciwego bedacego zbiorem dominujacym.
Moc najmniejszego zbioru dominujacego w grafie G nazywamy liczbg dominowania
grafu G i oznaczamy przez v(G). Moc najwiekszego minimalnego zbioru dominujacego
w grafie G nazywamy gérng liczbg dominowania grafu G i oznaczamy przez I'(G). Dla
dowolnego grafu G zachodzi nieréwnos$é¢ v(G) < I'(G).

Podzbiér S C V(G) nazywamy zbiorem niezaleznym grafu G, jezeli kazde dwa
wierzchotki z tego zbioru nie sa sasiednie. Przyjmujemy, ze zbior pusty oraz zbiory
jednowierzchotkowe sg zbiorami niezaleznymi. Maksymalnym zbiorem niezaleznym nazy-
wamy zbior niezalezny, ktéry nie jest podzbiorem wtasciwym innego zbioru niezaleznego.
Moc najwigkszego zbioru niezaleznego w grafie G nazywamy liczbg niezaleznosci grafu
G i oznaczamy przez a(G). Moc najmniejszego maksymalnego zbioru niezaleznego
w grafie G nazywamy dolng liczbg niezaleznosci grafu G i oznaczamy przez i(G). Dla
dowolnego grafu G zachodzi nieréwnosc¢ i(G) < a(G).

Niech beda dane grafy G = (V(G), E(G)) oraz H = (V(H), E(H)).

Grafy G i H nazywamy izomorficznymi, jezeli istnieje bijekcja f : V(G) — V(H)
taka, ze xy € V(G) wtedy i tylko wtedy, gdy f(z)f(y) € V(H). Izomorficznosé graféow
G i H oznaczamy symbolem G = H, natomiast funkcje f nazywamy izomorfizmem.

Jezeli V(H) C V(G) oraz E(H) C E(G), to graf H nazywamy podgrafem grafu G.
Jezeli H zawiera wszystkie krawedzie ze zbioru E(G) o koficach w zbiorze U C V(G),
to podgraf H nazywamy podgrafem grafu G indukowanym przez zbior U i oznaczamy
symbolem G[U].

Sciezkq n-wierzcholkowq nazywamy graf P,, n > 2 taki, ze V(P,) = {z1,29,...,2,}
1 E(P,) = {x1m9, X223, ..., Tp_1Zy}.

Cyklem n-wierzcholkowym nazywamy graf C,,, n > 3 taki, ze V(C,,) = {z1, 29, ..., 2.}
1 E(Cy) = {z129, X213, . . ., Tpyy_1Tp, TpyT1 }-

Dla n > 1 drogg pomiedzy wierzcholtkami xqy i x, w grafie G nazywamy ciag wierz-
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chotkéw i krawedzi xg, xox1, 21, ..., Ty_12,, Tn. Dla n > 2 droge pomiedzy wierzchot-
kami xg i x, oznaczamy symbolem xy — x,. Jezeli xy = z, dla n > 3, to otrzy-
mujemy cykl. Niech A C V(G),B C V(G). Jezeli {xg,x1,...,2,} N A = {xo} oraz
{xg,x1,...,2,} N B = {x,}, to droge x¢ — =, nazywamy drogq pomiedzy zbiorami
A i B i oznaczamy symbolem A — B. Jezeli A = {z}, to droge A — B nazywamy drogq
pomiedzy wierzchotkiem x i zbiorem B i oznaczamy symbolem x — B. Aby wskazac, ze
droga pomiedzy wierzchotkami z i y lub pomiedzy zbiorami A i B lub pomiedzy wierz-
chotkiem z i zbiorem B zawiera wierzchotek z, bedziemy odpowiednio pisa¢ x — z — ¥y
lubA—2z—Blubz—2z—-B.

Jezeli pomiedzy dwoma dowolnymi, roznymi wierzchotkami grafu istnieje taczaca je
droga, to graf nazywamy spojnym, w przeciwnym wypadku graf nazywamy niespdjnym.
Kazdy maksymalny (ze wzgledu na relacje zawierania ) spojny podgraf grafu nazywamy
sktadowq spojnosci grafu. W szczegolnosci, graf spéjny posiada jedng sktadowa spojnoscei.
Graf spojny bez cykli nazywamy drzewem.

Dtiugoscig drogi nazywamy liczbe wystepujacych w niej krawedzi. Diugos$é najkrot-
szej drogi pomiedzy wierzchotkami z( i z,, w grafie G bedziemy nazywac¢ odlegtoSciq
pomiedzy wierzchotkami xg i x, oraz oznacza¢ symbolem dg(zg, x,). Przyjmujemy, ze
dg(z,z) = 0. Najwieksza mozliwa odlegtosé pomiedzy dwoma wierzchotkami grafu
G nazywamy Srednicg grafu i oznaczamy przez diam(G). Najwieksza odlegto$é pomie-
dzy wierzchotkiem x i wszystkimi innymi wierzchotkami grafu nazywamy mimosrodem
wierzchotka z. Wierzchotek o najwigkszym mimosrodzie w grafie G nazywamy wierz-
chotkiem centralnym badz centrum grafu G. Graf moze mie¢ wiecej niz jeden wierzchotek
centralny.

Niech v bedzie wierzchotkiem grafu G i niech S C V/(G). Liczbe dg(v,S) =
min{dg(v,z): x € S} nazywamy odlegloscig pomiedzy wierzcholkiem x i zbiorem S w gra-
fie G.

Niech k > 2. Zbiér NE(z) = {v € V(GQ): 0 < dg(z,v) < k} bedziemy nazywaé
k-tym sgsiedztwem otwartym wierzchotka x w grafie G. Analogicznie, zbiér NE[x] =
NE(z) U{x} bedziemy nazywaé¢ k-tym sgsiedztwem domknietym wierzchotka x w grafie
G.

Niech G bedzie grafem spéjnym i niech dg(x) > 2. Galezig grafu G w wierz-
cholku r nazywamy maksymalny (ze wzgledu na relacje zawierania) podgraf bedacy
drzewem, ktory zawiera x oraz doktadnie jedng krawedz incydentng z x. Gataz izomor-
ficzna ze Sciezka bedziemy nazywaé $ciezkq wiszgcq.

Jezeli w grafie kazde dwa wierzchotki sa sasiednie, to taki graf nazywamy grafem
petnym. Graf pelny n-wierzchotkowy oznaczamy symbolem K,,, n > 1. Graf K3 bedziemy

nazywac trojkgtem. Przyjmujemy, ze graf N jest grafem pelnym. Podgraf indukowany,
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ktory jest grafem pelnym, nazywamy klikq.

Jezeli zbior wierzchotkéw grafu mozemy podzieli¢ na dwa roztgczne, niepuste i nie-
zalezne zbiory Vi, Vs, to taki graf nazywamy grafem dwudzielnym. Jezeli w grafie
dwudzielnym kazdy wierzchotek ze zbioru V) jest sasiedni z wszystkimi wierzchotkami
ze zbioru Va, to taki graf nazywamy grafem peinym dwudzielnym. W szczegblnodci, jezeli
Vi = n i |Va| = m, to graf pelny dwudzielny oznaczamy symbolem K, ,,. Graf Ky,
nazywamy gwiazdg n-wierzchotkowa.

Sumq graféw G i H nazywamy graf G U H taki, ze V(GU H) = V(G) UV (H)
iE(GUH)=E(G)UE(H).

Zlgczeniem grafow G 1 H nazywamy graf G+ H taki, ze V(G+ H) = V(G) UV (H)
oraz E(G+ H)=FE(G)UEH)U{zy: x € V(G)iye V(H)}.

Produktem kartezjanskim grafow G i H nazywamy graf G O H taki, ze V(GO H) =
V(G) x V(H) oraz E(G T H) = {(s,yp) (@5, 90): (@ = a5 i oy € ECH)) Iub (g, =
Y, 1z € E(G))}.

Produktem tensorowym graféw G 1 H nazywamy graf G x H taki, ze V(G x H) =
V(G) x V(H) oraz E(G x H) = {(z, yp)(z;,v,): wix; € E(G) 1y,y, € E(H)}.

Silnym produktem graféow G oraz H nazywamy graf G X H taki, ze V(GX H) =
V(G) x V(H) oraz E(GR H) = {(vs,5,) (25 50): (31 = 5 i gy € E(H)) Iub (y, =
Yo 1wy € E(G)) lub (zx; € E(G) iypy, € E(H))}

Kompozycjg dwéch grafow G, H nazywamy graf G[H] taki, ze V(G[H]) = V(G) x
V(H) oraz E(G[H]) = {(zs, yp)(xj,ys): zix; € E(G) lub (y,y, € E(H) i z; = x;)}.

Niech G bedzie grafem spojnym, |V (G)| > 2 oraz niech H = {H,: v € V(G)} bedzie
rodzing niepustych graféw, indeksowana wierzchotkami grafu G.

Wtedy G-zlaczeniem graféw G oraz rodziny H nazywamy graf G[H] taki, ze
V(GIH]) = Usev(e) ({v} x V(H,)) oraz (v1,ur)(va, us) € E(G[H]) wtedy i tylko wtedy,
gdy (vy = v9 1 uyug € E(H,,)) lub vjve € E(G).

G-ztaczenie jest uogdlnieniem wielu znanych operacji na grafach. W szczegdlnosci
mozemy wyrozni¢ nastepujace przypadki.

Jezeli G = P, oraz H = {Hy, Ho}, wtedy G[H] jest zlaczeniem H; + Ho.

Jezeli dla kazdego v € V(G) zachodzi H, = H, to wtedy G[H] jest kompozycja
G[H].

Niech X C V(G). Jezeli dla wszystkich v € V(G) \ X zachodzi H, = Nj, natomiast
dla wszystkich v € X zachodzi H, = N,, wtedy graf G[H| jest duplikacjq zbioru X w gra-
fie G, oznaczang przez GX. W szczegélnosei, jesli X = {xg} to otrzymujemy duplikacje
wierzchotka xo w grafie G, oznaczang symbolem G{#o},

Niech G bedzie grafem n-wierzchotkowym, n > 2 oraz niech H = {H,: v € V(G)}

bedzie rodzing dowolnych graféw, indeksowang wierzchotkami grafu G. Uogdlniong
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korong grafu G oraz rodziny H nazywamy graf G o H taki, ze V(G[H]) = V(G) U
Uvev(e) V (H,) oraz E(G o H) = E(G) UUev ) E(Hy) UUpevgy{vu: v € V(H,)}

Jezeli wszystkie grafy z rodziny H sa izomorficzne z pewnym grafem H, to otrzymu-
jemy definicje korony dwoch graféw G o H.

Pozostale pojecia beda definiowane w pracy bezposrednio przed ich uzyciem.



Rozdziat 2

Wprowadzenie do zbioréow

(1,2)-dominujacych

W tym rozdziale wprowadzimy pojecie zbioru (1, k)-dominujacego w grafach, przed-
stawimy cel rozprawy oraz wstepne rezultaty dotyczace zbioréw (1, k)-dominujacych, ze
szczegblnym uwzglednieniem zbioréw (1, 2)-dominujacych. Podamy zaleznosci pomiedzy

parametrami (1,2)-dominowania, a parametrami klasycznego dominowania.

2.1 Przedstawienie problemu, celu rozprawy oraz

wstepne rezultaty

Pojecie zbioru (1, k)-dominujacego wprowadzili S. M. Hedetniemi i in. w [35] jako
szczegblny rodzaj zbioru dominujacego.

Niech k € N. Podzbiér D C V(G) nazywamy zbiorem (1, k)-dominujgcym grafu G,
jezeli dla kazdego wierzchotka v € V(G) \ D istnieja dwa rézne wierzchotki u,w € D
takie, ze vu € E(G) oraz dg(v, w) < k. Ponadto przyjmujemy, ze dla dowolnego k € N
zbiér V(G) jest zbiorem (1, k)-dominujacym grafu G.

Z powyzszej definicji wynika, ze w grafie nietrywialnym kazdy zbior (1, k)-dominujacy
zawiera co najmniej dwa wierzcholki i jest zbiorem dominujacym. Zbiér (1, k)-dominujacy,
ktory nie zawiera podzbioru wilasciwego bedacego zbiorem (1, k)-dominujacym na-
zywamy minimalnym zbiorem (1, k)-dominujgcym, a zbior (1, k)-dominujacy o naj-
mniejszej mocy najmniejszym zbiorem (1, k)-dominujgcym. Kazdy najmniejszy zbior
(1, k)-dominujacy jest minimalnym zbiorem (1, k)-dominujacym.

Moc najmniejszego zbioru (1, k)-dominujacego w grafie G nazywamy liczbg (1, k)-
dominowania grafu G i oznaczamy symbolem 7, ,(G). Moc najwigkszego minimalnego
zbioru (1, k)-dominujacego w grafie G nazywamy gdrng liczbg (1, k)-dominowania grafu

G 1 oznaczamy przez I'y x(G).
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Dla ustalonego k € N i dowolnego n-wierzchotkowego grafu G, n > 2, prawdziwa

jest zaleznosé

2 < '71,k(G) < Fl,k(G> < n. (2.1)

Ponadto v14(G) = T'1x(G) = n, jezeli n = 2 lub G jest grafem niespéjnym,
ktorego kazda sktadowa spdjnosci ma co najwyzej dwa wierzchotki. Jezeli G jest n-

wierzchotkowym grafem spéjnym, n > 3, to
2 < ’71,k(G) < Flyk(G) <n-—1. (2.2)

Mozna zauwazy¢, ze dla k > 2 oraz n > 4 zachodzi zaleznosé 2 = vy, (Ky,-1) <
Iy (K1) =n—1.

Zbiory (1, k)-dominujace realizujace parametry vy x(G) oraz I'y x(G) w grafie G
bedziemy nazywaé¢ odpowiednio 7y (G)-zbiorami oraz I'y x(G)-zbiorami.

Jezeli k = 1, to otrzymujemy zbiér (1, 1)-dominujacy, czyli podzbiér D C V(G)
taki, ze dla kazdego wierzchotka v € V(G) \ D istnieja dwa rézne wierzchotki w,w € D
sasiednie z wierzchotkiem v. W literaturze takie zbiory sa nazywane roéwniez zbiorami
2-dominujacymi lub podwéjnie dominujacymi, na przyktad [14, 27, 30, 36]. W niniejszej
pracy, ujednolicajac symbolike i nazewnictwo, bedziemy uzywaé okreslenia zbiory (1,1)-
dominujace zamiast 2-dominujace lub podwdjnie dominujace.

Zbiory (1, 1)-dominujace sa szczegdlnym przypadkiem zbioréw wielokrotnie dominu-
jacych wprowadzonych przez J.F. Finka i M.S. Jacobsona w [22]. Niech p > 1 bedzie
liczba naturalna. Podzbiér D C V(G) nazywamy zbiorem p-dominujgcym, jezeli kazdy
wierzchotek nienalezacy do zbioru D ma co najmniej p sasiadow w zbiorze D. Jezeli
p = 1, to otrzymujemy definicje zbioru dominujacego. Jezeli p = 2, to otrzymujemy
definicje zbioru (1, 1)-dominujacego. W literaturze zbiory 2-dominujace sa najczesciej
rozwazanymi sposrod zbiorow p-dominujacych, gdzie p > 2. Wynika to z faktu, ze
im wieksze p, tym wieksze musza by¢ stopnie wierzchotkéw nienalezacych do zbioru
p-dominujacego, co znacznie ogranicza rozwazania. Przegladu wynikéw dotyczacych
zbioréw p-dominujacych dokonali A. Hansberg i L. Volkmann w [29].

Zbiory (1,1)-dominujace sa badane w literaturze ze wzgledu na ich rézne wlasnosci.
M. Blidia, M. Chellali i O. Favaron w [10] oraz G. Gunther, B. Hartnell i D. F. Rall
w [26] zajmowali si¢ liczba (1, 1)-dominowania oraz zwiazkami pomiedzy najwiekszymi
zbiorami niezaleznymi a zbiorami (1, 1)-dominujacymi w drzewach. W [32] T. W. Haynes
iin. oraz P. Bednarz i I. Wtoch w [7] podali warunki konieczne i wystarczajace na to, aby
w drzewie istnialy niezalezne zbiory (1, 1)-dominujace. Problem istnienia niezaleznych

zbioréw (1,1)-dominujacych i ich liczby badany byt réwniez w pracach [4, 5, 6, 61].
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W literaturze rozwazane byty takze ich uogoélnienia, mianowicie niezalezne zbiory p-
dominujace dla p > 2. W ostatnich latach zajmowali si¢ tym miedzy innymi Z. L. Nagy
w [51, 52] oraz M. Borowiecki i in. w [12].

Definicja zbioru (1, k)-dominujacego ostabia warunek (1, 1)-dominowania, poniewaz
jezeli D jest zbiorem (1, k)-dominujacym, to wystarczy, aby wierzcholek = ¢ D mial jed-
nego sasiada w zbiorze D, a drugi wierzchotek nalezacy do zbioru D byt w odpowiednio
bliskiej odlegtosci od x, okreslonej przez parametr k.

Z definicji zbioru (1, k)-dominujacego wynika, ze parametr k nie jest okreslony

jednoznacznie.

Twierdzenie 2.1. (S. M. Hedetniemi, S. T. Hedetniemi, J. Knisely, D. F. Rall [35])
Niech k,l € N oraz k > 1. KaZdy zbior (1,1)-dominujgcy jest zbiorem (1, k)-dominujgcym.

Ponadto zostato udowodnione, ze dla graféw spdjnych rozwazanie zbioréw (1, k)-

dominujacych ma sens jedynie dla k € {1,2,3,4}.

Twierdzenie 2.2. (S. M. Hedetniemi, S. T. Hedetniemi, J. Knisely, D. F. Rall [35])
Jezeli graf G jest spojny, to kazdy zbior dominujgcy grafu G zawierajgcy co najmniej

dwa wierzchotki jest zbiorem (1,4)-dominujgcym.

Z powyzszych rozwazan wynikaja wzajemne zaleznos$ci pomiedzy liczbami (1, k)-
dominowania dla k € {1,2,3,4}.

Whniosek 2.3. (S. M. Hedetniemi, S. T. Hedetniemi, J. Knisely, D. F. Rall [35]) Dla
dowolnego spdjnego grafu G takiego, ze v(G) > 2, zachodzi cigg nieréwnosci

Y(G) = 114(G) < 13(G) < 12(G) < 1a(G). (2.3)

W pracy [35] zostato pokazane, ze istnieje graf, dla ktérego wszystkie nieréwnosci
wystepujace w zaleznosci (2.3) sa ostre. Przykladem jest graf G, przedstawiony na

rysunku 2.1.

Rysunek 2.1: Graf G [35]

W grafie G zbiér Dy = {c, f,i} jest najmniejszym zbiorem dominujacym, zbiér
Dy ={c, e, g,i} jest najmniejszym zbiorem (1,3)-dominujacym, zbiér D3 = {c,d, f, h,i}
to najmniejszy zbior (1,2)-dominujacy, natomiast zbiér Dy = {a,b,j, k,d, f,h} jest
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najmniejszym zbiorem (1,1)-dominujacym. Stad v(G) = y1.4 = 3, 11.3(G) =4, 112(G) =
5, 11(G) =17, zatem ¥(G) = 11.4(G) < 71,3(G) < 1,.2(G) <711.1(G).

Istnieje graf, w ktorym wszystkie parametry wystepujace w zaleznosci (2.3) sa réwne.
Takim grafem jest cykl Cy, dla ktorego v(Cy) = 714(Cs) = 713(Cs) = m2(Cy) =
11.1(Cy) = 2.

Wisréd zbioréw (1, k)-dominujacych dla k > 2 najczesciej rozwazane sa zbiory (1, 2)-
dominujace. Jednym z kierunkéw badan dotyczacych zbioréw (1,2)-dominujacych jest
wyznaczenie lub oszacowanie parametréw (1,2)-dominowania w grafach.

K. Kayathri i S. Vallirani w [39] podali oszacowanie liczby (1,2)-dominowania

w grafie w zaleznosci od maksymalnego stopnia grafu.

Twierdzenie 2.4. (K. Kayathri, S. Vallirani [39]) Niech G bedzie grafem n-wierzchotko-
wym, n > 5, takim, ze 2 < A(G) < n — 3. Wtedy

’7172(G) < n — A(G)

W przypadku, gdy maksymalny stopieni grafu jest dostatecznie duzy, liczba (1, 2)-

dominowania osigga najmniejsza z mozliwych wartosci.

Twierdzenie 2.5. (K. Kayathri, S. Vallirani [39]) Niech G bedzie grafem n-wierzchotko-
wym, n >4, i niech A(G) > n — 2. Wtedy

2 jezeli G jest grafem spéjnym
M2(G) =

3 jezeli G jest grafem niespojnym.

W [39] podana zostala rowniez petna charakteryzacja graféw spéjnych, w ktérych

osiagane sg trzy kolejne wartosci liczby 71 2(G), poczawszy od najwigkszej.

Twierdzenie 2.6. (K. Kayathri, S. Vallirani [39]) Niech G bedzie spdjnym grafem
n-wierzchotkowym, n > 2. Wtedy

n wtedy 1 tylko wtedy, gdy G = Py
M2(G) =n—1 wtedy i tylko wtedy, gdy G = Py lub G = Cy
n—2 wtedy i tylko wtedy, gdy n =4 lub G = Ps;.

S. Vallirani w [59] skonstruowal rodzine graféw n-wierzchotkowych, dla ktérych
7.,2(G) = n — 3. Ponadto podal pelng charakteryzacje drzew, dla ktorych v, o(7T") = 3.

Przypomnimy ten rezultat.

Twierdzenie 2.7. (S. Vallirani [59]) Niech T' bedzie drzewem. Réwnosé v12(T) = 3

zachodzi wtedy 1 tylko wtedy, gdy speiniony jest jeden z ponizszych warunkow
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(i) T mozna otrzymacé poprzez dolgczenie dowolnej liczby lisci do wierzcholkéw stopnia

dwa grafu Ps,

(i) T mozna otrzymac poprzez dotgczenie dowolnej liczby lisci do dokladnie jednego

wierzchotka podtrzymujgcego grafu Ps oraz do jego sgsiada niebedgceego lisciem,
(11i) T = P;.

Zagadnienia zlozonosci obliczeniowej wyznaczania minimalnych zbioréw (1,2)-
dominujacych oraz poréwnywania parametrow v12(G) i v(G) byly rozwazane przez
J. Raczek w [55]. W szczegblnosci zostal przedstawiony wielomianowy algorytm wyzna-
czajacy minimalne zbiory (1,2)-dominujace.

W niniejszej rozprawie zajmiemy sie badaniem zbioréw (1,2)-dominujacych, a nasze

cele to w szczegdlnosci:

e przedstawienie zwiazkéw pomiedzy parametrami (1,2)-dominowania i parame-

trami klasycznego dominowania,

e wprowadzenie wtasciwych zbioréw (1,2)-dominujgcych, czyli zbioréw (1, 2)-dominu-

jacych, ktore nie sa (1, 1)-dominujace i zbadanie ich wlasnosci,

e wyznaczanie najmniej licznych przekrojow zbioréw (1,1)-dominujacych i wtasci-

wych zbioréw (1,2)-dominujacych w wybranych klasach graféw,

e rozwiazanie problemu istnienia niezaleznych zbioréw (1,2)-dominujacych w pro-

duktach grafow.

2.2 Liczba (1,2)-dominowania w wybranych klasach
grafow

W wybranych klasach graféw liczbe (1, 2)-dominowania mozna wyznaczy¢ dokladnie.
W tym podrozdziale wyznaczymy liczby (1, 2)-dominowania w $ciezkach, cyklach oraz
w grafach pelnych dwudzielnych. Pokazemy zaleznosci pomiedzy parametrami (1,2)-
dominowania a liczbg dominowania i goérna liczba dominowania.

Liczby dominowania w $Sciezkach i cyklach sa sobie rowne i ich warto$é¢ zostala

w literaturze wyznaczona doktadnie.

Twierdzenie 2.8. (T. W. Haynes, S. T. Hedetniemi, P. J. Slater [33]) Niech n > 2
bedzie liczbg naturalng. Wtedy v(Py) = 1 oraz dla n > 3 zachodzi réwnosé
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dla n =0 (mod3)

3 w3

L' dla n = 2 (mod3)

3
22 dla n =1 (mod3).

Zanim wyznaczymy liczbe 71 2(P,), przedstawimy wstepne rezultaty dotyczace

zbioréw (1, 2)-dominujacych w $ciezkach.

Twierdzenie 2.9. (A. Michalski, I. Wloch, M. Dettlaff, M. Lemanska [48]) Niech n > 2
bedzie liczbg naturalng. Wtedy v12(Pot1) = 71.2(FP).

Dowdd. Jezelin € {2,3,4}, to v12(P) = v1.2(Ps) = 712(Py) = 2. Niech n > 4 oraz niech
D* bedzie 7 o(P,)-zbiorem. Zatézmy nie wprost, ze v1 2(Pny1) < 71.2(F,). To oznacza,
ze w grafie P, istnieje zbiér (1,2)-dominujacy D, gdzie 2 < |D| < |D*|. Rozwazmy
trzy przypadki.

1. xy1 € D.

Wtedy {2, 2,1} C D ipodzbiér D jest zbiorem (1,2)-dominujacym w grafie P, 1 \
{Zp1} = P,. Zatem w grafie P, istnieje zbiér (1,2)-dominujacy o mocy mniejszej niz
D*, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze D* jest vy o(P,)-zbiorem.

2. py1 € D oraz x, ¢ D.

Wtedy zbiér (D\{x,+1})U{x,} jest zbiorem (1, 2)-dominujacym w grafie P, 1\{Zn11} =
P, o mocy mniejszej niz D*, co jest sprzeczne z zatozeniem, ze D* jest v, o( P, )-zbiorem.
3. {zn,xpn1} C D.

Wtedy co najmniej jeden z wierzchotkéw ze zbioru {x,_1, 2, z,—3} nalezy do zbioru
D, poniewaz w przeciwnym wypadku wierzchotek x,,_5 nie jest dominowany przez D.
Zatem zbiér D \ {z,.1} jest zbiorem (1,2)-dominujacym w grafie P, 1 \ {zp1} = P,
sprzeczno$¢ z zalozeniem, ze D* jest 7y o(P,)-zbiorem.

Rozwazane przypadki prowadza do sprzecznodci, zatem vy o(Pot1) = 712(F,). W

Twierdzenie 2.10. (A. Michalski, I. Wtoch, M. Dettlaff, M. Lemanska [48]) Niech
n > 2 bedzie liczbg naturalng. W Sciezce P, istnieje najmniejszy zbior (1,2)-dominujgcy
D taki, ze L(P,) C D.

Dowdd. Niech V(P,) = {x1.22,...,2,},n > 2 z numeracja wierzchotkéw w naturalnej
kolejnosci. Jezeli n € {2,3,4}, to podzbior L(P,) jest 71 2(Py)-zbiorem. Jezeli n =5, to
71.2(P,)-zbiorem zawierajacym liscie jest podzbior {zy, x3, x5}. Niech n > 6. Zatdézmy
nie wprost, ze nie istnieje yq o(P,)-zbior zawierajacy podzbior L(F,). Niech D bedzie
dowolnym ~; o(P,)-zbiorem. Bez straty dla ogélnosci rozwazan zatézmy, ze z; ¢ D.
Wtedy {22, 23} C D. Ponadto D N {xy4, 5,26} # (), poniewaz w przeciwnym wypadku

wierzcholek x5 nie jest dominowany przez D. Zatem zbior D' = (D \ {xo}) U {z1} jest
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1,2(P,)-zbiorem. Jezeli x,, € D, to {z1,z,} C D', sprzeczno$¢ z zatozeniem, ze nie
istnieje 1 2(P,)-zbiér zawierajacy oba liscie. Jezeli x,, ¢ D, to dowodzac analogicznie
otrzymujemy, ze zbior D" = (D' \ {z,-1}) U {x,} jest v12(P,)-zbiorem. Poniewaz
{z1,2,} € D", wigc otrzymujemy sprzecznos$¢ z zalozeniem, ze nie istnieje vy2(P,)-

zbiér zawierajacy zbior L(P,), co konczy dowdd. [ |

Twierdzenie 2.11. (A. Michalski, I. Wloch, M. Dettlaff, M. Lemanska [48]) Niech
p = 2 bedzie liczbg naturalng. Najdtuzszq Sciezkq, w ktorej istnieje p-elementowy zbior

(1,2)-dominujgcy jest Sciezka Py, o.

Dowéd. Niech p > 2. Rozwazmy graf Ps, o z numeracjg wierzchotkéw w natural-
nej kolejnosci. Podzbiér {xy, x4, ..., 23,—5, T3,—2} jest p-elementowym zbiorem (1,2)-
dominujacym Sciezki Ps,_o. Wystarczy pokazac, ze w Sciezce P,, gdzie n > 3p — 1, nie
istnieje p-elementowy zbiér (1,2)-dominujacy. Dla dowodu nie wprost przypus$émy, ze
taki zbiér istnieje. Z twierdzenia 2.10 wiemy, ze w Sciezce P, istnieje vq 2(P,)-zbior
zawierajacy oba liscie, oznaczmy ten zbiér przez D, wtedy |D| < p. Zauwazmy, ze
w kazdym ciagu kolejnych wierzchotkdéw x;, x;11, Ti10, 1 < i < n — 2 grafu P, znajduje
sie przynajmniej jeden wierzchotek nalezacy do zbioru D, w przeciwnym wypadku
wierzchotek z;,1 nie jest dominowany przez D. St@d w podgrafie P, \ {z1,z,} izomor-
ficznym ze $ciezka Py, m > 3p — 3 przynajmniej 222 = p — 1 wierzcholkéw musi naleze¢
do zbioru D. Poniewaz |D \ {x1,z,}| < p — 2, wiec otrzymujemy sprzecznos¢. Zatem

w grafie P,, n > 3p — 1, nie istnieje p-elementowy zbiér (1,2)-dominujacy. [ |

Korzystajac z powyzszych wynikéw, wyznaczymy liczbe (1,2)-dominowania w Sciez-
kach.

Twierdzenie 2.12. (A. Michalski, I. Wtoch, M. Dettlaff, M. Lemanska [48]) Niech
> 2 bedzie liczbg naturalng. Wtedy

nt dla n = 2 (mod3)
3 dla n = 0 (mod3)
2 dla n =1 (mod3)

n—|—2" B
3 —

M2(Pn) = {

Dowdd. Niech n > 2. Rozwazmy trzy przypadki.
1. n =1 (mod3).

Wtedy n = 3p+ 1, p > 1. Z twierdzenia 2.8 i zaleznosci (2.3) wiemy, ze v(P,) =

22 < y0(P,). Poniewaz zbior {ml, x4, ...,3p+ 1} jest (p + 1)-elementowym zbiorem

(1 2)-dominujacym oraz p +1 = 2L +1 = ”—” , wiec dla n = 1(mod3) otrzymujemy,

ze 71,2(Pn) = HTH

2. n = 0(mod3).
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Wtedy n = 3p, p > 1. Z twierdzenia 2.8 i zaleznosci (2.3) wiemy, ze y(P,) = § = p <
7.2(P,). Z twierdzenia 2.11 wiemy, ze w Sciezce Pj, nie istnieje p-elementowy zbior
(1, 2)-dominujacy. Z kolei zbidr {z1, x4, T3,—2, T3p} jest (p + 1)-elementowym zbiorem

(1,2)-dominujacym, gdzie p+1 =% +1 = nt3  Zatem dla n = 0(mod3) otrzymujemy,

3

ze Y12(P,) = ’%r?’

3. n =2 (mod3).

Wtedy n =3p—1, p > 1. Z twierdzen 2.8 oraz 2.9 otrzymujemy, ze y(F,) = ”T“ =p<

Y,2(Pn) < 71,2(Psp) = p+1. Ponadto korzystajac z twierdzenia 2.11 wiemy, ze w grafie P,
n+4

nie istnieje p-elementowy zbior (1, 2)-dominujacy. Stad v12(P,) = p+1 = "%rl +1 =",

co konczy dowdd. [ ]

7 twierdzen 2.8 oraz 2.12 wynika zaleznos¢ pomiedzy liczba dominowania a liczba

(1,2)-dominowania dla Sciezek.

Whiosek 2.13. (A. Michalski, I. Wtoch, M. Dettlaff, M. Lemanska [48]) Niech n > 2
bedzie liczbg naturalng. Wtedy

v(P) dla n =1 (mod3)
Y(P,)+1 dlan#1(mod3).

Kolejna klasa graféw, w ktérej badamy zbiory (1,2)-dominujace sa cykle C,,, n > 3.

Twierdzenie 2.14. (A. Michalski, I. Wtoch, M. Dettlaff, M. Lemanska [48]) Niech
n > 4 bedzie liczbg naturalng. Podzbior D C V(C,,) jest zbiorem (1,2)-dominujgcym
grafu C,, wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest zbiorem dominujgcym.

Dowéd. 7 definicji zbioru (1, 2)-dominujacego wynika, ze kazdy zbiér (1,2)-dominujacy
jest zbiorem dominujacym. Dla dowodu w drugg strone¢ zalézmy nie wprost, ze w cyklu
Cy,n > 4 istnieje zbiér dominujacy D, ktéry nie jest (1,2)-dominujacy. To oznacza,
ze istnieje wierzchotek u € V(C,) \ D, ktéry jest dominowany przez zbior D, ale nie
jest (1,2)-dominowany przez D. W konsekwencji istnieja wierzchotki v, w sasiednie
z wierzcholtkiem u takie, ze v € D oraz w ¢ D. Poniewaz n > 4 oraz D jest zbiorem
dominujacym, wiec istnieje wierzchotek z € D taki, ze zw € E(C,,) oraz z # v. Stad
de, (u, z) = 2, co oznacza, ze u jest (1, 2)-dominowany przez D, sprzecznos¢ z zalozeniem,

ze u nie jest (1,2)-dominowany przez D. Zatem D jest zbiorem (1, 2)-dominujacym. B

Korzystajac z twierdzen 2.8 oraz 2.14 otrzymujemy wartos$¢ liczby (1, 2)-dominowania

w cyklach.

Twierdzenie 2.15. (A. Michalski, I. Wtoch, M. Dettlaff, M. Lemanska [48]) Niech
n > 3 bedzie liczbg naturalng. Wtedy v12(C3) = 2 oraz dla n > 4 zachodzi réwnosé
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ol dla n = 2 (mod3)

3
n -+ 2
T.2(Cr) = { 3 J = ’%2 dla n =1 (mod3)

7 dla n =0 (mod3).
Wykorzystujac powyzsze twierdzenia, otrzymujemy zwiazek pomiedzy liczba domi-

nowania a liczba (1, 2)-dominowania w cyklach.

Whniosek 2.16. (A. Michalski, I. Wloch, M. Dettlaff, M. Lemanska [48]) Niech n > 3
bedzie liczbg naturalng. Wtedy

Y(Cn)+1 dlan=3
N2(Cr) =
Y(Ch) dla n > 4.

Poniewaz kazdy zbior (1,2)-dominujacy ma co najmniej dwa wierzchotki, wiec
71.2(G) > 2 dla dowolnego grafu G. Istnieja grafy, dla ktorych v 2(G) = 2.

Twierdzenie 2.17. (A. Michalski [45]) Niech m,n > 1 bedq liczbami naturalnymi.
Wtedy 712(Kmn) = 2.

Dowdéd. Niech V(K,,,) = Vi U Vs, gdzie Vi, V, sa niepustymi, roztagcznymi zbiorami
niezaleznymi oraz Vi = {z1,..., 2}, Vo = {y1,...,yn} dla m,n > 1. Wtedy kazdy
podzbiér {z;,y;} dla 1 <i < m,1 < j < n jest zbiorem (1,2)-dominujacym grafu K, ,
czyli y12(Kimn) = 2. [

Z powyzszego twierdzenia wynika zalezno$é pomiedzy liczba (1,2)-dominowania

a liczbg dominowania w grafach pelnych dwudzielnych.

Whiosek 2.18. (A. Michalski [45]) Niech m,n > 1 bedg liczbami naturalnymi. Wtedy

Y(Kmn) jezelim > 2 orazn > 2,

V(K pmn) + 1 jezelim =1 lubn = 1.

2.3 Zwiazki pomiedzy parametrami dominowania
i (1,2)-dominowania

Rezultaty przedstawione w poprzednim podrozdziale dla $ciezek, cykli oraz grafow
pelnych dwudzielnych moga nasuwaé przypuszczenie, ze w danym grafie liczba (1, 2)-
dominowania nie rézni si¢ znaczaco od liczby dominowania. W tym podrozdziale
odpowiemy na pytanie, czy tak rzeczywiscie jest.

W pierwszej kolejnosci opiszemy klase graféw, dla ktorej v 2(G) = v(G).
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Twierdzenie 2.19. (A. Michalski [45]) Niech G bedzie grafem bez trojkgtow i bez lisci.
Podzbior wierzchotkow grafu G jest zbiorem dominujgcym wtedy i tylko wtedy, gdy jest

zbiorem (1,2)-dominujgcym.

Dowadd. Jezeli graf G ma co najwyzej trzy wierzchotki, to teza jest oczywista. Zatozmy,
ze G jest grafem bez trojkatéw i bez lisci oraz |V (G)| > 4. Niech D C V(G) bedzie
zbiorem dominujacym. Zatézmy nie wprost, ze D nie jest (1,2)-dominujacy. To oznacza,
ze istnieje wierzcholek z € V(G) \ D sasiedni z pewnym wierzchotkiem y € D oraz
NZ(z) N D = {y}. Poniewaz dg(z) > 2, wigc istnieje z € V(GQ) \ D taki, ze rz € E(G).
Z zatozenia D jest zbiorem dominujacym oraz graf G nie zawiera trojkatow, czyli z musi
mieé sasiada w € D, gdzie w # y. Stad dg(z,w) = 2, czyli w € NZ(x) N D, sprzecznosé.
Zatem D jest zbiorem (1, 2)-dominujacym grafu G. [

Z twierdzenia 2.19 wynika nastepujaca zaleznosc.

Whniosek 2.20. (A. Michalski [45]) Niech G bedzie grafem bez tréjkgtow i bez lisci.
Wtedy 12(G) =~(G).

Dowodzac analogicznie jak w twierdzeniu 2.19, otrzymujemy zaleznos¢ pomiedzy

zbiorem dominujacym a zbiorem (1, 2)-dominujacym w grafie majacym liscie.

Twierdzenie 2.21. (A. Michalski [45]) Niech G bedzie grafem bez trdjkatow, L(G) # ()
oraz niech D bedzie zbiorem dominujgcym grafu G takim, Ze L(G) C D. Wtedy D jest
zbiorem (1,2)-dominujgcym grafu G.

7 twierdzenia 2.21 wynika nastepujacy wniosek.

Whniosek 2.22. (A. Michalski [45]) Niech G bedzie grafem bez tréjkatéw oraz niech
L(G) # 0. Jezeli w grafie G istnieje 2bidr dominujgcy D taki, ze L(G) C D, to
71.2(G) = 7(G).

Z dotychczasowych rozwazan wynika, ze istnieja grafy, w ktérych parametry vq 2(G)
oraz v(G) sa réwne albo réznig si¢ nieznacznie. W dalszej czesci podrozdziatu pokazemy,
ze istnieja grafy, w ktérych réznica pomiedzy tymi parametrami moze by¢ réwna

ustalonej liczbie naturalne;.

Twierdzenie 2.23. (A. Michalski [45]) Niech n > 1 bedzie liczbg naturalng. Istnieje
graf G taki, ze v12(G) —v(G) = n.

Dowdd. Jezeli n = 1, to y12(P3) — v(P3) = 1. Niech n > 2. Pokazemy, ze istnieje
graf G taki, ze 712(G) — v(G) = n. Niech V(G) = U, Vi, gdzie V; = {x}, 22, 23 y;}
dlai € {0,1,...,2n — 1} oraz indeksy i sa liczbami catkowitymi modulo 2n. Niech
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E(G) = Ey U By, gdzie By = Uy Hala?, 2223, 30t} oraz By = U2y Halys, yix H—l}

Konstrukcja grafu G zostata przedstawiona na rysunku 2.2.

L Y0P Yon—1e
1
x
2 1 2n—1 x3
T3 % 2n—1
Yon—2
3 K 1 2
T3 Lon— Lop—1
2 3
Lop—2 Lop—2

Rysunek 2.2: Graf G

Niech D bedzie dowolnym zbiorem dominujacym grafu G. Jest oczywiste, ze dla
kazdego i € {0,1,2,...,2n — 1} prawdziwa jest zaleznos¢ |V; N D| > 1, w przeciwnym
wypadku D nie jest dominujacy. Stad |D| > 2n, czyli 7(G) > 2n. Zauwazmy, ze zbior
{xd, 21,2}, ... ) o x) |} zawiera 2n wierzcholkéw oraz jest zbiorem dominujacym
grafu G, wiec v(G) = 2n.

Niech D* bedzie dowolnym zbiorem (1,2)-dominujacym grafu G. Pokazemy, ze dla
kazdego i € {0,1,2,...,2n — 1} zachodzi nieréwnos¢ | (V; U Vi) N D*| > 3. Niech
0 < i < 2n — 1. Z konstrukcji grafu G i definicji zbioru (1,2)-dominujacego wiemy,
ze {x}, a7, 23} N D*| > 1. Jezeli {a?,,, 23 ,} C D*, to dostajemy | (V; U Vj1q) N D*| >
3. Przypus$émy zatem, ze jeden z wierzchotkéw z? ,,z} | nie nalezy do D*. Bez
straty dla ogélnodci rozwazan przyjmijmy, ze 27, ¢ D*. Zauwazmy, ze N&(27,,) =
{x} 1,21, i, yisr }. Poniewaz zbiér D* jest (1,2)-dominujacy, wiec |NZ (27, ;) N D*| >
2. Ponadto NZ(z7,,) N {z}, 27,23} = 0. Stad otrzymujemy, ze dla dowolnego i €
{0,1,2,...,2n — 1} zachodzi nieréwnosé | (V; U Vii1) N D*| > 3. Zauwazmy, ze D* =
UZ;& ((ng U Vaka1) N D*). Prawa strona powyzszej rownosci sktada sie z n zbiorow,
ktoére sa parami roztaczne oraz kazdy z nich zawiera co najmniej trzy elementy, zatem
|D*| > 3n. Stad v12(G) > 3n. Poniewaz podzbiér Dy = {z, x1, 23, ..., 23, o, x5, 1} U
{Y0,Y2, - - -, Yon_o} jest zbiorem (1,2)-dominujacym grafu G oraz ma 3n wierzchotkéw,

wiec 7(G) = 3n.
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Zatem 1 2(G) — v(G) = 3n — 2n = n, co konczy dowdd. |

Z definicji zbioru (1,2)-dominujacego wynika, ze dla dowolnego grafu G zachodzi
nieréwnos¢ v12(G) > v(G). Okazuje si¢, ze w ogblnym przypadku nie mozna ustali¢
zaleznosci pomiedzy 71 o(G) a gérna liczba dominowania I'(G). Istnieja grafy, dla ktérych
7.2(G) > I'(G) oraz grafy, dla ktérych v, 5(G) < I'(G). Co wigcej, w kazdym z tych
przypadkéw réznica pomiedzy tymi parametrami moze by¢ rowna ustalonej liczbie

naturalnej.

Twierdzenie 2.24. (A. Michalski, I. Wtoch, M. Dettlaff, M. Lemanska [48]) Niech
n > 1 bedzie liczbg naturalng. Istniejq grafy G © H takie, Ze

(Z) F(G) - 71,2((;) =n,

(ii) m2(H) = T(H) = n.
Dowdd. Aby udowodnié¢ zalezno$¢ (i), przyjmijmy, ze graf G jest gwiazda K7 ,,42. Zbior
V(@) nie jest minimalnym zbiorem dominujacym, wiec I'(G) < n + 3. Podzbiér L(G)
jest najwiekszym minimalnym zbiorem dominujacym, stad I'(G) = n + 2. Z definicji
zbioru (1, 2)-dominujacego wiemy, ze v12(G) > 2. Podzbiér zawierajacy centrum grafu
K 49 oraz dowolny li$¢ jest zbiorem (1,2)-dominujacym, czyli 71 2(G) = 2. To oznacza,
ze I'(G) — m,2(G) = n, co konczy dowdd (i)

Aby udowodnié zaleznosé¢ (ii), podamy konstrukcje grafu H, dla ktérego zachodzi row-
no$¢ v 2(H) —T(H) = n. Niech H bedzie grafem takim, ze V(H) = U}_, (Uie{1,3,5} V;j),
gdzie dla dowolnego j € {1,2,...,n} oraz dowolnego i € {1,3,5} mamy V/ =
{u,v,v],\} oraz E(H) = F), U Ey U E3, gdzie E; = Ui, (Uzzl{viviﬂ}»), E, =
Uj=1 (Ui€{1,3,5}{ugvzj7ugvg—l—l}) oraz Lig = U?;f{vév%“}.

Rysunek 2.3 przedstawia konstrukcje grafu H.

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

vy ) U3 Uy Us Vg
n . n n

n n n n n n

U1 Uy Ug Uy Us Ug

Rysunek 2.3: Graf H
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Niech R’, j € {1,2,...,n} oznacza podgraf grafu H indukowany przez podzbior
Viuviuvy.

Niech S bedzie I'(H)-zbiorem. Poniewaz S jest zbiorem dominujacym, wiec z kon-
strukcji grafu H wynika, ze dla wszystkich i € {1,3,5},7 € {1,2,...,n} zachodzi
nieréwnosé |S N V7 | > 1. Zauwazmy, ze jezeli dla pewnych 4, j prawdziwa bylaby nieréw-
noéé [S N V7| > 2, to zbiér S nie bytby minimalnym zbiorem dominujgcym. Zatem dla
wszystkich i € {1,3,5},5 € {1,2,...,n} otrzymujemy, ze |SNV/| = 1, czyli I'(H) = 3n.

Niech D bedzie vq 2(H )-zbiorem. Pokazemy, ze dla kazdego j € {1,2,...,n} zachodzi
nieréwnos$¢ |[DNV (R?)| > 4. Niech 1 < j' < n. Zauwazmy, ze dla wszystkich ¢ € {1, 3,5}
mamy |D N V7| > 1. Stad wynika, ze jezeli {v] 4]} € D lub {v} ,ul} C D, to |D N
V(R')| > 4. Zatézmy wicc, ze co najmniej jeden z wierzchotkéw vl 4l oraz co najmnie]
jeden z wierzchotkéw vg/, ué/ nie nalezy do zbioru D. Z konstrukcji grafu H wynika,
ze bez straty dla ogdlnosci rozwazan mozemy przyjac, ze sa to wierzchotki v{/,vé/.
Poniewaz D jest zbiorem (1, 2)-dominujacym, wiec istnieja wierzchotki x, 2’ y,y' € D
takie, ze v & € E(H), dy(v]a') < 2, vly € E(H) oraz dy(v]y) < 2, gdzie x #
2’y # . Jest oczywiste, ze x,y € V(R’). Ponadto dH(v{/,v%/) =5, zatem 2’ #£ 3. Co
wiecej, dH(vf/,V(Rk)) > 3 dlai € {1,6} oraz k # j', co oznacza, ze z',y’ € V(R/).
Stad otrzymujemy, ze |D N V(R)| > 4. Z dowolnosci wyboru j' wnioskujemy, ze
Y1.2(H) > 4n. Poniewaz podzbior {v]: 1 € {2,3,4,5},7 € {1,2,,...,n}} jest zbiorem
(1,2)-dominujacym grafu H, wiec v12(H) = 4n. Zatem v, 2(H) — I'(H) = n. [



Rozdzial 3
Wtasciwe zbiory (1,2)-dominujace

W rozdziale tym zdefiniujemy wtasciwe zbiory (1,2)-dominujace. Przedstawimy
zaleznosci pomiedzy parametrami wtasciwego (1,2)-dominowania a parametrami (1, 2)-
dominowania i klasycznego dominowania.

Wtasciwe zbiory dominujace zostaly wprowadzone przez autora tej rozprawy w [44],

a ich wlasnosci byly badane w [42, 48].

3.1 Definicja wlasciwego zbioru (1,2)-dominujgcego

Z definicji zbioru (1, 2)-dominujacego wynika, ze kazdy zbior (1, 1)-dominujacy jest
zbiorem (1, 2)-dominujacym. Ta zalezno$¢ byta motywacja do wprowadzenia wtasciwych
zbioréw (1, 2)-dominujacych.

Podzbiér D C V(G) nazywamy wlasciwym zbiorem (1,2)-dominujgcym, jezeli D jest
(1,2)-dominujacy i nie jest (1,1)-dominujacy. Innymi stowy, podzbiér D C V(G) jest
wlasciwym zbiorem (1, 2)-dominujacym, jezeli jest zbiorem (1,2)-dominujacym oraz
istnieje wierzchotek x € V(G) \ D taki, ze x ma doktadnie jednego sasiada w zbiorze D
oraz istnieje wierzchotek u € D taki, ze dg(z,u) = 2.

Poniewaz zbiér V(G) jest zbiorem (1, 1)-dominujacym, wiec nie jest wlasciwym
zbiorem (1, 2)-dominujacym.

Niech G bedzie dowolnym grafem. Niech Fj »(G) oznacza rodzing wszystkich zbioréw
(1,2)-dominujacych grafu G, F;1(G) rodzing wszystkich zbioréw (1, 1)-dominujacych
grafu G, natomiast F, 5(() rodzing wszystkich wtadciwych zbioréw (1, 2)-dominujacych.
Wtedy F12(G) = F1.1(G) U F, 3(G) oraz F11(G) N F 3(G) = 0.

Wtasciwy zbiér (1,2)-dominujacy, ktéry nie zawiera podzbioru wiasciwego be-
dacego wtasciwym zbiorem (1,2)-dominujacym nazywamy minimalnym wlasciwym
zbiorem (1,2)-dominujgcym a wtasciwy zbior (1,2)-dominujacy o najmniejszej mocy

nagmniejszym wtasciwym zbiorem (1,2)-dominujgcym. Kazdy najmniejszy wlasciwy
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zbiér (1,2)-dominujacy jest minimalnym wtasciwym zbiorem (1,2)-dominujacym.

Mozna zauwazy¢, ze nie kazdy zbiér (1,2)-dominujacy jest wltasciwym zbiorem
(1,2)-dominujacym. Jako przyklad rozwazmy Sciezke Ps, wtedy podzbiér D = L(P3)
jest zbiorem (1,2)-dominujacym, ale nie jest wtasciwym zbiorem (1,2)-dominujacym,
poniewaz D jest (1, 1)-dominujacy. Graf P; ma wlasciwy zbiér (1, 2)-dominujacy postaci
D* =V (P;) \ {z}, gdzie x € L(P).

Nie kazdy graf ma wtasciwy zbior (1,2)-dominujacy. Na przykltad graf Cs nie ma
wlasciwego zbioru (1, 2)-dominujacego, poniewaz kazdy zbior (1,2)-dominujacy tego
grafu jest jednoczesnie zbiorem (1, 1)-dominujacym.

7 powyzszych rozwazan wynika, ze w pierwszej kolejnosci nalezy rozstrzygnaé

problem istnienia wtasciwych zbioréw (1,2)-dominujacych w grafach.

3.2 Charakteryzacja graféw majacych wlasciwy zbioér
(1,2)-dominujacy

Jedyna klasa spojnych graféw, w ktorych nie istnieje wlasciwy zbior (1, 2)-dominujacy
sg grafy pelne.

Twierdzenie 3.1. (A. Michalski, I. Wloch, M. Dettlaff, M. Lemanska [48]) W grafie
spajnym G istnieje wlasciwy zbior (1,2)-dominujacy wtedy i tylko wtedy, gdy G nie jest

grafem pelnym.

Dowdéd. Niech G bedzie spojnym grafem, w ktérym istnieje wlasciwy zbior (1,2)-
dominujacy D. Pokazemy, ze G nie jest grafem petnym. Zat6zmy nie wprost, ze G jest
grafem pelnym. 7 definicji wlasciwego zbioru (1, 2)-dominujacego wynika, ze |D| > 2.
Jednak kazdy co najmniej dwuelementowy podzbidr zbioru V(G) jest zbiorem (1, 1)-
dominujacym, czyli D jest zbiorem (1, 1)-dominujacym. To jest sprzeczne z zalozeniem,
ze D jest wlasciwym zbiorem (1,2)-dominujacym.

Dla dowodu w drugg strone rozwazmy dowolny, spojny n-wierzchotkowy graf G
niebedacy grafem pelnym. Pokazemy, ze w grafie G istnieje wlasciwy zbiér (1,2)-
dominujacy. Poniewaz G nie jest pelny, wiec n > 3 oraz §(G) < n — 1. Niech v € V(G)
bedzie wierzchotkiem o minimalnym stopniu 6(G).

Jezeli 6(G) = 1, to wierzchotek v jest liSciem, wiec zbiér V(G) \ {v} jest zbiorem
(1,2)-dominujacym, ale nie jest zbiorem (1, 1)-dominujacym, poniewaz v nie jest (1,1)-
dominowany. Zatem V(G) \ {v} jest wlasciwym zbiorem (1, 2)-dominujacym.

Zatézmy, ze §(G) > 2. Niech Ng(v) = {x, 41,92, - - -, Ys(c)-1}- Poniewaz 6(G) < n—1,
wiee S = V(G) \ Ng[v] # 0. Pokazemy, ze zbior S* = S U {z} jest wlasciwym

zbiorem (1, 2)-dominujacym grafu G. Jedynym sasiadem wierzchotka v w zbiorze S* jest
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wierzchotek z, zatem zbidr S* nie jest zbiorem (1, 1)-dominujacym. Pozostaje wykazac,
ze S* jest zbiorem (1,2)-dominujacym. Ze spéjnosci grafu G wnioskujemy, ze musi
istnie¢ krawedz pomiedzy pewnym wierzchotkiem ze zbioru S a pewnym sasiadem
wierzchotka v. To oznacza, ze istnieje w zbiorze S wierzchotek bedacy w odlegtosci 2 od
wierzchotka v, czyli v jest (1, 2)-dominowany przez zbiér S*. Nalezy pokazaé, ze wszystkie
wierzchotki y;, i € {1,2,...,d(G)—1} réwniez sa (1, 2)-dominowane przez S*. Bez straty
dla ogélnosci rozwazan ustalmy dowolnie y,, gdzie 1 < p < §(G) — 1. Wierzchotek
Y, ma stopien réwny co najmniej §(G), wiec musi mie¢ sgsiada z € S*. Ponadto
da(yp, x) < 2. Jezeli z # x, to otrzymujemy, ze y, jest (1,2)-dominowany przez zbior
S*. Przypusémy, ze vy, € E(G). Wierzcholek y, ma, poza wierzchotkami z oraz
v, jeszcze co najmniej 0(G) — 2 sasiadéw. Jezeli co najmniej jeden z nich nalezy
do S, to y, jest (1,1)-dominowany, a w konsekwencji (1, 2)-dominowany przez zbior
S*. W przeciwnym wypadku, y, jest sasiedni z wszystkimi wierzchotkami y;, gdzie
j€{1,2,...,0(G) — 1} \ {p}. Z poprzednich rozwazan wiemy, ze istnieja wierzchotki
a € N(v) oraz b € S takie, ze ab € E(G). Stad otrzymujemy, ze istnieje droga y, —z — S
lub droga y, — y; — S dla pewnego j € {1,2,...,6(G) — 1} \ {p}. Oznacza to, ze
wierzchotek y, jest (1,2)-dominowany przez S*. Z dowolnosci wyboru wierzchotka v,
otrzymujemy, ze dla kazdego ¢ € {1,2,...,6(G)} wierzchotek y; jest (1,2)-dominowany

przez S*. Zatem S* jest wlasciwym zbiorem (1,2)-dominujacym, co koriczy dowoéd. W
7 powyzszego twierdzenia otrzymujemy wniosek dla graféw niespdjnych.

Whiosek 3.2. (A. Michalski [45]) W grafie niespdjnym G istnieje wlasciwy zbior (1,2)-
dominujgcy wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje skladowa spojnosci grafu G, ktora nie jest

grafem pelnym.

Dowdod. Zatézmy, ze graf G ma s sktadowych spojnosci G, Gs, ..., Gy, s > 2. Jezeli
wszystkie sktadowe spdjnosci grafu G sg grafami pelnymi, to z twierdzenia 3.1 otrzymu-
jemy, ze w grafie G nie istnieje wtasciwy zbiér (1,2)-dominujacy. Zalézmy, ze istnieje
sktadowa G, 1 < ¢ < s, ktora nie jest grafem pelnym. Wtedy z twierdzenia 3.1 sktadowa
G; ma wladciwy zbioér (1,2)-dominujacy D. Zatem zbiér D* = D U U;; V(Gj) jest

wlasciwym zbiorem (1,2)-dominujacym grafu G, co konczy dowdd. [ |

3.3 Parametry wtasciwego (1,2)-dominowania

Niech G bedzie grafem majacym wtasciwy zbiér (1, 2)-dominujacy. Liczbg wiasciwego
(1,2)-dominowania grafu G nazywamy moc najmniejszego wlasciwego zbioru (1, 2)-

dominujacego i oznaczamy symbolem 7, 5(G).
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Poniewaz wtasciwy zbior (1,2)-dominujacy zawiera co najmniej dwa wierzcholki
i jest rézny od zbioru V(G), wiec dla dowolnego n-wierzchotkowego grafu G, n > 3,
zachodzi nier6wnos¢
2<73(G) <n—L

Mozna zauwazy¢, ze v,3(Kin-1) = 2 oraz v,5(N,3 U P3) = n — 1, czyli obydwa
ograniczenia sa osiggane.

Gorng liczbg wlasciwego (1,2)-dominowania grafu G nazywamy moc najwiekszego
minimalnego wlasciwego zbioru (1,2)-dominujacego w grafie G i oznaczamy symbolem
Fl,i(G>-

Dla dowolnego grafu G' zachodzi nieréwnosé 7, 3(G) < I'y5(G). Jezeli G jest n-

wierzchotkowym grafem, n > 3, to
2<I5(G)<n—1

Ponadto I'; 3(K1,,,-1) = 2 oraz I'; 3(N,—3 U P3) =n — 1.

Zbiory realizujace parametry v, 5(G) lub T'; 3(G) w grafie G bedziemy nazywac tez
odpowiednio v, 5(G)-zbiorami lub I 5(G)-zbiorami.

W tym podrozdziale przedstawimy zwiazki pomiedzy parametrami wlasciwego

(1,2)-dominowania, (1,2)-dominowania oraz klasycznego dominowania.

Twierdzenie 3.3. (A. Michalski, I. Wtoch, M. Dettlaff, M. Lemarska [48]) Dla spdjnego

grafu G, ktory nie jest grafem pelnym prawdziwa jest rownos$c

Y13(G) = 1.2(G). (3.1)

Dowdéd. Niech G bedzie spojnym grafem, ktory nie jest petny. Poniewaz kazdy wlasciwy
zbior (1,2)-dominujacy jest zbiorem (1,2)-dominujacym, wiec v12(G) < 7, 5(G). Poka-
zemy, ze 7, 3(G) = 1,2(G). Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze y12(G) < 74, 3(G). To
oznacza, ze nie istnieje 71 o(G)-zbidr, ktéry jest wtasciwym zbiorem (1, 2)-dominujacym,
czyli kazdy 71 9-zbior jest zbiorem (1,1)-dominujacym. Niech D bedzie dowolnym 7y o-
zbiorem grafu G. Z powyzszych rozwazan wiemy, ze D jest zbiorem (1, 1)-dominujacym.
Pokazemy, ze podgraf indukowany G|[D] moze zawieraé¢ wytacznie wierzchotki stopnia
jeden. Dla dowodu nie wprost rozwazmy dwie mozliwosci.
1. Podgraf indukowany G[D] ma wierzcholek izolowany.
Niech y bedzie wierzchotkiem izolowanym podgrafu G[D] i niech z € N(y). Wtedy zbiér
D* = (D \ {y}) U{z} jest zbiorem (1,2)-dominujacym, poniewaz zbiér D jest (1,1)-
dominujacy, wiec kazdy wierzchotek u € N(y)\ {z} jest dominowany przez D*\ {z} oraz

dg(u, z) < 2. Ponadto, y ma doktadnie jednego sasiada w zbiorze D*, poniewaz y jest
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izolowany w podgrafie G[D]. Zatem D* jest wlasciwym zbiorem (1, 2)-dominujacym oraz
|D*| = |D|. Stad D* jest v, 2(G)-zbiorem i nie jest (1, 1)-dominujacy, co jest sprzeczne
z zatozeniem, ze kazdy 71 2(G)-zbidr jest (1,1)-dominujacy. Zatem podgraf G[D] nie
moze mie¢ wierzchotkéw izolowanych.

2. Podgraf G[D] ma wierzchotek stopnia co najmniej dwa.

Niech x bedzie wierzchotkiem stopnia co najmniej dwa w podgrafie indukowanym
G[D] i niech u,v € N(x) N D. Rozwazmy zbiér D* = D \ {z}. Poniewaz D jest (1,1)-
dominujacy, wiec kazdy wierzchotek w € N[z]\ D jest dominowany przez zbiér D* oraz
de(w, {u,v}) < 2. To oznacza, ze D* jest zbiorem (1, 2)-dominujacym, gdzie |D*| < | D],
co jest sprzeczne z zalozeniem, ze D jest 71 o(G)-zbiorem.

Z powyzszych rozwazan otrzymujemy, ze podgraf G|[D] zawiera wytacznie wierzchotki
stopnia jeden, zatem jest sumg m kopii graféw K. Jezelim =1, to D = {x,y}. Wtedy
wszystkie wierzchotki ze zbioru V' (G)\ D sa sasiednie z wierzchotkami  oraz y. Poniewaz
graf G nie jest pelny, wiec istnieja dwa wierzchotki u, v € V(G)\ D, ktére nie sa sasiednie.
Wtedy zbior D* = (D \ {z}) U {u} jest v12(G)-zbiorem, ale nie jest zbiorem (1,1)-
dominujacym, bo wierzchotek v ma doktadnie jednego sasiada y w zbiorze D*. Jest to
sprzecznosé z zalozeniem, ze kazdy 7y o(G)-zbior jest (1, 1)-dominujacy. Zatem |D| = 2m,
m = 2.

Poniewaz podgraf G[D] jest suma m kopii grafu K,, wiec oznaczmy wierzchotki
zbioru D przez x;,y;, gdzie z;y; € E(G) dlai € {1,2,..., 7127(0)} Ustalmy dowolnie
i,1 < i < 72(G) 1 przypusémy, ze co najmniej jeden z wierzchotkéw z;,y; ma taka
wlasnosé, ze wszyscy jego sasiedzi spoza zbioru D sa dominowani przez zbior D\ {x;, y; }.
Bez straty dla ogélnosci rozwazan zatézmy, ze jest to wierzchotek x;. Poniewaz D jest
(1, 1)-dominujacy, wiec zbior D* = D \ {z;} jest zbiorem (1, 2)-dominujacym o mocy
mniejszej niz |D|, co jest sprzeczne z zatozeniem, ze D jest v; 2(G)-zbiorem. Stad oraz
z faktu, ze D jest (1,1)-dominujacy wnioskujemy, ze dla kazdego i € {1,2,...,

istnieje niepusty zbiér W; = {w € V(G)\ D : w € N(x;) N N(y;),w ¢ N(D\ {zi,v:})}-

Pokazemy, ze dla kazdego i € {1,2,..., VIQT(G)} podgraf indukowany G[W;] jest klika

G
71,22( )}

w grafie G. Przypusémy, ze tak nie jest, to znaczy dla pewnego j € {1,2,..., MQT(G)}

istnieja w podgrafie G[W;] wierzchotki u, v, ktére nie sg sasiednie. Rozwazmy zbiér
D* = (D \ {z;}) U {u}. Zauwazmy, ze kazdy wierzcholtek x € N[z;] \ {y;,u} jest
dominowany przez wierzchotek y; oraz dg(x,u) < 2. Ponadto, jedynym sgsiadem
wierzchotka v w zbiorze D* jest y;, zatem zbiér D* jest (1,2)-dominujacy, ale nie
(1,1)-dominujacy i ponadto ma moc 73 2(G), sprzecznosé. To oznacza, ze dla kazdego
ie{l,2,..., wQT(G)} podgraf G[W;] jest klika.

Przypusémy, ze istnieje wierzchotek 2z € V(G) \ D taki, ze z ¢ |J; W;. Bez straty dla
ogblnosci rozwazan zalozmy, ze zy, € E(G) oraz zy, € E(G) dla k # [, gdzie yi,y, € D.
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Rozwazmy zbior D* = (D \ {zg, yx }) U{z, w}, gdzie w € Wj. Poniewaz G[Wy]| jest klika
w grafie G, wiec zbiér D* jest (1,2)-dominujacy. Jezeli D* nie jest (1, 1)-dominujacy,
to jest whasciwym (1, 2)-zbiorem mocy 71 2(G), sprzecznosé. W przeciwnym wypadku
D* jest zbiorem (1,1)-dominujacym mocy 71 2(G) takim, ze podgraf G[D*] posiada
wierzcholek y; stopnia co najmniej dwa, co jest sprzeczne z faktem, ze G[D] zawiera
wylacznie wierzchotki stopnia jeden. Zatem V(G) = D U (U; W3).

“%(G). Ze spojnosci grafu G wiemy, ze wierzchotek

Ustalmy dowolnie p,1 < p <
s € W, ma sasiada t € W, dla pewnego ¢ # p. Podgrafy G[W,] oraz G[W,] sa klikami
w grafie G, zatem zbior D* = D\ {z,, Yp, g, Yq } U{s, t} jest zbiorem (1, 2)-dominujacym
o mocy mniejszej niz D, co jest sprzeczne z zatozeniem, ze D jest najmniejszym zbiorem
(1,2)-dominujacym w grafie G.

Z powyzszych rozwazah wynika, ze zatozenie 71 2(G) < 7, 5(G) w kazdym przypadku

prowadzi do sprzecznosci, zatem 7, 2(G) = 7, 3(G), co koticzy dowdd. [

Whiosek 3.4. (A. Michalski [45]) W grafie niespdjnym G réuwnosé v 2(G) = v, 5(G)
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jedna skiadowa spéjnosci tego grafu nie

jest grafem petnym.

Pokazemy, ze réwnosé analogiczna do (3.1) nie zachodzi dla gérnej liczby (1,2)-
dominowania oraz gornej liczby wtasciwego (1, 2)-dominowania.
Zatozmy, ze G ma whadciwy zbior (1,2)-dominujacy. Wtedy kazdy I'; 3(G)-zbior jest

minimalnym zbiorem (1, 2)-dominujacym, zatem
[, 5(G) < T12(G). (32)

Istnieja grafy, w ktorych parametry I'; 3(G) oraz I'yo(G) sa réwne. Na przyktad
[y 5(P5) =T 2(P5) = 3 oraz I, 5(Cs) = ' 2(Cs) = 2.

Istnieja rowniez grafy, dla ktérych I'y 3(G) < I'1 2(G). Podamy konstrukcje grafow,
dla ktérych réznica I'y »(G) — ' 5(G) moze by¢ réwna ustalonej liczbie naturalne;.

Wykorzystamy w tym celu uogélniong korone grafow.

Twierdzenie 3.5. (A. Michalski, I. Wioch, M. Dettlaff, M. Lemanska [48]) Niech G

bedzie dowolnym grafem, gdzie V(G) = {x1,z2,...,x,},n > 2 oraz niech H = {H,, =
Ny, ie{l,2,....n},p; > 3}. Wtedy

[12(GoH) =T 5(GoH) =min{p;: i € {1,2,...,n}} —2.

Dowdd. Niech G o H bedzie uogdlniona korona grafu G i rodziny H i niech V(G) =
{z1,20,...,2p},n > 2 oraz V(Hy,) = V(N,) = {yl, 5,9}, > 3 dlai €
{1,2,...,n}. Ponadto niech S; = {z;} UUI_,{y.}. Zalézmy, ze S jest minimalnym
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zbiorem (1,2)-dominujacym grafu G o H. Zauwazmy, ze dla kazdego i € {1,2,...,n}
zachodzi jedna z nastepujacych mozliwosci: S N S; = {z;} albo SN S; = {x;,4i} dla
pewnego [ € {1,2,... p;} albo SNS; = {4}, 45, ..., 4, }. Poniewaz S = UL, (SN.S;) oraz
zbiory S;, S; sa roztaczne dla kazdych i, j € {1,2,,...,n},i # j, wiec |[S| = X0, |SNS;|.
Dla kazdego i € {1,2,...,n} mamy p; > 3, zatem najwiekszy minimalny zbior (1, 2)-
dominujacy grafu G o H jest mocy I'1 o(G o H) = Y7, p;, stad I'y o(G o H)-zbiorem jest
zbior Ui, V(H,,).

Niech S* bedzie minimalnym wlasciwym zbiorem (1, 2)-dominujacym grafu G o H.
Wtedy S* jest réwniez minimalnym zbiorem (1,2)-dominujacym, i analogicznie jak
w poprzednich rozwazaniach, dla kazdego ¢ € {1,2,...,n} zbiér S* N S; moze zawieraé
jeden wierzchotek x; albo dwa wierzchotki z;,y! dla pewnego [ € {1,2,... p;} albo p;
wierzchotkow i s, ... ,y;;i. Zauwazmy, ze jezeli dla kazdego i € {1,...,n} zachodzi
S NSy = {yl,y5, ...,y }, to S* jest zbiorem (1,1)-dominujacym, co jest sprzeczne
z zatozeniem, ze S* jest wladciwym zbiorem (1,2)-dominujacym. Wybierzmy k,1 <
k < n takie, ze pp = min{p;: i € {1,2,...,n}}. Jezeli S* NS}, = {x1, y¥} dla pewnego
1,1 <1< pyoraz S*NS; = {yl, ... ,ygj} dlaj e {1,...,n}\{k}, to S* jest najwiekszym
minimalnym wtadciwym zbiorem (1, 2)-dominujacym. Zatem I', 3(G o H) = 331, p; —
min{p;: i € {1,2,...,n}} + 2.

7 powyzszych rozwazan otrzymujemy, ze I'1 o(G o H) — ', 3(G o H) = min{p;: i €
{1,2,...,n}} =2, co konczy dowdd. [ |

Powyzsze twierdzenie jest zilustrowane przez graf Cyo{ Ng, Ng, Ng, No} przedstawiony

na rysunku 3.1.

Rysunek 3.1: Graf Cj o {Ng, Ng, No, Ng}

Najwiekszy minimalny zbiér (1, 2)-dominujacy zaznaczony jest niebieskimi okregami,

natomiast najwiekszy minimalny wtasciwy zbior (1,2)-dominujacy zaznaczony jest
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czerwonymi kwadratami. Zauwazmy, ze I'1 2(Cy o {Ng, Ng, Ng, Ng}) = 6+8+9+9 = 32,
natomiast I'y o(Cy 0 {Ng, Ng, Ng, Ng}) =6+8+9+9 — 6+ 2 = 28, stad réznica migdzy
tymi parametrami w tym wypadku wynosi min{6,8,9} — 2 = 4.

Podsumowujac dotychczasowe rozwazania z tego podrozdziatu, otrzymujemy zalez-
nosci pomiedzy parametrami (1, 2)-dominowania, wlasciwego (1, 2)-dominowania oraz

liczba dominowania.

Twierdzenie 3.6. (A. Michalski, I. Wtoch, M. Dettlaff, M. Lemanska [48]) Dla dowol-

nego grafu G majgcego wlasciwy zbior (1,2)-dominujecy zachodzi zwigzek
NG) < M2(G) =73(G) <T15(6) <Th2(G). (3-3)

Zauwazmy, ze w zaleznosci (3.3) nie wystepuje gorna liczba dominowania I'(G),
poniewaz w ogélnym przypadku nie mozna poréwnac¢ parametréw I'(G) oraz I'; 5(G).
Kolejne twierdzenie pokazuje, ze réznica pomiedzy tymi parametrami moze by¢ dowolnie

duza na korzy$¢ kazdego z nich.

Twierdzenie 3.7. (A. Michalski, I. Wtoch, M. Dettlaff, M. Lemanska [48]) Niech n > 1
bedzie liczbg naturalng. Istniejq grafy G + H takie, ze

(1) T(G) = T15(G) = mn,

(i) T'13(H) —T'(H) =n,

Dowdéd. (i). Niech G = K 19,7 > 1. Wtedy podzbiér L(K ,,12) jest najwigkszym mini-
malnym zbiorem dominujacym, wiec I'( K7 ,,42) = n+2. Podzbiér L(K ,,42) jest jednocze-
$nie zbiorem (1, 1)-dominujacym, wiec nie jest wtasciwym zbiorem (1,2)-dominujacym.
Niech D bedzie T') 5(K 512)-zbiorem. Poniewaz D nie jest zbiorem (1, 1)-dominujacym,
wigec L(Kj ny2) € D. To oznacza, ze istnieje 1is¢ grafu K7, 40, ktéry nie nalezy do D.
czyli centrum gwiazdy K 4o nalezy do D. Z zalozenia D jest minimalny, wiec zawiera
doktadnie jeden lis¢, czyli I') 5(K 512) = 2, co koficzy dowdd ().

Aby udowodni¢ (7i) podamy konstrukcje grafu H takiego, ze I'y 5(H) — I'(H) =
n. Wezmy $Sciezke P, o zbiorze wierzchotkow V(Py) = {x1,x2,23.24} z numeracja
wierzchotkéw w naturalnej kolejnosci oraz n kopii cyklu Cs, gdzie i-ta kopia C%, i €
{1,2,...,n} jest grafem o zbiorze wierzchotkow V(C%) = {yt, v, yi}. Wtedy H jest
grafem takim, ze V(H) = V(P,) U (U, V(C%)) oraz E(H) = E(Py) U (UL, E(CL)) U
{zay},i € {1,2,...,n}}. Konstrukcje grafu H ilustruje rysunek 3.2.
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Rysunek 3.2: Graf H

Niech S bedzie I'(H )-zbiorem. Zauwazmy, ze jezeli x4 € S, to S zawiera co najwyzej
jeden wierzchotek z kazdej kopii cyklu C'5 oraz co najwyzej jeden wierzchotek ze zbioru
{x1, x9, x3}. Jezeli natomiast x4 ¢ S, to S moze zawiera¢ co najwyzej jeden wierzchotek
z kazdej kopii Cj oraz co najwyzej dwa wierzchotki ze zbioru {1, x9, x3}. Stad dostajemy,
ze T(H) < n+2. Przyjmujac S = {x1, 24,91, y%, ..., y7} otrzymujemy, ze T'(H) = n+ 2.
Zbiér S jest réwniez minimalnym wtasciwym zbiorem (1, 2)-dominujacym, ale nie jest
najwiekszy. Pokazemy, ze w grafie H istnieje najwiekszy minimalny wtasciwy zbiér
(1,2)-dominujacy S* taki, ze |S*| = 2n+2. Niech S* bedzie I'; 5(H )-zbiorem. Zauwazmy,
ze x4 ¢ S*, bowiem wtedy S* zawiera doktadnie dwa wierzcholki z kazdej kopii C%
oraz co najwyzej dwa wierzchotki ze zbioru {z, xe, 3}. W przeciwnym wypadku, jezeli
x4 € S*, to z minimalnosci zbioru S* wynika, ze zawiera on dokltadnie po jednym
wierzchotku z kazdej kopii Cf, wige nie jest I'y 5(H)-zbiorem. Stad T 5(H) < 2n + 2
i przyjmujac S* = {x2, 23, Y3, Y3, Y3, U3, - - - » Y3, Y5 } otrzymujemy, ze I'; 3(H) = 2n + 2.
W konsekwencji I') 5(H) — T'(H) = 2n + 2 — (n + 2) = n, co konczy dowdd (ii). |

y%" Y3
yr

€y Xa X3 T4

Y3
Rysunek 3.3: Graf H



3.3. Parametry wlasciwego (1,2)-dominowania 36

Rysunek 3.3 ilustruje zbiory realizujace parametry I'(H) oraz I') 5(H ). Kolorem
zielonym s zaznaczone wierzchotki nalezace do I'(H )-zbioru, natomiast I'; 5(H )-zbior
jest zaznaczony na niebiesko.

Pokazemy, ze istnieje graf, dla ktérego wszystkie parametry wystepujace w zaleznosci

(3.3) i ponadto liczba I'(G) sa réowne ustalonej liczbie naturalnej.

Twierdzenie 3.8. (A. Michalski, I. Wloch, M. Dettlaff, M. Lemanska [48]) Niech
n > 2 bedzie liczbg naturalng. Istnieje graf H, taki, ze y(H,) = v12(Hy) = v, 5(H,) =
Fl,E(Hn> =T2(H,) =T(H,) =n.

Dowdd. Niech n > 2. Skonstruujmy graf H,, w nastepujacy sposob.

Wezmy n kopii K!,i € {1,2,...,n} grafu pelnego K,, V(K!) = {x%, 2, ... 2}
Wtedy V(H,) = Uiy V(K}L), E(H,) = Uiy E(K)UUR- {o)ah: 65 € {1,2,...,n} i #
j}. Ponadto, niech D; = {m},x?, ..., 27} przez dla kazdego j € {1,2...,n}. Graf H,
dla n = 4 przedstawiony jest na rysunku 3.4.

1 1 2 3 3
) Ty ) Ty Lo Ty ) Ty

1 1 2 2 3 3 4 4
T3 Ty T3 Ty T3 Ly T3 Ty

Rysunek 3.4: Graf H, dlan =4

Pokazemy, ze y(H,) = n. Zbiér S = V(K]) jest zbiorem dominujacym, zatem
~v(H,) < n. Przypu$émy, ze istnieje zbiér dominujacy S; mocy mniejszej niz n. Wtedy
istnieja k,1 € {1,2,...,n} takie, ze DNV (KF) = () oraz S; N D; = (). To oznacza, ze
wierzchotek zf nie jest dominowany przez zbiér Sy, sprzecznosé. Stad v(H,) = n.

Pokazemy teraz, ze I'(H,) = n. Zbiér S = V(K}) jest minimalnym zbiorem do-
minujacym, zatem ['(H,) > n. Przypusémy, ze istnieje najwiekszy minimalny zbior
dominujacy S2 mocy wiekszej niz n. Wtedy z zasady szufladkowej Dirichleta istnieje
takie k € {1,2,...,n}, ze |Se N Di| > 2. Niech 28,2} € Sy N Dy. Poniewaz S jest
minimalnym zbiorem dominujacym, wiec usuniecie wierzchotka z{ ze zbioru Sy spowo-
duje, ze zbiér ten utraci wlasno$é dominowania. To oznacza, ze So NV (K?) = () oraz
istnieje [ € {1,2,...,n},1 # k takie, ze Sy N D; = ). Z faktu, ze Sy jest dominujacy
wynika, ze dla wszystkich i € {1,2,...,n} zbiory Sy NV (K!) sa niepuste, aby zapewni¢

dominowanie wierzchotkéw ze zbioru D;.
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7 drugiej strony, réwniez z zasady szufladkowej Dirichleta, istnieje takie r €
{1,2,...,n}, ze |[SoNV(K})| > 2. Niech 27,2z} € Sy NV(K). Usunigcie wierzchotka
x} ze zbioru Sy spowoduje, ze zbiér ten utraci wtasnos¢ dominowania. To oznacza, ze
SoND; = () oraz istnieje m € {1,2,...,n}, m # r takie, ze SoNV (K™) = (). Sprzecznosé
z faktem, ze dla wszystkich i € {1,2,...,n} zbiory S, N V(K!) musza by¢ niepuste.
Zatem I'(H,) = n.

Na koniec zauwazmy, ze graf H, ma srednice réwng dwa. Zatem rodzina zbioréw
dominujacych jest réwna rodzinie zbioréw (1, 2)-dominujacych, a stad wnioskujemy, ze
I'y5(H,) = n, co konczy dowdd. [ |

Pokazemy teraz, ze wszystkie nieréwnosci z zaleznosci (3.3) moga by¢ ostre a réznice

pomiedzy poszczegdlnymi parametrami moga by¢ dowolnie duze.

Twierdzenie 3.9. (A. Michalski, I. Wloch, M. Dettlaff, M. Lemariska [48]) Niech n > 2
bedzie liczbg naturalng. Istnieje graf J,, taki, ze v(Jn) < 112(Jn) = 113(Jn) < T13(Jn) <

[y 5(Jn) oraz réznice pomiedzy kolejnymi parametrami zalezg od n wielomianowo.

Dowéd. Niech n > 2. Aby skonstruowac graf J,,, rozwazmy n + 1 kopii gwiazdy K ,,
Lo
{w:i} U{y;: 7 € {1,2,...,n}}, gdzie 2; jest centrum kopii Kj,. Wtedy V(J,) =
( o V(K{n» U{z:i € {1,2,...,n}} oraz E(J,) = ( "o E(K{n)) U {zoz: 1 €

{1,2,....,n}} U{x;z;: 7 € {1,2,...,n}}. Konstrukcja grafu J, jest zilustrowana na

gdzie i-ta kopia K7, i € {0,1,...,n} jest grafem o zbiorze wierzchotkéw V(K{jn) =

rysunku 3.5.

Pokazemy, ze v(J,,) = n + 1. Zauwazmy, ze zbiér Dy = {xg, z1,...,x,} jest zbiorem
dominujacym, zatem 7(J,,) < n + 1. Ponadto kazdy zbiér dominujacy zawiera przynaj-
mniej jeden wierzchotek z kazdego zbioru V(K7 ,),i € {0,1,...,n}. Stad v(J,) > n+1,
wiec y(J,) =n+ 1.

Nastepnie udowodnimy, ze v12(J,) = 2n + 1. Zbiér Dy = {zg,z1,...,2,} U
{z1, 22, ..., z,} jest zbiorem (1,2)-dominujacym, stad 1 2(J,,) < 2n + 1. Zauwazmy, ze
kazdy zbiér (1,2)-dominujacy zawiera co najmniej dwa wierzchotki z kazdego z pod-
zbioréw V(K{lyn) U{z},7 € {1,2,...,n} oraz co najmniej jeden wierzcholek ze zbioru
V(K?,). Z faktu, ze zbiory te sa roztaczne wynika, ze zbiér (1,2)-dominujacy zawiera
co najmniej 2n + 1 wierzchotkéw, a zatem v, 2(.J,,) = 2n + 1, a na mocy twierdzenia 3.3
réwniez v, 5(J,) = 2n + 1.

Kolejnym krokiem bedzie udowodnienie, ze 'y o(J,,) = n® + 2n. Zauwazmy, ze zbior
Dy =, ( ?:1{31;}) U{z1, 22, ..., 2.} jest minimalnym zbiorem (1,2)-dominujacym.
Stad 'y 2(J,) = n(n+1)+n = n?+2n. Ponadto, kazdy minimalny zbiér (1, 2)-dominujacy
moze zawiera¢ co najwyzej n sposrod n + 1 wierzchotkéw z kazdego ze zbiorow V(K {n)

dlai € {0,1,...,n}. Liczba zbioréw V(Kin) wynosi n + 1, wiec istnieje co najmniej
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Rysunek 3.5: Graf J,

n + 1 wierzchotkéw, ktére nie naleza do minimalnego zbioru (1, 2)-dominujacego. Stad
Tio(Jn) < V()| —(n+1) = (n+1)2+n—n—1, zatem 'y 5(J,,) < n*+2n. Ostatecznie
dostajemy T'y5(J,) = n? + 2n

Pokazemy, ze Ty 5(J,) = n? +n + 1. Zbior Dy = Ui} ( ?:1{9;}> U{z1,..., 2} U
{7} jest minimalnym wladciwym zbiorem (1,2)-dominujacym. Zatem I'y5(J,) >
n? + n + 1. Niech D* bedzie najwigkszym minimalnym wlasciwym zbiorem (1,2)-
dominujacym grafu J,,. Wtedy dla kazdego i € {1,2,...,n — 1} zbiér D* N (V(K],) U

{2:}) moze zawiera¢ co najwyzej n + 1 wierzchotkéw, natomiast zbiér D* N V(K?,,)

moze zawiera¢ co najwyzej n wierzchotkéw. Zaldézmy, ze ‘D* N(V(K1,)U{z})
n+ 1 dla kazdego i € {1,2,...,n — 1} oraz |[D* NV(KY},)| = n. Wtedy zbiér D' =
! (D* N(V(Ki,) U {zl})) U (D* N V(Kf}n)) jest najwiekszym minimalnym zbiorem
(1,2)-dominujacym o mocy (n—1)(n+1)+n =n*+n—1w grafie J, \{V(K7,,) U{z.} }.
Ponadto D' jest zbiorem (1,1)-dominujacym w J, \ {V(KT,) U {z,}}. Poniewaz D*
jest wladciwym zbiorem (1,2)-dominujacym, wiec w zbiorze V (KT, ) U {2,} istnieje
wierzchotek, ktéry nie jest (1,1)-dominowany przez D’. Jezeli z, € D*, to z minimal-
nodci zbioru D* otrzymujemy, ze D* NV (KT, ) = {z,}. Natomiast jezeli z, ¢ D*, to
‘D* N V(K?n)’ = 2. W kazdym przypadku ’D* N (V(K{Ln) U {zn})‘ = 2. Stad D* ma
n®+n—142=mn>+n+ 1 wierzchotkéw, co implikuje, ze I'; 5(J,) = n® +n + 1.
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7 powyzszych rozwazan wynikaja nastepujace réwnosci:
Y2(Jn) =(Jn) =2n+1—=(n+ 1) =n,
Uy5(Jn) —ma2(Jn) =n*4+n+1—-(2n+41) =n*—n,
Tio(Jn) =T15(Jn) =n*+2n— (n*+n+1)=n—1,

co konczy dowdd. [ ]



Rozdziat 4

Indeks przekroju zbioréw
(1, 1)-dominujacych i wltasciwych

zbioréow (1,2)-dominujacych

W poprzednim rozdziale wprowadziliémy pojecie wtasciwego zbioru (1, 2)-dominuja-
cego, czyli zbioru (1, 2)-dominujacego, ktéry nie jest (1, 1)-dominujacy. W tym rozdziale
bedziemy poszukiwaé¢ odpowiedzi na pytanie: jaka w danym grafie jest najmniejsza
liczba wspdlnych wierzchotkéw zbioru (1, 1)-dominujacego oraz whasciwego zbioru (1, 2)-
dominujacego, a w szczegdlnosci, czy istniejg w grafie dwa roztaczne zbiory, z ktérych
jeden jest zbiorem (1, 1)-dominujacym, a drugi wtasciwym zbiorem (1, 2)-dominujgcym?

Niech G bedzie grafem majacym wlasciwy zbiér (1,2)-dominujacy. Liczbe
p(G) =min{|DN D*|: D € F1,(G),D* € Fi5(G)}

nazywamy indeksem przekroju zbioréw (1,1)-dominujgcych i wlasciwych zbioréw (1,2)-
dominujgcych grafu G. W dalszej czesci rozprawy parametr ten bedziemy nazywacé
krotko indeksem przekroju.

Dalsze rozwazania ograniczymy wytacznie do grafow majacych wlasciwe zbiory

(1,2)-dominujace.

4.1 Indeks przekroju w wybranych klasach graféow

W tym podrozdziale wyznaczymy indeks przekroju p(G) grafu w wybranych klasach
graféw takich jak Sciezki, cykle oraz grafy pelne dwudzielne. W pierwszej kolejnosci

udowodnimy niezbedne lematy.
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Lemat 4.1. (A. Kosiorowska, A. Michalski, I. Wtoch [42]) Niech G bedzie grafem
spojnym zawierajgcym Sciezke wiszqcq vivy ... vp,n = 3, gdzie v, € L(G). Wtedy
dla kazdego zbioru D € Fy1(G) i dla kazdego D* € F,5(G) zachodzi (DN D*) N
{Vn_2,Vn_1,v,} # 0.

Dowaéd. Niech G bedzie grafem spojnym zawierajacym $ciezke wiszaca vivs ... vy, n > 3,
gdzie v, jest lisciem grafu G. Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze istniejg zbior
(1,1)-dominujacy D oraz wlasciwy zbior (1,2)-dominujacy D* takie, ze (D N D*) N
{vn_2,0n_1,v,} = (. Poniewaz v, € D, wiec v, ¢ D*. To oznacza, ze v,_1 € D*,
w przeciwnym wypadku v, nie jest dominowany przez D*. Stad v,_1 ¢ D. Ponadto
Un—2 € D* poniewaz v, jest (1,2)-dominowany przez D*. Zatem v,_o ¢ D. Wtedy
wierzchotek v, _; ma tylko jednego sasiada w zbiorze D, co jest sprzeczne z zalozeniem,

ze D jest zbiorem (1, 1)-dominujacym. [
7 powyzszego lematu otrzymujemy natychmiastowy wniosek.

Whiosek 4.2. (A. Kosiorowska, A. Michalski, I. Wtoch [42]) Niech G bedzie spojnym
grafem zawierajgcym Scieike wiszgcq v1vs . ..Uy, n = 3. Wiedy p(G) > 1.

Lemat 4.3. (A. Kosiorowska, A. Michalski, I. Wtoch [42]) Niech G bedzie spdjnym
grafem takim, Ze p(G) = 0. Wtedy dla dowolnych zbioréw D € F1,(G), D* € F,3(G)
takich, ze D N D* =0 zachodzi L(G) C D oraz S(G) C D*.

Dowéd. Zatézmy, ze p(G) = 0. Niech D € F1,(G) oraz D* € F,3(G) beda takie, ze
D N D* = (). Poniewaz kazdy li§¢ musi naleze¢ do zbioru (1, 1)-dominujacego, wiec
L(G) € D. Wtedy L(G) N D* = (). Aby pokazaé, ze S(G) C D* zalézmy nie wprost, ze
istnieje v € S(G) taki, ze v ¢ D*. Poniewaz L(v) C D, wiec L(v) N D* = (). To oznacza,
ze wierzchotki ze zbioru L(v) nie sa dominowane przez D*, sprzeczno$¢ z faktem, ze D*
jest zbiorem (1,2)-dominujacym. Zatem S(G) C D*. [ |

Wyznaczmy wartos¢ parametru p dla sciezek P,.

Twierdzenie 4.4. (A. Kosiorowska, A. Michalski, I. Wtoch [42]) Niech n > 3 bedzie
liczbg naturalng. Wtedy

1 dlan e {3,4,5}
2 dlan>6.

p(Pn) =

Dowdd. Jezeli n € {3,4,5}, to mozna sprawdzi¢, ze p(Ps) = p(Py) = p(P5) = 1.
Niech n > 6. Najpierw pokazemy, ze p(P,) < 2. Jezelin = 2p+ 1,p > 1, to zbidr

Dy ={x9,24,...,Top_2,%op} U{x1, Topy1} jest zbiorem (1, 1)-dominujacym, natomiast
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zbiér D} = (V(Payp+1) \ D1) U {xa, 29, } jest wlasciwym zbiorem (1,2)-dominujacym
oraz |D; N Df| = 2. Jezeli n = 2p,p > 2, to zbiér Dy = {x1} U {xa, x4, ..., Top_2, T2y}
jest zbiorem (1, 1)-dominujacym, natomiast zbiér D = (V(Pap) \ D2) U {z2, 22p_2}
jest wlasciwym zbiorem (1, 2)-dominujacym oraz |Ds N D3| = 2. Stad dla dowolnego
n > 6 zachodzi, ze p(P,) < 2. Aby wykazaé, ze p(P,) > 2 zauwazmy, ze z lematu
4.1, dla wszystkich zbioréw D € F1,(P,), D* € F,3(P,) zachodza nieréwnosci |D N
D*N{zy,z9, 23} > 1 oraz | DN D*N{xy_o, 1,2} = 1, zatem |D N D*| > 2, czyli
p(P,) > 2. W konsekwencji p(P,) = 2, co konczy dowdd. [

Pokazemy, ze w cyklach C,,,n > 5 istnieja zbior (1, 1)-dominujacy oraz wlasciwy

zbiér (1,2)-dominujacy, ktore sg roztaczne.

Twierdzenie 4.5. (A. Kosiorowska, A. Michalski, I. Wtoch [42]) Niech n > 4 bedzie
liczbg naturalng. Wtedy

1 dian=4

p(Cy) =

0 dlan>5.
Dowdd. Jezeli n = 4, to nie istnieja zbiér (1,1)-dominujacy D oraz wtasciwy zbiér
(1,2)-dominujacy D* takie, ze D N D* = (). Mozna sprawdzi¢, ze p(Cy) = 1. Niech
n > 5. Jezelin = 2p+ 1,p > 2, wtedy zbior Dy = {x1,x3,...,T2p11} jest zbiorem
(1,1)-dominujagcym w grafie Cy,41, natomiast zbiér D} = V(Capiq) \ Dy jest wladciwym
zbiorem (1,2)-dominujacym. Jezeli n = 2p,p > 3, to wtedy zbiér Dy = {1, 29,24} U
{xs5,27,...,Top_3, Tap_1} jest zbiorem (1,1)-dominujacym w grafie Cy,, natomiast zbiér
Dj =V (Cy) \ D2 jest wlasciwym zbiorem (1, 2)-dominujagcym. Poniewaz Dy N Dj = ()
oraz Dy N D} =0, wiec p(C,,) =0 dlan > 5. |

Wyznaczymy indeks przekroju dla graféw pelnych dwudzielnych.

Twierdzenie 4.6. (A. Kosiorowska, A. Michalski, I. Wtoch [42]) Niech m,n bedg

liczbami naturalnymai takimi, ze m +n > 3. Wtedy

0 dlam=>31in2>3,
P(Konn) =
1w przeciwunym wypadku.

Dowdéd. Niech V(K,,,) = Vi U Vs, gdzie Vi, Vs sa zbiorami niezaleznymi oraz Vi =
{z1,.. 2}, Va = {y1,.. ., yn}. Jezeli m > 3 oraz n > 3, to zbiér {x1,1;} jest wla-
Sciwym zbiorem (1, 2)-dominujacym, natomiast zbior V (K, ) \ {z1, 41} jest zbiorem
(1,1)-dominujacym w grafie K, ,,, zatem p(K,,,) = 0.

Zalézmy, ze m < 3 lub n < 3. Bez straty dla ogdlnosci rozwazan, niech m < 3.
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Jezeli m = 1, to n > 2 oraz K, jest gwiazda. Wtedy mozemy zauwazy¢, ze
p(Ky,) = 1. Jezeli m = n = 2, to Ky jest cyklem Cj i z twierdzenia 4.5 wiemy, ze
p(Cy) = 1.

Zatézmy, ze m = 2 oraz m > 3. Zbiér {x1,y1} jest wlasciwym zbiorem (1,2)-
dominujacym, natomiast zbiér V(Ks,) \ {y1} jest zbiorem (1, 1)-dominujacym grafu
Ky, zatem p(Ks,,) < 1. Pokazemy, ze p(K»,) > 1. Dla dowodu nie wprost zat6zmy,
ze istniejg zbiér (1,1)-dominujacy D oraz wlasciwy zbior (1,2)-dominujacy D* takie,
ze D N D* = (). Poniewaz D jest (1,1)-dominujacy, wiec V; € D lub V5 C D. Ponadto
D*NV; # () oraz V;\ D* # 0 dlai € {1,2}, bo w przeciwnym wypadku D* jest zbiorem
(1, 1)-dominujacym. Poniewaz V; C D lub Vo C D, wiec D N D* # (), sprzeczno$é. To
oznacza, ze nie istnieja roztaczne zbiory D € Fy1(Ky,) oraz D* € F5(Ky,), czyli
p(Kyp) > 1. Zatem p(K,,,) = 1, co konczy dowdd. [

Szczegélnym przypadkiem grafu K, , jest gwiazda K ,,.

Whiosek 4.7. (A. Kosiorowska, A. Michalski, I. Wloch [42]) Niech n > 2 bedzie liczbg
naturalng. Wtedy p(Ky,,) = 1.

4.2 Indeks przekroju w drzewach

W tym podrozdziale bedziemy rozwazaé¢ indeks przekroju w klasie drzew. W niekto-
rych drzewach indeks przekroju mozna wyznaczy¢ doktadnie. W poprzednim podroz-
dziale podalismy wartos¢ tego parametru dla $ciezek. Kolejng podklasa drzew, w ktorej
wyznaczymy indeks przekroju sa pajaki.

Pajgkiem nazywamy drzewo majace co najwyzej jeden wierzchotek stopnia wiek-
szego niz dwa. Wierzchotek ten, jezeli istnieje, jest wierzchotkiem centralnym drzewa.
Nogq pajgka nazywamy kazda Sciezke wiszaca, ktorej jednym z koncoéw jest wierzcho-
tek centralny. Symbolem SP(ly,ly,...,l,), n > 2 oznaczamy pajaka majacego n nég
o dtugosciach 1y, 15, ..., l,. Zauwazmy, ze jezeli pajak nie posiada wierzchotka stopnia
wiekszego niz dwa, wtedy jest izomorficzny ze $ciezka.

Rysunek 4.1 przedstawia pajaka SP(1,2,3,3).

Rysunek 4.1: Pajak SP(1,2,3,3)
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Pajaki byly rozwazane w ostatnich latach ze wzgledu na ich rézne wlasnosci miedzy

innymi w [11, 54], a w [37, 60] w odniesieniu do zbioréw dominujacych.

Twierdzenie 4.8. (A. Kosiorowska, A. Michalski, I. Wloch [42]) Niech s bedzie liczbg
ndg dlugosci jeden lub dwa w pajgku SP(ly,la, ..., 1), n > 3. Wtedy

(i) p(SP(li,la,...,1,)) =n jeieli s =0,

(i) p(SP(ly,la, ..., 1)) =n—s jeieli istniejg j,k, 1 < j,k < n takie, ze [; = 1
ily = 3 oraz dla kazdego m € {1,2,...,n} zachodzi l,, # 2,

(1ii) p(SP(li,lay...,1,)) =n—s+1 w pozostalych przypadkach.

Dowdd. Dla dowodu wprowadzmy oznaczenia jak na rysunku 4.2 i oznaczmy przez s

liczbe nog dtugosci jeden lub dwa w pajaku SP(ly, 1, ..., 1,).

1 1 1 1 1 1
Ty Ty T3 Ti—2 LTp—1  Tpy
.. o ——Oo —0°
2 2 2 2 2 2
Ty 5 3 Lo L1 2,
Zo
o —0—0
n n n n n n
Ty Lo T3 Ly,—2 Lp,1 2y,

Rysunek 4.2: Pajak SP(ly,ls,...,1,)

Najpierw udowodnimy (i). Niech s = 0. To oznacza, ze [; > 3 dla kazdego i €
{1,2,...,n}. Pokazemy, ze p(SP(l1,la,...,l,)) = n. Niech D; bedzie dowolnym zbiorem
(1,1)-dominujacym, natomiast D} dowolnym wtasciwym zbiorem (1,2)-dominujacym
w rozwazanym pajaku. Ustalmy dowolnie j, 1 < 7 < n. Z lematu 4.1 otrzymujemy, ze
|D;N DN {x{j_Q, :L'{;_l, x{7}| > 1. Z dowolnosci wyboru j wynika, ze do zbioru Dy N D}
nalezy co najmniej jeden wierzchotek z kazdej nogi pajaka, stad p(SP(ly, 12, ...,1,)) = n.
Niech Dy = {x{,xé,...,x%pﬂ:j e {1,2,...,n},l; = 2p+ 1,p > 1} oraz Dyp, =
{x{,xé,...,xgp_l,xép: jeA{1,2,...,n},l; = 2p,p > 2}. Niech ponadto D}, = {3,
Thy oo @y g, w9, 5 € {1,2,...,n},l; =2p+ 1,p > 1} oraz Djy = {2}, 2}, ..., 29, »,
Ty, 107 € {1,2,...,n},l; = 2p,p > 2}. Zbiory D1 = Dy U Dyy oraz D} = Dj, U
D3y U {xo} sa odpowiednio zbiorem (1, 1)-dominujacym oraz wlasciwym zbiorem (1, 2)-
dominujacym. Ponadto |D; N Df| = n. To oznacza, ze p(SP(ly,ls,...,l,)) = n, co
konczy dowdd ().
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Aby udowodnié (ii) zatézmy, ze istnieja j, k, 1 < j,k < n takie, ze [; = 1 oraz [;, = 3
oraz dla kazdego m € {1,2,...,n} zachodzi [, # 2. To oznacza, ze s > 1. Pokazemy,
ze p(SP(ly,la,...,1l,)) > n —s. Z lematu 4.1 wiemy, ze dla kazdego zbioru (1,1)-
dominujacego Dy oraz dla kazdego wlasciwego zbioru (1, 2)-dominujacego D} w kazdej
nodze dtugosci co najmniej trzy istnieje wierzchotek nalezacy do przekroju D, N Dj.
Poniewaz nog dtugosci co najmniej trzy jest doktadnie n—s, wiec p(SP(ly,la, ..., 1)) >
n — s. Niech Doy = {23, ... ,xép_l,x§p+1: je{l,2,...,n}; =2p+1,p> 1} oraz
Doy = {2}, . .. ,x%pfl,x%p: je{1,2,...,n},l; =2p,p > 2} oraz Dyg = {a]: l; =1}.
Niech ponadto D}, = {xg,mi,...,x%p,l,xgp:j e {1.2,....,n},l;, =2p+1,p > 1}
oraz D}, = {xé,xi,...,x%p_Q,x%p_lzj € {1,2,....,n}; = 2p,p > 2}. Zbiér Dy =
D91 U DgyU Do jest zbiorem (1, 1)-dominujacym, natomiast zbiér Dy = D3, UD3, U{xo}
jest wlasciwym zbiorem (1, 2)-dominujacym grafu SP(ly,ls, ..., 1,). Ponadto |D1ND}| =
n — s. To oznacza, ze p(SP(ly,la,...,1l,)) =n — s, co konczy dowdd ().

Udowodnimy (4i¢). W tym celu zalézmy, ze istnieje m € {1,2,...,n} takie, ze
l,, < 2. To oznacza, ze s > 1. Ponadto zakladamy, ze [; # 1 dla wszystkich i €
{1,2,...,n} lub [; # 3 dla wszystkich i € {1,2,...,n} lub istnieje k, 1 < k < n takie,
ze I, = 2. Najpierw pokazemy, ze p(SP(l1,ls,...,1l,)) = n— s+ 1. Niech D3 bedzie
dowolnym zbiorem (1, 1)-dominujacym oraz niech D} bedzie dowolnym wlasciwym
zbiorem (1,2)-dominujacym. Jezeli s < n, to znaczy, ze istnieja nogi dlugosci co
najmniej trzy i z lematu 4.1 w kazdej takiej nodze co najmniej jeden wierzchotek
nalezy do przekroju D3 N Dj. Ponadto, jezeli istnieje k, 1 < k < n takie, ze [}, = 2, to
z lematu 4.1 otrzymujemy, ze co najmniej jeden wierzchotek ze zbioru {xg, 2%, x5} nalezy
do przekroju D3 N D3, czyli p(SP(ly,la,...,1,)) = n — s+ 1. Jezeli nie istnieje noga
dhugosci dwa, to istnieje droga dtugosci jeden, a to z kolei implikuje, ze nie istnieje droga
dtugosci trzy, w przeciwnym wypadku otrzymujemy przypadek (7). Stad dla kazdego
j€{1,2,...,n} mamy l; = 1 lub [; > 4 oraz istnieje co najmniej jedna noga dtugosci
jeden. Z lematu 4.1 wiemy, ze w zbiorze V (SP(ly, la, . . ., 1)) \{wo, z}, 2%, ..., 27} istnieje
co najmniej n — s wierzchotkéw nalezacych do przekroju Ds N Dj. Aby pokazaé, ze
{0, z}, 2%, ..., 27 NDsN D3| > 1 zatézmy nie wprost, ze {xg, 1,23, ..., 2} }ND3ND; =
0. Niech I, = 1 dla pewnego k, 1 < k < n. Wtedy 2% € Ds. Stad 2} ¢ D3, czyli g € D3,
gdyz Dj jest zbiorem dominujacym. Zatem g ¢ Ds. Poniewaz Dj jest zbiorem (1,2)-
dominujacym i z zalozenia istnieje 4, 1 < ¢ < n takie, ze [; > 4 wiec ) € Dj. To
oznacza, ze 1% & Ds. Zatem z nie jest (1,1)-dominowany przez zbiér Ds, co jest
sprzeczne 7z zalozeniem, ze Dj jest zbiorem (1, 1)-dominujacym. Stad otrzymujemy, ze
Hzo, 21,23, ..., 27N D3N D3| > 1, czyli p(SP(ly, 1, ..., 1,)) >n—s+ 1.

Aby wykazaé réwnosé, wystarczy wskazaé zbiér (1,1)-dominujacy oraz wlasciwy

zbiér (1,2)-dominujacy, ktérych przekrdj zawiera dokladnie n — s 4+ 1 wierzchotkéw.
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Jezeli I; = 1 dla wszystkich j € {1,2,...,n}, to s = n oraz zbiory Dy = {z], 2%, ..., 27}
oraz D} = {xg,z}} sa odpowiednio zbiorem (1, 1)-dominujacym i wlagciwym zbiorem
(1, 2)-dominujacym. Wtedy Dy N Dj| =1 =n — s+ 1. Jezeli [; < 2 dla wszystkich
j € {1,2,...,n} oraz istnieje noga dlugosci dwa, to s = n oraz zbiory D5 = {zo} U
L(SP(ly,ly,...,1,)) oraz D = {xo} U{v € SP(l1,ly,..., 1) dspa, is,..1,)(v) = 2} sa
odpowiednio zbiorem (1,1)-dominujacym i wlasciwym zbiorem (1,2)-dominujacym.
Stad |D; N Di| = 1 = n — s+ 1. Jezeli istnieja nogi dlugosdci mniejszej lub rownej
dwa oraz nogi dlugosci wickszej lub réownej trzy, to z zalozen z przypadku (i) do-
stajemy, ze jesli istnieje noga dtugosci jeden oraz noga diugosci trzy, to istnieje tez
noga dtugosci dwa. Niech Dg; = {2]:j € {1,2,...,n},l; = 1}, Dgy = {x}: j €
{1,2,...,n},l; =2}, Dgg = {xé,xi,...,xép,xépﬂ: je{1,2,...,n},l; =2p+1,p > 1},
D¢y = {x‘g,xi,...,m%p, cj € {1,2,...,n},l; = 2p,p > 2}. Niech ponadto Df; =
{«]:j € {1,2,...,n},l; = 2}, Diy = {x{,azg,...,x%p,l,x%p:j e {L,2,....n},l; =
2p + 1,p > 1}, D§; = {x{,wg,...,xgp_%m%p_l, cjoe {1,2,...,n},l; = 2p,p > 2}.
Wtedy zbiory Dg = Dg; U Dga U Dgg U Dgy U {x0} oraz Df = Dg; U Dy U Dy U {xo}
sa odpowiednio zbiorem (1, 1)-dominujacym oraz wlasciwym zbiorem zbiorem (1, 2)-

dominujacym. Ponadto |Dg N D§| = n — s + 1, co konczy dowdd. [ |

Przypadki opisane w twierdzeniu 4.8 zilustrujemy przyktadami. Przyjmijmy, ze
niebieskimi prostokatami zaznaczone sa wtasciwe zbiory (1, 2)-dominujace, natomiast
czerwonymi okregami zbiory (1, 1)-dominujace.

Rysunki 4.3, 4.4 i 4.5 przedstawiaja pajaki SP(3,5,3,4), SP(1,3,5,1,3,4) oraz
SP(1,2,5,2,3), dla ktérych spetnione sa zatozenia odpowiednio warunkéw (i), (ii) oraz
(7ii). Wtedy otrzymujemy, ze p (SP(3,5,3,4)) = 4, p(SP(1,3,5,1,3,4)) = n—s =
6 —2=4oraz p(SP(1,2,5,2,3))=n—s+1=5—-3+4+1=3.

Rysunek 4.3: Pajak SP(3,5,3,4)
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Rysunek 4.4: Pajak SP(1,3,5,1,3,4)

Rysunek 4.5: Pajak SP(1,2,5,2,3)

Szczegblnymi przypadkami pajakéw sa gwiazda K, i Sciezka P,. Indeksy p(P,)
oraz p(Ki,) zostaly wyznaczone w poprzednim podrozdziale. Mozemy zauwazy¢, ze
wartodci p(P,) oraz p(K;,) otrzymujemy réwniez z twierdzenia 4.8.

7 powyzszych rozwazan wynika, ze istniejg drzewa, w ktorych indeks przekroju
jest dodatni. W dalszej czesci rozdziatu podamy warunek konieczny dla drzewa T', aby
p(T) = 0.

Twierdzenie 4.9. (A. Kosiorowska, A. Michalski, I. Wtoch [42]) Niech T bedzie

n-wierzchotkowym drzewem, n > 3. Jezeli p(T) = 0, to
(i) n>6 i diam(G) > 3 oraz
(i) T nie zawiera Sciezki wiszqcej diugosci wiekszej niz dwa oraz

(ii1) jezeli x € S, (T), to istnieje wierzchotek vy € V(T) \ (L(T)US(T)) taki, ze
xy € E(T) oraz

(iv) jezeli x € S(T) i Np(z) N S(T) = 0, to istnieje wierzcholek y € V(T) \
(L(T)u S(T)) taki, ze xy € E(T) oraz dr(y) > 3.

Dowdd. Niech T bedzie drzewem n-wierzchotkowym, n > 3. Wtedy T ma wtasciwy

zbiér (1,2)-dominujacy. Niech D i D* beda odpowiednio zbiorem (1, 1)-dominujacym
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i wlasciwym zbiorem (1,2)-dominujacym w drzewie T. Zalézmy, ze D N D* = 0.
Pokazemy, ze musza by¢ spetnione warunki (7)-(iv).

Jezeli 3 < n < 6 lub diam(T) < 3, to poprzez sprawdzenie wszystkich mozliwosci
otrzymujemy, ze dla dowolnych D i D* zachodzi D N D* # (), wigc warunek (7) musi
by¢ spekiony.

Dla dowodu (7i) zat6zmy nie wprost, ze T' zawiera Sciezke wiszaca dtugosci wiekszej
niz dwa. Na mocy lematu 4.1 wiemy, ze co najmniej jeden wierzchotek tej Sciezki nalezy
do D N D*, sprzecznosé z zalozeniem. Zatem warunek (¢7) musi zachodzi¢.

Zalézmy nie wprost, ze nie jest spelniony warunek (7ii). Oznacza to, ze istnieje
wierzchotek stabo podtrzymujacy x € S(T), ktory jest sasiedni z doktadnie jednym
lisciem, powiedzmy v € L(T), oraz Np(x) \ {v} C S(T'). Z lematu 4.3 wiemy, ze v € D,
x € D* oraz Nr(z) \ {v} C D*. Zatem wierzcholek z nie jest (1,1)-dominowany przez
D, sprzecznosc.

Przypusémy, ze nie zachodzi warunek (iv). To oznacza, ze x € S(T) C D* oraz
Nr(z) N S(T) = (). Ponadto, nie istnieje w zbiorze V(T) \ (L(T) U S(T)) wierzchotek
sasiedni z x lub kazdy sasiad wierzchotka x z tego zbioru ma stopien co najwyzej
dwa. Jezeli x nie ma sasiadow w zbiorze V(T) \ (L(T)U S(T)), to Nr(x) C L(T).
Poniewaz T' jest grafem spdéjnym, wiec T' = K, ,, co jest sprzeczne z wnioskiem 4.7.
Zatem Np(xz) N [V(T)\ (L(T)U S(T))] # 0 i wszystkie wierzchotki z tego zbioru maja
stopien co najwyzej dwa. Co wiecej, jeden z nich (oznaczmy go przez y) musi naleze¢
do zbioru D*, aby zapewnié (1,2)-dominowanie wierzchotkom ze zbioru L(z). Stad
y ¢ D oraz y jest sasiedni z co najwyzej jednym wierzchotkiem ze zbioru D. Sprzecznosé
z zalozeniem, ze D jest zbiorem (1, 1)-dominujacym. Zatem warunek (iv) musi by¢

speliony, co konczy dowod. [

Warunki z twierdzenia 4.9 nie sa wystarczajace na to, aby p(T) = 0. Na rysunku
4.6 przedstawione zostato drzewo T', ktore spetnia warunki (i)-(iv) z twierdzenia 4.9,

a pomimo to p(7") > 0.

u (%

Rysunek 4.6: Drzewo T, dla ktorego o(7') > 0 [42]

Aby uzasadnié, ze p(T') > 0 zalézmy nie wprost, ze p(T") = 0, czyli istnieja zbidr
(1,1)-dominujacy D oraz wtasciwy zbiér (1,2)-dominujacy D* takie, ze D N D* = ).
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Z lematu 4.3 wiemy, ze wszystkie liScie, oznaczone czerwonymi okregami, naleza do zbioru
D, natomiast wszystkie wierzchotki podtrzymujace, oznaczone niebieskimi prostokatami,
naleza do zbioru D*. Jezeli « € D, to x ¢ D*. Wtedy wierzcholki u,v nie sa (1,2)-
dominowane przez D*. Jezeli x € D*, to x ¢ D. Wtedy x nie jest (1, 1)-dominowany

przez D. Zatem x € D N D*, czyli p(T) > 1.



Rozdziat 5

Niezalezne zbiory (1,2)-dominujace

w produktach graféow

W tym rozdziale bedziemy rozwazaé niezalezne zbiory (1,2)-dominujgce, czyli zbiory,
ktore sa jednoczesnie niezalezne i (1,2)-dominujace. Podamy warunki konieczne oraz
wystarczajace na istnienie niezaleznego zbioru (1,2)-dominujacego w produkcie ten-
sorowym dwoch graféw, silnym produkcie dwoéch grafow, G-ztaczeniu graféw oraz
uogolnionej koronie graféw. Produkty dwoch graféw lub ich uogdlnienia sg jednym ze
sposobow generowania nowych klas graféw i w odniesieniu do problematyki réznego typu
niezaleznych zbiorow dominujacych byly rozwazane w wielu pracach, miedzy innymi
w [6, 24, 62, 63].

Definicje wszystkich omawianych w tym rozdziale produktéw zostaly zamieszczone

w rozdziale pierwszym.

5.1 Twierdzenia o istnieniu niezaleznych zbioréw
(1,2)-dominujacych

Niezalezne zbiory (1,2)-dominujace wprowadzili i jako pierwsi badali S. M. He-
detniemi i in. w pracy [35]. Podzbiér S C V(G) jest niezaleznym zbiorem (1,2)-
dominujacym, jezeli jest niezalezny i (1, 2)-dominujacy.

Nie kazdy graf ma niezalezny zbiér (1,2)-dominujacy. Przyktadem takich grafow
sg grafy petne K,,,n > 2. Innym przyktadem, w ktorym nie istnieje niezalezny zbiér

(1,2)-dominujacy jest korona P, o P, przedstawiona na rysunku 5.1.
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Rysunek 5.1: Graf P, o P, w ktérym nie istnieje niezalezny zbiér (1,2)-dominujacy

Nie jest znana pelna charakteryzacja graféw majacych niezalezny zbior (1,2)-
dominujacy. W [35] zostato podane, ze problem istnienia niezaleznych zbioréw (1,2)-
dominujacych jest N P-zupelny w ogélnym przypadku. Udowodniony zostal takze

warunek wystarczajacy dla istnienia niezaleznego zbioru (1, 2)-dominujacego.

Twierdzenie 5.1. (S. M. Hedetniemi, S. T. Hedetniemi, J. Knisely, D. F. Rall [35])
Jezeli spojny, n-wierzchotkowy graf G, n > 3, nie jest pelny i nie zawiera trojkgtow, to

w grafie G istnieje niezalezny zbior (1,2)-dominujgcy mocy o(G).

Ponadto w [35] opisane zostaly konstrukcje klas graféw, w ktérych nie istnieje
niezalezny zbiér (1,2)-dominujacy. Przedstawimy jedna z tych konstrukcji z wyko-
rzystaniem dowolnego, n-wierzchotkowego drzewa, n > 2. Z twierdzenia 5.1 wiemy,
ze dowolne drzewo, majace co najmniej trzy wierzchotki ma niezalezny zbiér (1,2)-
dominujacy. Ponizsza konstrukcja pokazuje, ze z grafu, w ktorym istnieje niezalezny
zbiér (1,2)-dominujacy mozna uzyskaé graf, w ktérym takiego zbioru nie ma.

Niech T" bedzie dowolnym, n-wierzchotkowym drzewem, n > 2. Kazdemu wierzchot-
kowi v € V(T') przyporzadkowujemy graf pelny K}, gdzie k > dr(v) + 2. Rozwazmy
sumg grafow K = U,y () K. Tworzymy graf K* w nastepujacy sposob:

1. do grafu K dodajemy doktadnie jedng krawedz pomiedzy grafami pelnymi K/
oraz K} wtedy i tylko wtedy, gdy vu € E(T) oraz

2. do kazdego wierzchotka grafu IC dodajemy co najwyzej jedna krawedz.

Dla dowolnego drzewa T' rodzine wszystkich graféw K* mozliwych do otrzymania

w wyniku takiej konstrukeji oznaczmy przez G(T).

Twierdzenie 5.2. (S. M. Hedetniemi, S. T. Hedetniemi, J. Knisely, D. F. Rall [35])
Niech T' bedzie dowolnym n-wierzchotkowym drzewem, n > 2. Jezeli H € G(T), to

w grafie H nie istnieje niezalezny zbior (1,2)-dominujgcy.

Na rysunku 5.2 z prawej strony przedstawiony jest graf K* nalezacy do rodziny G(7T')
dla widocznego z lewej strony drzewa T'. Zgodnie z twierdzeniem 5.2, w grafie K* nie

istnieje niezalezny zbiér (1,2)-dominujacy.
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Rysunek 5.2: Drzewo T oraz graf K* € G(T)

W przypadku klasycznego dominowania kazdy maksymalny zbiér niezalezny jest
niezaleznym zbiorem dominujacym grafu. Analogiczna zaleznos$¢ nie zachodzi dla zbiorow
(1,2)-dominujacych.

Nie kazdy maksymalny zbiér niezalezny jest zbiorem (1,2)-dominujacym. Jako
przyktad rozwazmy Sciezke Ps. Podzbior S(Ps) jest maksymalnym zbiorem niezaleznym,
ale nie jest (1,2)-dominujacy.

Kolejne twierdzenia pokazujg zaleznosci pomiedzy maksymalnym zbiorem niezalez-

nym i niezaleznym zbiorem (1, 2)-dominujacym.

Twierdzenie 5.3. (A. Michalski [45]) Jezeli S jest niezaleznym zbiorem (1, 2)-dominu-
jacym grafu G, to S jest maksymalnym zbiorem niezaleznym grafu G takim, ze L(G) C S.

Dowdd. Niech S bedzie niezaleznym zbiorem (1,2)-dominujacym grafu G. Zal6zmy nie
wprost, ze S nie jest maksymalnym zbiorem niezaleznym lub L(G) \ S # ). Jezeli S nie
jest maksymalny, to istnieje wierzchotek = € V(G) \ S taki, ze S U {x} jest zbiorem
niezaleznym. To oznacza, ze wierzchotek x nie jest dominowany przez zbiér S, co jest
sprzeczne 7z zalozeniem, ze S jest zbiorem (1,2)-dominujacym. Jezeli L(G)\ S # 0,
to istnieje wierzchotek u € L(G) taki, ze u ¢ S. Wtedy Ng(u) = {v}, gdzie v € S.
Poniewaz S jest zbiorem (1,2)-dominujacym, to istnieje w € S sasiedni z wierzchotkiem

v. To jest sprzeczne z zatozeniem, ze S jest zbiorem niezaleznym, co konczy dowod. M

Implikacja w druga strone nie jest prawdziwa, poniewaz nie kazdy maksymalny
zbiér niezalezny zawierajacy podzbidr lidci jest niezaleznym zbiorem (1, 2)-dominujacym.
Przyktadem takiego grafu jest uogdlniona korona P o { Py, Py, N1} przedstawiona na
rysunku 5.3. Zbiér zaznaczony kolorem zielonym jest maksymalnym zbiorem niezaleznym
zawierajacym zbior lisci, ale nie jest to zbiér (1,2)-dominujacy, poniewaz czerwone

wierzchotki nie sg (1, 2)-dominowane.
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VARV

Rysunek 5.3: Graf P3 o {P,, P,, N1}

W wybranych klasach graféw warunek konieczny podany w twierdzeniu 5.3 jest

wystarczajacy.

Twierdzenie 5.4. (A. Michalski [45]) Niech G bedzie n-wierzchotkowym grafem nieza-
wierajgcym trojkgtow, n > 3. Kazdy maksymalny zbior niezaleiny grafu G zawierajgcy

2bior lisci jest niezaleznym zbiorem (1,2)-dominujgcym grafu G.

Dowdd. Niech graf G ma co najmniej trzy wierzchotki, nie zawiera trojkatow oraz niech
S bedzie maksymalnym zbiorem niezaleznym grafu G zawierajacym zbior lisci. Wtedy
zbior S jest zbiorem dominujacym grafu G. Z twierdzenia 2.21 wiemy, ze S jest zbiorem

(1,2)-dominujacym, ktéry z zalozenia jest niezalezny, co konczy dowdd. [ |

5.2 Niezalezne zbiory (1,2)-dominujace w produk-

tach dwéch graféow

Klasyczne produkty dwoch graféw takie jak produkt kartezjanski, produkt tensorowy
oraz silny produkt sa znanymi operacjami i czesto sa rozwazane w odniesieniu do
zbioréw niezaleznych, réznych rodzajow zbiorow dominujacych oraz zwigzanych z nimi
parametrow. Literatura dotyczaca zbioréw dominujacych we wspomnianych produktach
jest obszerna. Prace, w ktérych poruszano te zagadnienia to miedzy innymi [9, 13, 31, 66].

S. M. Hedetniemi i in. w [35] podali warunek na istnienie niezaleznych zbioréw

(1,2)-dominujacych w produkcie kartezjanskim dwéch graféw.
Twierdzenie 5.5. (S. M. Hedetniemi, S. T. Hedetniemi, J. Knisely, D. F. Rall [35])
Niech G © H bedg grafami spojnymi majgcymi co nagmniej dwa wierzchotki. Wtedy
G O H ma niezalezny zbior (1,2)-dominujgcy.

Na rysunku 5.4 zostal przedstawiony produkt kartezjanski (P o Py) O P; wraz

z zaznaczonym na zielono niezaleznym zbiorem (1, 2)-dominujacym.

Rysunek 5.4: Niezalezny zbiér (1,2)-dominujacy w grafie (Py o P5) [0 Py
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Kolejne twierdzenie podaje warunek konieczny i wystarczajacy na to, aby w produkcie
tensorowym dwdch graféw spéjnych istnial niezalezny zbior (1, 2)-dominujacy. Pokazemy,
ze brak niezaleznego zbioru (1,2)-dominujacego w czynniku produktu tensorowego nie

wyklucza istnienia niezaleznego zbioru (1, 2)-dominujacego w tym produkcie.

Twierdzenie 5.6. (A. Michalski [45]) Niech G oraz H bedg grafami spdjnymi majgcymi
co nagmniej dwa wierzcholki. Graf G x H ma niezalezny zbior (1,2)-dominujgcy wtedy

1 tylko wtedy, gdy G 2 Py lub H 22 P;.

Dowdd. Niech G i H beda grafami spdjnymi oraz niech V(G) = {xy,29,...,2,},
V(H) ={y1,y2,---,Ym}, gdzie n > 2,m > 2.

Aby udowodni¢ warunek konieczny, zatézmy, ze graf G x H ma niezalezny zbior
(1,2)-dominujacy. Pokazemy, ze G 2 P, lub H 2 P». Przypu$émy nie wprost, ze G = Py
oraz H = P,. Wtedy G x H = P,U P,. Poniewaz w grafie P, nie istnieje niezalezny zbior
(1, 2)-dominujacy, wiec graf P, U P, réwniez takiego zbioru nie ma, zatem otrzymujemy
sprzecznosé.

Dla dowodu w druga strone zalézmy, ze co najmniej jeden z grafow G, H nie jest
izomorficzny ze $ciezka P,. Pokazemy, ze G x H ma niezalezny zbior (1,2)-dominujacy.
Rozwazmy nastepujace przypadki:

1. L(G)=01L(H) = 0.

Niech M bedzie dowolnym maksymalnym zbiorem niezaleznym grafu G. Pokazemy,
ze zbiér J = M x V(H) jest niezaleznym zbiorem (1,2)-dominujacym grafu G x H.
Z niezaleznosci zbioru M oraz z definicji produktu tensorowego wynika, ze J jest zbiorem
niezaleznym. Niech v = (z;,y,) € V(G x H)\ J, 1 <i<n, 1< j < m. Poniewaz M
jest maksymalnym zbiorem niezaleznym w grafie GG, wiec jest réwniez zbiorem dominu-
jacym w tym grafie. Stad wierzchotek z; € V(G) \ M ma sasiada x, € M. Poniewaz
degy y; > 2, wiec |Noxpm(v) N J| > 2. Zatem wierzcholek v jest (1,1)-dominowany
przez J, czyli réwniez (1,2)-dominowany przez zbiér J. To oznacza, ze zbiér J jest
niezaleznym zbiorem (1, 2)-dominujacym grafu G x H.

2. Albo L(G) # 0, albo L(H) # 0.

Bez straty dla ogdlnosci rozwazan zatézmy, ze graf G ma liscie, natomiast graf H nie ma
lisci. Jezeli G = Py, gdzie V(G) = {x1, x2}, to otrzymujemy, ze zbiér J = {z1} x V(H)
jest niezaleznym zbiorem (1,2)-dominujacym grafu G x H. Przypusémy, ze G 2 Ps.
Niech M bedzie maksymalnym zbiorem niezaleznym grafu G zawierajacym wszystkie
liscie. Dowodzac analogicznie jak w poprzednim przypadku otrzymujemy, ze zbior
J = M x V(H) jest niezaleznym zbiorem (1, 2)-dominujacym grafu G.

3. L(G) £ 01 L(H) # 0.

Co najmniej jeden z graféw jest rozny od Ps, bez straty dla ogdélnosci rozwazan za-

t6zmy, ze jest to graf H. Niech M bedzie maksymalnym zbiorem niezaleznym grafu H
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zawierajacym wszystkie liScie. Zbior M jest réwniez zbiorem dominujacym grafu H.
Pokazemy, ze zbior J = V(G) x M jest niezaleznym zbiorem (1, 2)-dominujacym grafu
G x H. 7 definicji produktu tensorowego oraz z niezaleznosci zbioru M wynika, ze J
jest zbiorem niezaleznym. Niech v = (z;,y;) € V(G x H)\ J, 1 <i<n,1 <j<m.
Poniewaz M jest dominujacy, wiec y; € V(H) \ M ma sasiada y, € M, 1 < k < m.
Poniewaz G jest spojny, wiec z; ma co najmniej jednego sgsiada w grafie G, oznaczmy go
przez x,, 1 < p < n, p#i. Stad v = (z;,y;) jest sasiedni z wierzchotkiem (z,,yx) € J.
Wystarczy pokazaé, ze istnieje wierzchotek w € J taki, ze dgxpg(v,w) < 2. Wiemy,
ze dy(y;) > 2. Niech y;, I # k, 1 < 1 < m, bedzie sasiadem wierzchotka y;. Jezeli
y € M, to wierzchotek v = (z;,y;) jest sasiedni z wierzchotkiem (x,,y;) € J i jest
(1,1)-dominowany przez J. Jezeli y; ¢ M, to istnieje y, € M, 1 < r < m taki, ze
iy, € E(H). Wtedy istnieje droga v — (xp, yi) — (24, y), gdzie (x;,y,) € J. Zatem v jest

(1,2)-dominowany przez zbiér J, co konczy dowdd. [ |

Na rysunku 5.5 zostal zilustrowany produkt tensorowy graféw (P o Py) X Py wraz

z zaznaczonym na zielono niezaleznym zbiorem (1, 2)-dominujacym.

Rysunek 5.5: Niezalezny zbiér (1,2)-dominujacy w grafie (Py o Py) X P

Rozwazmy silny produkt dwoch graféw spojnych. Podamy warunek konieczny i wy-

starczajacy, aby w tym produkcie istnial niezalezny zbiér (1,2)-dominujacy.

Twierdzenie 5.7. (A. Michalski [45]) Niech G @ H bedq grafami spéjnymi magjgcymi
co nagmniej dwa wierzcholki. Graf GX H ma niezalezny zbior (1,2)-dominujgcy wtedy

1 tylko wtedy, gdy
(i) G oraz H majq niezalezny zbidr (1,2)-dominujgcy lub
(i) G lub H ma niezaleiny zbior (1,1)-dominugjgcy.

Dowadd. Najpierw udowodnimy warunek wystarczajacy. Zatézmy, ze zachodzi co naj-
mniej jeden z warunkéw (¢) lub (ii). Pokazemy, ze graf G X H ma niezalezny zbior
(1,2)-dominujacy. Rozwazmy dwa przypadki.

1. Grafy G i H maja niezalezny zbiér (1,2)-dominujacy.

Oznaczmy przez Jg dowolny niezalezny zbior (1,2)-dominujacy grafu G oraz przez Jy

dowolny niezalezny zbior (1,2)-dominujacy grafu H. Pokazemy, ze zbiér J = Jg X Jg
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jest niezaleznym zbiorem (1,2)-dominujacym grafu G X H. Z niezalezno$ci zbioréw
Ja, Jg oraz z definicji silnego produktu graféw wynika, ze J jest zbiorem niezalez-
nym. Wystarczy pokazaé, ze J jest zbiorem (1,2)-dominujacym grafu G X H. Zbioér
wierzchotkéw grafu G X H mozemy zapisa¢ jako sume roztacznych zbioréw postaci
V(GRH) = J UV UV, U Vs, gdaie Vi = (V(G)\ Ja) X Ji, Va = Ja x (V(H) \ Jy)
oraz V3 = (V(G) \ Jg) x (V(H) \ Ji). Nalezy pokaza¢, ze kazdy wierzchotek ze zbioru
V1UVLUV; jest (1, 2)-dominowany przez J. Poniewaz Jg jest zbiorem (1, 2)-dominujacym,
wiec z definicji silnego produktu wynika, ze kazdy wierzchotek postaci (x,y) € V; jest
(1,2)-dominowany przez J. Analogicznie, wszystkie wierzcholtki ze zbioru V, réwniez
sa (1,2)-dominowane przez J. Niech (z;,y;) € V5. Zbiory Jg oraz Jy sa zbiorami
(1,2)-dominujacymi. Wynika stad, ze x; ma sasiada x € Jg oraz istnieje wierzchotek
T, € Ja, v, # x; taki, ze dg(z;,2,) < 2. Podobnie, y; ma sasiada y; € Jy oraz
istnieje wierzchotek vy, € Jy, v, # i taki, ze dy(y;,vyp) < 2. Zatem z definicji silnego
produktu otrzymujemy, ze wierzchotek (z;,y;) jest sasiedni z wierzchotkiem (xy,y;) € J
oraz desm (T, Vi), (Tu, Yp)) < 2, gdzie (zy4,yp) € J. To oznacza, ze J jest niezaleznym
zbiorem (1,2)-dominujacym grafu G X H.

2. G lub H ma niezalezny zbiér (1, 1)-dominujacy.

7 przemiennosci silnego produktu bez straty dla ogdlnosci rozwazan mozemy zato-
zy¢, ze graf G ma niezalezny zbiér (1, 1)-dominujacy Jg. Niech M bedzie dowolnym
maksymalnym zbiorem niezaleznym grafu H. Pokazemy, ze zbiér J = Jg x M jest
niezaleznym zbiorem (1,2)-dominujacym grafu G X H. Z niezalezno$ci zbiorow Jg
oraz M a takze z definicji silnego produktu wynika, ze J jest zbiorem niezaleznym.
Wykazemy, ze J jest zbiorem (1,2)-dominujacym grafu G X H. Analogicznie jak w po-
przednim przypadku, zbior wierzchotkéw grafu G X H zapiszmy w postaci sumy roz-
tacznych zbioréw postaci V(GXK H) = JU V3 U Vo U V3, gdzie Vi = (V(G) \ Jg) X M,
Vo = (V(G)\ Jg) x (V(H)\ M), V3 = Jo x (V(H) \ M). Niech z; € V(G) \ Jg.
Poniewaz Jg jest zbiorem (1,1)-dominujacym, wiec dla kazdego y; € M wierzchotek
(i, y1) jest (1,1)-dominowany przez J. Stad wszystkie wierzchotki ze zbioru V; sa (1, 2)-
dominowane przez J. Pokazemy teraz, ze wierzcholki ze zbioru V5 sa (1,2)-dominowane
przez J. Zbiér Jg jest (1,1)-dominujacy, wiec dla kazdego x; € V(G) \ Jg istnieja
wierzchotki xy, x, € Jg, xp # x, takie, ze x;xy, x;x, € E(G). Poniewaz M jest mak-
symalnym zbiorem niezaleznym, wiec kazdy wierzchotek y; € V(H) \ M ma sasiada
Y1 € M. Z definicji silnego produktu otrzymujemy, ze kazdy wierzchotek (z;,y;) € Va
ma dwoch sasiadow (x, yi), (zn, y1) € J, wiec jest (1,2)-dominowany przez J. Pozostaje
pokazaé, ze wierzcholki ze zbioru V3 sa (1,2)-dominowane przez J. Niech z, € Jg
oraz y; € (V(H) \ M). Poniewaz M jest maksymalnym zbiorem niezaleznym grafu H,

wiec wierzcholek (xy,y;) € V3 jest dominowany przez J. Z zalozenia Jg jest zbiorem
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(1,1)-dominujacym, wiec dla kazdego x) € Jg istnieje wierzchotek x; € Jg, z; # xy taki,
ze dg(zy, x) = 2. Stad dla kazdego wierzchotka (xy,y;) € V3 znajdziemy wierzcholek
(@, 1) € J taki, ze demu((xk, y;), (¢, y1)) = 2. To oznacza, ze wierzchotki ze zbioru V3
sa (1,2)-dominowane przez J. Z powyzszych przypadkow wynika, ze w grafie G X H
istnieje niezalezny zbiér (1,2)-dominujacy J.

Dla dowodu w druga strong zalézmy, ze w grafie G X H istnieje niezalezny zbior
(1,2)-dominujacy J. Pokazemy, ze zachodzi warunek (i) lub (ii). Niech Jo = {u €
V(G): (u,v) € J}, J =V(G)\ Jg, Ju = {v e V(H): (u,v) € J}, Jy = V(H)\ Ju.
Zbiér V(G'® H) mozemy podzielié na cztery roztaczne podzbiory w nastepujacy sposéb:
V(GRH) = JU(Jg x J)U(JG X Jg)U(JS x Jjp). Poniewaz J jest zbiorem niezaleznym,
wiec z definicji grafu G X H wynika, ze zbiory Jg oraz Jy tez sa niezalezne. Pokazemy,
ze sa to maksymalne zbiory niezalezne. Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze Jg
jest zbiorem niezaleznym grafu G, ale nie jest maksymalnym zbiorem niezaleznym. To
oznacza, ze istnieje wierzchotek z' € J/, taki, ze Jg U {2’} jest zbiorem niezaleznym.
Wtedy wierzcholek (2/,y) € V(G X H), gdzie y € V(H), nie jest dominowany przez
J, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze J jest zbiorem (1,2)-dominujacym. Zatem Jg
jest maksymalnym zbiorem niezaleznym grafu G. Analogicznie wykazujemy, ze Jg jest
maksymalnym zbiorem niezaleznym grafu H.

Rozwazmy cztery, niekoniecznie roztaczne przypadki.

(a) Jezeli kazdy wierzchotek (2/,y) € J x V(H) jest (1,1)-dominowany przez J, to
istnieja dwa wierzchotki (x1,v1), (22, y2) € J sasiednie z (z/,y). To oznacza, ze x1, x5 €
Jg oraz x12', xox’ € E(G). Zatem Jg jest niezaleznym zbiorem (1,1)-dominujacym
w G.

(b) Jezeli kazdy wierzcholtek (z,y') € V(G) x Jy jest (1,1)-dominowany przez J,
to analogicznie jak w (a) pokazujemy, ze zbiér Jy jest niezaleznym zbiorem (1,1)-
dominujacym w H.

(c) Jezeli istnieje wierzchotek (2',y) € Ji; x V(H), ktéry nie jest (1, 1)-dominowany
przez J, to Nexu(x',y) N J = {(u,v)} oraz Ng(z') N Jo = {u}. Aby wierzchotek
(u,y') € Ja x Jy byt (1,2)-dominowany, musi zachodzié¢ warunek |NZ(y') N Jg| > 2.
Poniewaz Jy jest maksymalnym zbiorem niezaleznym, wiec jest zbiorem dominujacym.
Zatem Jy jest niezaleznym zbiorem (1,2)-dominujacym w H.

(d) Jezeli istnieje wierzchotek (x,y") € V(G) x Jy, ktéry nie jest (1, 1)-dominowany
przez J, to analogicznie jak w (c) pokazujemy, ze zbiér Jg jest niezaleznym zbiorem
(1,2)-dominujacym w G.

Zauwazmy, ze przypadki (a) i (c¢) oraz (b) i (d) wzajemnie sie wykluczaja, wiec mamy
cztery mozliwosei. Jezeli zachodza przypadki (a) i (b), to w grafach G 1 H istnieje
niezalezny zbiér (1,1)-dominujacy. Jezeli zachodza przypadki (a) i (d), to w grafie
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G istnieje niezalezny zbiér (1, 1)-dominujacy. Jezeli zachodza przypadki (b) i (c), to
w grafie H istnieje niezalezny zbior (1, 1)-dominujacy. Jezeli zachodza przypadki (c)
i (d), to w grafach G i H istnieje niezalezny zbiér (1,2)-dominujacy. Alternatywa
powyzszych czterech mozliwosci jest rownowazna temu, ze w grafie G lub w grafie
H istnieje niezalezny zbiér (1,1)-dominujacy lub w obydwu grafach G i H istnieje
niezalezny zbior (1,2)-dominujacy. Zatem spetniony jest warunek (i) lub (i), co konczy
dowdd. [

Na rysunku 5.6 przedstawiony zostal silny produkt graféw (Pyo Py)X P3. Wierzchotki

zaznaczone kolorem zielonym tworza niezalezny zbiér (1, 2)-dominujacy.

Rysunek 5.6: Niezalezny zbiér (1,2)-dominujacy w grafie (P, o Py) X Ps

Natomiast rysunek 5.7 przedstawia graf (Pyo Po)X P, w kt6rym nie istnieje niezalezny
zbior (1,2)-dominujacym. Wynika to z faktu, ze nie jest spelniony ani warunek (i), ani

(1) z twierdzenia 5.7.

Rysunek 5.7: Graf (Pyo Py) X Py

5.3 Niezalezne zbiory (1,2)-dominujace w G-zlaczeniu
graféow

W tym podrozdziale przedstawimy warunki konieczne i wystarczajace na to, aby w G-
ztaczeniu graféw istnial niezalezny zbior (1,2)-dominujacy. W literaturze G-zlaczenie
znane jest takze jako uogodlniony produkt leksykograficzny. Produkt ten rozwazany byt
w odniesieniu do niezaleznosci lub dominowania miedzy innymi w pracach [1, 18, 56, 58].

Dla podzbioru S C V(G[H]) definiujemy jego rzuty na grafy sktadowe G-zlaczenia.
Rzutem zbioru S na graf G nazywamy zbior mq(S) = {v € V(G): Juevm,)(v,u) € S}.
Dla kazdego v € V(G) rzutem zbioru S na graf H, nazywamy zbior my, (S) = {u €
V(H,): (v,u) € S}.
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W tym podrozdziale podamy pelng charakteryzacje G-ztaczenia majacego niezalezny
zbior (1,2)-dominujacy. Zaczniemy od przypomnienia znanych w literaturze charaktery-
zacji zbiorow niezaleznych i dominujacych w G-ztaczeniu, ktére beda wykorzystywane

w dalszych rozwazaniach.

Twierdzenie 5.8. (W. Szumny, A. Wtoch, I. Wtoch [57]) Podzbiér S C V(G[H]) jest
zbiorem niezaleznym w grafie G[H] wtedy i tylko wtedy gdy rzut 7a(S) jest zbiorem
niezaleznym w grafie G oraz dla kazdego v € wg(S) zbidr wy, (S) jest zbiorem niezaleznym

w grafie H,.

Twierdzenie 5.9. (J. Topp [58]) Podzbior S C V(G[H]) jest maksymalnym zbiorem
niezaleznym w grafie G[H] wtedy i tylko wtedy gdy rzut w7 (S) jest maksymalnym zbiorem
niezaleznym w grafie G oraz dla kazdego v € wg(S) rzut wy,(S) jest maksymalnym

zbrorem niezaleznym w grafie H,.

Twierdzenie 5.10. (W. Szumny, A. Wtoch, I. Wtoch [57]) Podzbior D C V(G[H))
jest zbiorem dominujgcym w grafie G[H| wtedy i tylko wtedy gdy

(i) rzut mq(D) jest zbiorem dominujgcym w grafie G oraz
(ii) jezeliv € ma(D) oraz N(v) N7mg(D) =0, to 2bidr mg, (D) jest zbiorem dominujg-
cym grafu H,.

Kolejne twierdzenie podaje pelna charakteryzacje zbioréw (1, 2)-dominujacych w G-

ztaczeniu.

Twierdzenie 5.11. (A. Michalski, I. Wtoch [47]) Podzbior D C V(G[H]) jest zbiorem
(1,2)-dominujgcym grafu G[H] wtedy i tylko wtedy, gdy

(i) rzut mq(D) jest zbiorem dominujgcym w grafie G oraz
(ii) jezeliv € (D) oraz N(v) Nmg(D) =0, wtedy rzut g, (D) jest zbiorem domi-
nujgcym grafu H, oraz
(ii) jezeli istnieje taki wierzcholek vy € mg(D), ze |7y, (D) =1, to

(A) H,, = Ny lub istnieje taki wierzcholek v € mg(D), v # v, Ze dg(v,vy) < 2

oraz
(B) kazidy wierzcholek grafu G dominowany przez vy jest (1,2)-dominowany przez
’/Tg(D).
Dowdd. Niech D C V(G[H]). Zatbézmy, ze spelnione sa warunki (i), (i), (iii). Pokazemy,
ze zbior D jest zbiorem (1,2)-dominujacym grafu G[H]. Niech (a,b) € V(G[H]) \ D.
Rozwazmy dwa przypadki.
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1. a ¢ (D).

Wtedy z warunku (i) wiemy, ze musi istnie¢ wierzchotek o’ € mg(D) taki, ze ad’ € E(G).
Oczywiscie |7g ,(D)| > 0. Jezeli [my ,(D)| > 2, wtedy z definicji G-zlaczenia istnieja co
najmniej dwa wierzchotki (a’, v, ), (¢’, y2) nalezace do zbioru D oraz sasiednie z wierzchol-
kiem (a,b). Zalézmy zatem, ze zbiér 7y , (D) = {0'}. Wtedy prawdziwy jest poprzednik
implikacji z warunku (4ii) dla vy = a’. Stad musi by¢ spetniony warunek (B), z kto-
rego wynika, ze wierzcholek a jest (1,2)-dominowany w grafie G przez zbiér wg(D).
Zatem istnieje wierzchotek a” € wg (D), a” # o taki, ze dg(a,a”) < 2. To oznacza, ze
wierzchotek (a,b) jest dominowany przez (a’,b') € D oraz istnieje co najmniej jeden
wierzchotek (a”,b") € D taki, ze dG[H]((a”,b”), (a,b)) < 2, co implikuje, ze (a,b) jest

(1,2)-dominowany przez zbiér D.

2. a€T G(D)
Wtedy wierzchotek b nie nalezy do zbioru my,, w przeciwnym wypadku (a,b) € D,
co jest sprzeczne z zalozeniem, ze (a,b) € V(G[H]) \ D. Zatem istnieje wierzchotek

bo € mm, (D), by # b taki, ze (a,by) € D. Rozwazmy nastepujace mozliwosci.

2.1. Istnieje wierzchotek o’ € mg(D) taki, ze ad’ € E(G).

Wtedy (a,b) jest dominowany przez pewien wierzchotek (a’,b') € {a'} x 7y ,(D) C D.
Ponadto istnieje droga (a,b) — (a’,b") — (a, by), zatem (a, b) jest (1,2)-dominowany przez
zbiér D.

2.2. Dla kazdego v € mg(D) nie istnieje krawedZ av w grafie G.

Z warunku (i) wiemy, ze mp, (D) jest zbiorem dominujacym w grafie H,, zatem
wierzcholek b ma sasiada b* € my, (D), wiec wierzcholek (a,b) jest dominowany przez
(a,b*) € D. Jezeli |ry, (D)| > 2, wtedy z definicji grafu G[H] wierzchotek (a, b) jest (1,2)-
dominowany przez zbiér {a} x 7y, (D) C D. Przypu$tmy, ze |7y, (D)| = 1. Poprzednik
implikacji z warunku (iii) jest prawdziwy dla vy = a, stad musi zachodzi¢ warunek (A).
Poniewaz H, 2 Ni, wigc istnieje wierzchotek a” € mg(D) taki, ze dg(a,a”) = 2. To
oznacza, ze istnieje wierzchotek postaci (a”,0") € {a"} X 7y, (D) € D w odlegtosci

2 od (a,b).

Dla dowodu w druga strone zalézmy, ze D jest zbiorem (1,2)-dominujacym w grafie
G[H]. Pokazemy, ze zachodza warunki (i), (ii), (iii).

Z definicji grafu G[H] wynika, ze mg(D) jest zbiorem dominujacym grafu G, wiec
zachodzi warunek (7).

Zalézmy, ze istnieje v € mg(D) taki, ze dla kazdego u € mg(D) wierzchotki u i v nie
sa sasiednie. Pokazemy, ze my, (D) jest zbiorem dominujacym grafu H,. Dla dowodu

nie wprost przypusémy, ze g, (D) nie jest dominujacy, czyli istnieje wierzchotek o” €
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V(H,) \ 7, (D), ktéry nie ma zadnego sasiada w zbiorze mg, (D). Zatem istnieje
wierzchotek (v,0”) € V(G[H]) \ D, ktéry nie ma sasiada w zbiorze D, co jest sprzeczne
z zalozeniem, ze D jest zbiorem (1,2)-dominujacym grafu G[H]. Stad wnioskujemy, ze
zachodzi warunek (7).

Zalozmy, ze istnieje vy € mg(D) taki, ze zbior 7g, (D) = {ug}. Pokazemy, ze
spetnione sg warunki (A) oraz (B).

Dla dowodu nie wprost przypu$émy, ze warunek (A) nie jest spetniony. To oznacza,
ze graf H,, ma co najmniej dwa wierzchotki oraz dla wszystkich v € 7g(D), v # vy,
prawdziwa jest nierownos$é¢ dg(v,vo) > 2. Poniewaz graf H,, ma co najmniej dwa
wierzchotki, wige istnieje wierzchotek u' € V(H,,) \ 7g, (D), czyli w grafie G[H] istnieje
wierzchotek (vg, w') ¢ D. Poniewaz wszystkie wierzchotki ze zbioru (D) sa w odlegtosci
wiekszej niz dwa od vy, wiec jedynym wierzchotkiem w zbiorze D bedacym w odlegtosci
co najwyzej dwa od wierzchotka (vg, u’) jest wierzchotek (v, ug). Przeczy to zatozeniu,
ze D jest zbiorem (1,2)-dominujacym w G[H], zatem warunek (A) musi by¢ spetiony.

Zalézmy nie wprost, ze warunek (B) nie zachodzi. Zatem istnieje wierzchotek
v € V(Q) \ ma(D), ktéry jest dominowany przez vy i dla kazdego wierzchotka v” €
7a(D), v" # vy, zachodzi warunek dg(v',v"”) > 2. Stad istnieje wierzchotek (v/,u") €
({v'} x V(Hy))\ D, ktéry jest dominowany przez (vg, ug), ale nie jest (1,2)-dominowany
przez zbiér D, co jest sprzeczne z zalozeniem. Zatem warunek (B) jest spelniony, co

konczy dowdd. [ |

Przy pomocy powyzszych twierdzen mozemy w petni scharakteryzowac niezalezne
zbiory (1,2)-dominujace w G-ztaczeniu, a nastepnie podaé warunek konieczny i wystar-
czajacy, jaki musza spelnia¢ graf G oraz grafy z rodziny H, aby graf G[H] posiadal

niezalezny zbiér (1,2)-dominujacy.
Twierdzenie 5.12. (A. Michalski, I. Wtoch [47]) Podzbior J C V(G[H]) jest niezalez-
nym zbiorem (1,2)-dominujgcym grafu G[H] wtedy i tylko wtedy, gdy
(i) rzut wg(J) jest maksymalnym zbiorem niezaleznym grafu G oraz dla kazdego
v € wg(J) rzut my,(J) jest maksymalnym zbiorem niezaleznym grafu H, oraz
(ii) jezeli istnieje taki wierzchotek vy € Ta(J), Ze |Tm, (J)| =1, to
(A) H,, = Ny lub istnieje taki wierzchotek v € wg, (D), v # vg, Ze dg(v,v) = 2
oraz
(B) kazdy wierzcholek grafu G dominowany przez vg jest (1,2)-dominowany przez

Wg(J).

Dowdd. Niech J C V(G[H]) i zalézmy, ze warunki (i), (i1) sa spelnione. Pokazemy, ze

J jest niezaleznym zbiorem (1,2)-dominujacym. Z warunku (i) oraz twierdzenia 5.9



5.3. Niezalezne zbiory (1,2)-dominujgce w G-zlaczeniu graféw 62

wnioskujemy, ze J jest zbiorem niezaleznym. Ponadto, prawdziwo$¢ warunku (i) oznacza,
ze spelnione sg warunki (1), (i) z twierdzenia 5.11, natomiast prawdziwos$¢ warunku
(1) implikuje prawdziwos¢ warunku (i) z twierdzenia 5.11. Zatem z twierdzenia 5.11
otrzymujemy, ze J jest niezaleznym zbiorem (1, 2)-dominujacym.

Zatézmy, ze J jest niezaleznym zbiorem (1, 2)-dominujacym grafu G[H|. Pokazemy,
ze spelione sa warunki (7) i (ii). Z twierdzenia 5.3 wynika, ze J jest maksymalnym
zbiorem niezaleznym i z twierdzenia 5.9 wnioskujemy, ze warunek (i) jest spetniony.
Aby udowodni¢ warunek (7i) zatézmy, ze istnieje vy € mg(J)takie, ze |7y, (J)| = 1.
Wtedy z twierdzenia 5.11 spetnione sa warunki (4) i (B). Zatem implikacja z warunku

(1) jest prawdziwa, co konczy dowdd. [ |

Twierdzenie 5.13. (A. Michalski, I. Wloch [47]) W grafie G[H] istnieje niezalezny
zbidr (1,2)-dominujecy wtedy i tylko wtedy, gdy w grafie G istnieje maksymalny zbior
niezalezny S C V(Q) taki, Ze

(i) dla wszystkich v € S graf H, nie jest grafem pelnym albo
(i) jezeli istnieje v € S takie, ze H, jest grafem pelnym, to

(A) H, = Ny lub istnieje wierzcholek w € S taki, ze dg(v,w) = 2 oraz

(B) kazidy wierzcholek grafu G dominowany przez v jest (1,2)-dominowany przez

zbior S.

Dowod. Zatézmy, ze w grafie GG istnieje maksymalny zbiér niezalezny S spekiajacy
jeden z warunkoéw (i) albo (ii). Dla kazdego v € S wybierzmy dowolny najwiekszy zbior
niezalezny grafu H, i oznaczmy go przez S,. Rozwazmy zbior S* = U,cg ({v} X Sy).
Jezeli dla kazdego v € S graf H, nie jest grafem pelnym, to zbiory S, zawieraja co
najmniej dwa wierzchotki, wiec z twierdzenia 5.12 zbiér S* jest niezaleznym zbiorem
(1,2)-dominujacym grafu G[H]|. Jesli istnieje vy € S takie, ze graf H,, jest grafem
pelnym, to |S,,| = 1 i z zalozenia spelnione sa warunki (A), (B). Zatem spelniony jest
warunek (i1) z twierdzenia 5.12; wiec S* jest niezaleznym zbiorem (1, 2)-dominujacym
grafu G[H].

Dla dowodu w druga strone zatézmy, ze w grafie G[H] istnieje niezalezny zbiér (1, 2)-
dominujacy i oznaczmy go przez S**. Z twierdzenia 5.12 zbiér 7 (S5™) jest maksymalnym
zbiorem niezaleznym grafu G. Jedli nie istnieje wierzchotek v € mg(S™) taki, ze H, jest
grafem pelnym, to otrzymujemy teze twierdzenia. Jezeli taki wierzchotek istnieje, to

z twierdzenia 5.12 wynika, ze speliony jest warunek (7i), co konczy dowdd. [ |

Aby zilustrowaé twierdzenie 5.13 rozwazmy graf Ps[{Ps, Cy, Na, Py, K3, N1} przed-

stawiony na rysunku 5.8. W grafie Py na czerwono zostal zaznaczony maksymalny zbiér
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niezalezny S. Poniewaz w grafie (7 istnieje wierzchotek v € S taki, ze graf H, jest grafem
pelnym, H, = N; oraz jedyny wierzcholek dominowany przez v jest (1, 2)-dominowany
przez zbiér S, wiec spelniony jest warunek (i) twierdzenia 5.13. W tym grafie istnieje

niezalezny zbiér (1,2)-dominujacy zaznaczony na rysunku kolorem zielonym.

P

Rysunek 5.8: Niezalezny zbiér (1,2)-dominujacy w grafie Bs[{Ps, Cy, No, Py, K3, N1 }|

Rysunek 5.9 przedstawia graf (P o Py)[{ Pz, P2, Ps, Py, Py, P3}], w ktérym nie istnieje
niezalezny zbior (1, 2)-dominujacy. Kazdy maksymalny zbiér S w grafie P, o P, zawiera
wierzchotek v € S taki, ze graf H, jest grafem pelnym, zatem nie jest spetlniony warunek
(1) z twierdzenia 5.13. Ponadto mozna zauwazy¢, ze dla kazdego maksymalnego zbioru
niezaleznego w grafie P, o P, nie jest spelniony warunek (ii) z twierdzenia 5.13. Stad

w przedstawionym grafie nie istnieje niezalezny zbiér (1, 2)-dominujacy.

=

Rysunek 5.9: Graf (P, o Py)[{Ps, Py, Ps, P5, P3, P3}|

Zauwazmy, ze brak graféw petnych w rodzinie ‘H jest warunkiem wystarczajacym
do istnienia niezaleznych zbioréw (1,2)-dominujacych w G-zlaczeniu. Nie jest to jednak
warunek konieczny, co potwierdza przyktad grafu Ps[{ Ps, Cy, No, Py, K3, N1}] przedsta-
wionego na rys. 5.8. Pomimo ze rodzina H zawiera grafy pelne K3 i Ny, to w grafie tym

istnieje niezalezny zbiér (1,2)-dominujacy.

Whiosek 5.14. (A. Michalski, I. Wloch [47]) Jezeli rodzina H nie zawiera grafu pelnego,
to graf G[H| ma niezalezny zbior (1,2)-dominujgcy.
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Poniewaz G-ztaczenie jest szeroka operacja, z powyzszych twierdzen otrzymujemy
wnioski dotyczace istnienia niezaleznych zbioréw (1, 2)-dominujacych w ztaczeniu graféw,

kompozycji grafow oraz duplikacji podzbioru wierzchotkéw w grafie.

Whniosek 5.15. (A. Michalski, I. Wtoch [47]) Niech Hy, Hy bedg dowolnymi grafami.
Zlgczenie Hy + Hy ma niezalezny zbidr (1,2)-dominujgcy wtedy i tylko wtedy, gdy co

nagmniej jeden z grafow Hy, Hy nie jest grafem petnym.

Dowdd. Zauwazmy, ze ztaczenie Hy + Hy jest izomorficzne z grafem G[H], gdzie G = P.
Niech V(G) = {v,u} oraz H = {H,, H,}. Wystarczy wykaza¢ powyzszy wniosek dla
grafu Po[{H,, H,}|.

Zalozmy, ze co najmniej jeden z grafow H,, H, nie jest grafem pelnym, bez straty
og6lnosci przyjmijmy, ze jest to graf H,. Wtedy zbiér S = {v} jest maksymalnym
zbiorem niezaleznym grafu P,. Z warunku (i) twierdzenia 5.13 w grafie Po[{H.,, H,}]
istnieje niezalezny zbiér (1,2)-dominujacy.

Dla dowodu w druga strone zalézmy, ze graf H, + H, ma niezalezny zbiér (1,2)-
dominujacy. Przypusémy nie wprost, ze obydwa grafy H,, H, sa pelne. Wtedy graf
H, + H, takze jest pelny, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze posiada niezalezny zbior

(1,2)-dominujacy. Stad co najmniej jeden z graféw H,, H, nie jest grafem pelnym. N

Whiosek 5.16. (A. Michalski, I. Wtoch [47]) Niech G, H bedq grafami o co najmniej
dwdch wierzcholkach i niech G bedzie spdjny. Kompozycja grafow G[H| ma niezaleiny

zbior (1,2)-dominujgcy wtedy i tylko wtedy, gdy
(i) H nie jest grafem pelnym lub

(ii) H jest grafem pelnym oraz w grafie G istnieje niezalezny zbior (1,2)-dominujgcy

J taki, ze dla kazdego v € J istnieje taki wierzcholek u € J, Ze dg(u,v) = 2.

Dowdd. Kompozycja G[H] jest izomorficzna z grafem G[H], jezeli wszystkie grafy
z rodziny ‘H sa izomorficzne z grafem H.

Zaltézmy, ze zachodzi jeden z warunkéw (i) lub (ii). Jezeli H nie jest grafem petlnym,
wtedy z wniosku 5.14 graf G[H] ma niezalezny zbiér (1,2)-dominujacy. Rozwazmy
przypadek, gdy H jest grafem pelnym oraz G posiada niezalezny zbior (1, 2)-dominujacy
J taki, ze dla kazdego wierzchotka v € J istnieje wierzcholek u € J taki, ze dg(u,v) = 2.
Wtedy zbiér J jest maksymalnym zbiorem niezaleznym spetniajacym warunek (i)
twierdzenia 5.13, stad w grafie G[H] istnieje niezalezny zbior (1,2)-dominujacy.

Zalézmy, ze G[H|] ma niezalezny zbiér (1,2)-dominujacy oraz przyjmijmy nie wprost,
ze nie zachodzi zaden z warunkéw (i), (ii). To oznacza, ze H jest grafem pelnym oraz

dla dowolnego niezaleznego zbioru (1,2)-dominujacego J grafu G istnieje wierzcholtek
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v € J taki, ze dla wszystkich u € J,u # v zachodzi nieréwnos$¢ dg(u,v) > 3. Zatem
nie istnieje w grafie G maksymalny zbi6r niezalezny spelniajacy warunek (i) lub (ii)
z twierdzenia 5.13. Stad graf G[H| nie ma niezaleznego zbioru (1, 2)-dominujacego, co
jest sprzeczne z zatozeniem. To oznacza, ze musi by¢ speliony jeden z warunkow ()

lub (ii) z dowodzonego wniosku. |

Whniosek 5.17. (A. Michalski, I. Wloch [47]) Niech X C V(G), gdzie X # 0. Duplikacja
G* ma niezaleiny 2biér (1,2)-dominujgcy wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje maksymalny
2bior niezalezny S C V(Q) taki, Ze jezeli istnieje wierzcholek v € V(G)\ S dominowany

przez zbior S\ X, to v jest (1,2)-dominowany przez zbior S.

Dowdd. Niech X C V(G), gdzie X # ().

Zatozmy, ze w grafie GG istnieje maksymalny zbiér niezalezny S taki, ze jezeli istnieje
wierzchotek v € V(G) \ S dominowany przez zbiér S\ X, to v jest (1, 2)-dominowany
przez zbiér S. Pokazemy, ze G ma niezalezny zbiér (1,2)-dominujacy. Jezeli S C X,
wtedy dla wszystkich v € S graf H, nie jest grafem pelnym, wiec z twierdzenia 5.13
graf GX ma niezalezny zbior (1,2)-dominujacy. Przypusémy zatem, ze S\ X # 0 oraz
ve S\ X. Wowezas H, = N; oraz, z zalozenia, kazdy wierzchotek dominowany przez
v jest (1,2)-dominowany przez zbiér S. Poniewaz spelnione sa warunki (4) oraz (B)
7 twierdzenia 5.13, wiec wnioskujemy, ze GX ma niezalezny zbior (1,2)-dominujacy.

Dla dowodu w druga strone zatézmy, ze graf G ma niezalezny zbiér (1, 2)-dominujacy.
7 twierdzenia 5.13 otrzymujemy, ze istnieje maksymalny zbioér niezalezny S grafu G
taki, ze jesli v € S oraz H, = Nj, to kazdy wierzcholek dominowany przez v jest
(1,2)-dominowany przez S. Poniewaz zbi6ér wszystkich wierzchotkéw v € S takich, ze

H, = Ny jest zbiorem S\ X, wiec otrzymujemy teze, co konczy dowdd. [ |

5.4 Niezalezne zbiory (1,2)-dominujace w uogdlnio-
nej koronie graféow

W tym podrozdziale zajmiemy sie problemem istnienia niezaleznych zbioréw (1, 2)-
dominujacych w uogoélnionej koronie graféw.

Korona dwoch grafow G o H zostata wprowadzona przez R. Fruchta i F. Harary’ego
w [23]. W kolejnych latach zdefiniowane zostaly rézne uogélnienia, w ktérych byty badane
takze zbiory dominujace i niezalezne zbiory dominujace, miedzy innymi w pracach
(3, 19, 41, 64].

Zanim podamy warunek konieczny i wystarczajacy na istnienie niezaleznych zbio-
réw (1,2)-dominujacych w uogélnionej koronie, wprowadzimy niezbedne oznaczenia

i udowodnimy wykorzystywane w dalszej czesci lematy.
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Niech G bedzie n-wierzchotkowym grafem, n > 2 oraz niech H = {H,: v € V(G)}
bedzie rodzina dowolnych graféw, indeksowang wierzchotkami grafu G. Niech Vy = {v €
V(G): H, =0} oraz Vi = {v € V(G): H, = K,,,n > 2}.

Lemat 5.18. (A. Michalski, P. Bednarz [46]) Niech J bedzie niezaleznym zbiorem
(1,2)-dominujgcym w uogdlnionej koronie G o H. Jezeliv € V(G)\ Vp, tov & J.

Dowéd. Niech J bedzie niezaleznym zbiorem (1, 2)-dominujacym. Dla dowodu nie wprost
zatézmy, ze dla istnieje wierzchotek v € V/(G) \ Vj taki, ze v € J. Wtedy V(H,)NJ =0
oraz dla kazdego u € V(G) takiego, ze uv € E(G) zachodzi u ¢ J. Zatem dla kazdego
wierzchotka y € V(H,) otrzymujemy, ze NZ.y[y] N J = {v}, co oznacza, ze y nie jest

(1,2)-dominowany przez J, sprzeczno$¢ z zalozeniem, co konczy dowdd. |

Lemat 5.19. (A. Michalski, P. Bednarz [46]) Niech graf G o H bedzie grafem majgcym
niezalezny zbior (1, 2)-dominujgcy. Jezeli v € Vi, to istnieje wierzcholek w € Vy taki, Ze

wv € E(G).

Dowdd. Zatézmy, ze graf G o H ma niezalezny zbiér (1,2)-dominujacy J. Dla dowodu
nie wprost przypusémy, ze istnieje wierzchotek v € Vi taki, ze nie istnieje w zbiorze
Vo wierzchotek sasiedni z v. Z lematu 5.18 wynika, ze v ¢ J oraz nie istnieje sasiad
wierzchotka v w grafie G nalezacy do J. To oznacza, ze v jest dominowany przez pewien
wierzchotek ' € V(H,)NJ. Poniewaz graf H, jest grafem pelnym, wiec otrzymujemy, ze
V(H,)NJ = {y'}, w przeciwnym wypadku J nie jest zbiorem niezaleznym. Z powyzszych
rozwazan otrzymujemy, ze dla wszystkich wierzchotkéw y € V(H,) \ {y'} zachodzi
warunek N2, [y]NJ = {y'}, co oznacza, ze wierzcholki te nie sa (1, 2)-dominowane przez
J. Jest to sprzeczne z zalozeniem, ze J jest niezaleznym zbiorem (1, 2)-dominujacym,

co konczy dowdd. [ |

Najpierw rozwazymy uogolniona korone dla przypadku, gdy rodzina ‘H nie zawiera

graféw pustych. Wtedy V, = 0.

Twierdzenie 5.20. (A. Michalski, P. Bednarz [46]) Niech G bedzie dowolnym, spdjnym,
n-wierzchotkowym grafem, n > 2 i niech 'H bedzie rodzing graféw niezawierajgcg grafow
pustych. Uogdlniona korona G o H ma niezalezny zbior (1,2)-dominujgcy wtedy i tylko
wtedy, gdy rodzina H nie zawiera grafow petnych Ki, t > 2.

Dowadd. Zatdézmy, ze rodzina H nie zawiera graféw petnych K;,t > 2. To oznacza, ze
Vi = ). Pokazemy, ze G o H ma niezalezny zbior (1,2)-dominujacy. W kazdym grafie
H,,v € V(G) wybierzmy najwiekszy zbiér niezalezny i oznaczmy go przez .J,. Niech
J = Uvev(q) Jo- Pokazemy, ze J jest niezaleznym zbiorem (1,2)-dominujacym grafu

G o 'H. 7 definicji grafu G o H wiemy, ze J jest zbiorem niezaleznym, zatem wystarczy
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pokazaé, ze J jest (1,2)-dominujacy. Niech z € V(G o H) \ J. Rozwazmy nastepujace
przypadki.
1.z e V(G).
Jezeli |J;| > 2, to x jest (1, 1)-dominowany przez J,.. Jezeli |J,| = 1, to = jest dominowany
przez J,. Poniewaz G jest grafem spdjnym majacym co najmniej dwa wierzchotki, to
istnieje wierzchotek v € V(G) taki, ze zu € E(G). To oznacza, ze istnieje droga
r —u— J, dlugosci dwa, czyli z jest (1,2)-dominowany przez J.
2. x € V(Hy,) dla pewnego v € V(G).
Poniewaz rodzina ‘H nie zawiera graféow pelnych K, ¢t > 2, wiec H, jest grafem
jednowierzchotkowym albo w grafie H,, istnieja dwa wierzchotki niesasiednie. Jezeli
H, = Ny, to V(Hy) = Jy, sprzecznosé z faktem, ze x € V(H,). W przeciwnym
wypadku najwiekszy zbiér niezalezny .J,» zawiera co najmniej dwa wierzchotki, oznaczmy
je przez yi, yo. Poniewaz zbiér J, jest najwickszym zbiorem niezaleznym grafu H,/, wiec
jest tez zbiorem dominujacym grafu H,.. To oznacza, ze x jest dominowany przez co
najmniej jeden z nich, powiedzmy ;. Z definicji uogélnionej korony wiemy, ze istnieje
droga x — v' — y5. Stad J jest niezaleznym zbiorem (1,2)-dominujacym w grafie G o 'H.
Aby udowodnié¢ warunek konieczny, zatézmy, ze graf G o H ma niezalezny zbior
(1,2)-dominujacy J i zal6zmy nie wprost, ze Vi # (). Wtedy z lematu 5.19 wnioskujemy,
ze Vo # 0, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze V) = (). Zatem rodzina H nie zawiera

graféw pelnych K, t > 2, czyli Vi = 0, co konczy dowdd. |

7 twierdzenia 5.20 otrzymujemy warunek konieczny i wystarczajacy na istnienie

niezaleznego zbioru (1,2)-dominujacego w koronie dwoch graféw.

Whniosek 5.21. (A. Michalski [45]) Niech G bedzie dowolnym, spdjnym grafem n-
wierzchotkowym, n > 2 oraz niech H bedzie grafem niepustym. Korona G o H posiada

niezalezny zbior (1,2)-dominujgcy wtedy 1 tylko wtedy, gdy H 2 Ky, t > 2.

Kolejne twierdzenie podaje warunek konieczny i wystarczajacy na istnienie nieza-
leznych zbioréw (1,2)-dominujacych w uogélnionej koronie graféw przy zatozeniu, ze

rodzina H zawiera grafy puste.

Twierdzenie 5.22. (A. Michalski, P. Bednarz [46]) Niech G bedzie dowolnym, spdjnym
n-wierzchotkowym grafem, n > 2 i niech H bedzie rodzing dowolnych grafow zawierajgcg
co najmniej jeden graf pusty. Graf G o H ma niezalezny zbior (1,2)-dominujgcy wtedy
i tylko wtedy, gdy podgraf indukowany G[Vy] ma maksymalny zbiér niezalezny S taki, ze

spetnione sqg nastepujgee warunki:

(1) jezeliv € Vi, to istnieje u € S takie, ze wv € E(G) oraz
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(i) dla kazdego wierzcholka v' € Vi \ S spelniony jest co najmniej jeden z ponizszych

warunkow:

1stnieje wierzchotek w € o taki, ze v'w € U
A hotek V(G)\ Vy taki, ze v E(G) lub

(B) wierzcholek v' jest (1,2)-dominowany przez zbidr S.

Dowdd. Aby udowodni¢ warunek wystarczajacy zatézmy, ze Vy # () oraz podgraf indu-
kowany G[V,] ma maksymalny zbiér niezalezny S taki, ze spelnione sa warunki (i) oraz
(11). Dla kazdego v € V(G) takiego, ze v ¢ Vj wybierzmy w grafie H, najwiekszy zbiér
niezalezny i oznaczmy go przez J,. Niech J = (Uygy, Jo) US. Z definicji grafu G oH oraz
konstrukcji zbioru J wynika, ze J jest niezalezny. Pokazemy, ze J jest (1,2)-dominujacy.
Niech v € V(G). Mozliwe sa cztery przypadki.
1. Jezeli v jest taki, ze graf H, ma co najmniej dwa wierzchotki i nie jest grafem
pelnym, to wtedy |J,| > 2, zatem v jest (1,1)-dominowany przez J,. Ponadto dowolny
y € V(H,) \ J, jest dominowany przez zbior .J,,, poniewaz J, jest najwigkszym zbiorem
niezaleznym. 7 definicji uogélnionej korony wiemy, ze dla wszystkich wierzchotkéw
y € V(H,) \ J, zachodzi |NZ.,,(y) N J,| > 2. Zatem w tym przypadku, wszystkie
wierzchotki ze zbioru {v} UV (H,) \ J sa (1,2)-dominowane przez zbiér J.
2. Jezeli v jest taki, ze H, = Ni, to wtedy jedyny wierzchotek grafu H, nalezy do
zbioru J, wiec v jest przez niego dominowany. Jezeli v ma sasiada u € V(G) \ Vo, to
|NZ.5,(v) N J,| > 1, wiee v jest (1,2)-dominowany przez zbior J. Przypuéémy zatem,
ze wszyscy sasiedzi wierzchotka v w grafie G nalezg do zbioru V4. Jezeli jeden z tych
sasiadéw nalezy do zbioru S, wtedy v jest (1, 1)-dominowany przez podzbior J,US C J.
W przeciwnym wypadku, z maksymalnosci zbioru S w podgrafie G[Vj] wynika, ze
istnieje wierzcholek w zbiorze S w odlegtosci dwa od v. Zatem v jest (1,2)-dominowany
przez J.
3. Jezeli v € Vg, to wtedy warunek (i) gwarantuje, ze v jest (1,1)-dominowany przez
zbiér J, U S, natomiast wszystkie wierzchotki grafu ze zbioru V(H,) \ J, sa (1,2)-
dominowane przez zbiér J, U S.
4. Jezeli v € Vj, to wtedy v € S albo v € V(G) \ S. Jezeli v € V(G) \ S, to z maksy-
malnosci zbioru S w podgrafie G[Vy] oraz z warunku (7i) wiemy, ze wierzchotek v jest
(1,2)-dominowany przez zbior S lub przez zbiér S U J,, gdzie v’ € V(G) \ Vb.

Z powyzszych przypadkow wynika, ze zbiér J jest (1,2)-dominujacy grafie G o H.

Udowodnimy teraz warunek konieczny. Zalézmy, ze graf G o H ma niezalezny zbior
(1,2)-dominujacy J. Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze w podgrafie indukowanym
G[Vp] nie istnieje maksymalny zbiér niezalezny, ktory spetia jednoczesnie warunki (7)
i (ii). Oznacza to, ze dla kazdego maksymalnego zbioru niezaleznego S podgrafu G[V{]

spelniony jest co najmniej jeden z dwoch warunkow:
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(A’) istnieje wierzchotek v € Vi, ktéry nie ma sasiada w zbiorze S,

(B') istnieje wierzcholek v' € V4 \ 9, ktéry nie jest (1,2)-dominowany przez S i nie ma

sasiada w zbiorze V(G) \ Vj.

Zbiér J N Vp jest maksymalnym zbiorem niezaleznym w grafie G[V;], poniewaz w prze-
ciwnym wypadku wierzchotki ze zbioru V4 \ J nie sa dominowane przez J. To oznacza,
ze zawsze znajdziemy co najmniej jeden wierzchotek y € V(H,) \ J,v € Vi (z warunku
(A")) lub wierzchotek v € V4 \ J (z warunku (B’)), ktére nie beda (1, 2)-dominowane
przez zbiér J. Jest to sprzeczne z zatozeniem, ze J jest zbiorem (1,2)-dominujacym.
Zatem w podgrafie G[V] istnieje maksymalny zbiér niezalezny spetniajacy warunki (7)

oraz (i), co dowodzi warunku koniecznego. |

Aby zilustrowaé¢ powyzsze twierdzenie, rozwazmy graf Ps o { Py, N1,0,0,0, K4, Cy,
P, U C3} przedstawiony na rysunku 5.10. Wtedy Vo = {vs, v4,v5}, Vk = {ve}. Podzbiér
zaznaczony na zielono jest niezaleznym zbiorem (1, 2)-dominujacym tego grafu. Podzbiér
S = {x3, x5} jest maksymalnym zbiorem niezaleznym podgrafu G[Vj] spetniajacym
warunki (7)1 (7). Warunek (i) jest spelniony, poniewaz vsvg € E(G), natomiast warunek

(1) jest spetniony, poniewaz wierzchotek vy jest (1,2)-dominowany przez zbior S.

?)-1 ’U'Q U3 V4 Vs 1)-6 ?]-7 (%]

Rysunek 5.10: Niezalezny zbior (1,2)-dominujacy w Pso{ Py, N1,0,0,0, K4, Cy, P,UC3}

Na rysunku 5.11 przedstawiony zostal graf Ps o {0, 0, Ny, K4, Cy, Py}, ktéry nie ma
niezaleznego zbioru (1, 2)-dominujacego. Wynika to z faktu, ze nie jest spetniony warunek

(1) z twierdzenia 5.22, poniewaz wierzchotek v € Vi nie ma sasiada w zbiorze V4.

()

Rysunek 5.11: Graf P6 9] {(Z), @, Nl; K4, C4, P4}



Podsumowanie 1 dalsze kierunki
badan

W przedtozonej rozprawie zostaty przedstawione wyniki dotyczace wlasnosci zbiorow
(1,2)-dominujacych w grafach i ich produktach. Rozwazane byly zaréwno problemy
zwiazane z badaniem parametréw (1,2)-dominowania, jak i problemy istnienia zbioréw
(1,2)-dominujacych przy natozeniu dodatkowych warunkéw takich jak niezalezno$é lub
brak podwdjnego dominowania.

Wykazane zostaly zaleznosci pomiedzy liczba (1, 2)-dominowania, a liczba domino-
wania lub gérna liczba dominowania. O ile pomiedzy liczba (1, 2)-dominowania, a liczba
dominowania w dowolnym grafie zachodzi nier6wnosé 71 2(G) < (G), to okazuje sie,
ze nie mozna ustali¢ w ogdlnym przypadku zaleznosci pomiedzy 712(G) i I'(G). Zo-
stalo pokazane, ze istniejg grafy w ktérych v, 2(G) < I'(G) oraz grafy, dla ktérych
7.2(G) > I'(G). W kazdym z omawianych przypadkéow podane zostaly konstrukcje
grafow, dla ktorych réznica pomiedzy rozwazanymi parametrami jest réwna ustalonej
liczbie naturalnej n, czyli innymi stowy pokazano, ze réznica pomiedzy omawianymi
parametrami moze by¢ dowolnie duza. Problemem otwartym pozostaje pytanie doty-
czace zaleznosci pomiedzy gorng liczba (1,2)-dominowania I'y 5(G) a liczba dominowania
I'(G). W pracy [48] zostata postawiona hipoteza, ze dla dowolnego grafu G zachodzi
nier6wnosé¢ I'(G) < T'1»(G).

Wiemy, ze kazdy zbiér (1,1)-dominujacy jest zbiorem (1,2)-dominujacym. Aby
wykluczy¢ z rozwazan przypadki zbioréw (1,2)-dominujacych bedacych jednoczesnie
zbiorami (1, 1)-dominujacymi, zostata wprowadzona rodzina wtasciwych zbioréw (1, 2)-
dominujacych. Poniewaz nie kazdy graf ma wlasciwy zbiér (1, 2)-dominujacy, w pierwsze;
kolejnosci zostala podana pela charakteryzacja graféw, w ktérych taki zbior istnieje.
Udowodniono, ze dla kazdego grafu spdjnego, ktory nie jest grafem pelnym zachodzi
rownosé v1,2(G) = 7, 5(G). Problemem otwartym pozostaje petna charakteryzacja klasy
grafow, dla ktérych I'y o(G) = I'; 3(G). Zostaly okreslone zaleznosci pomiedzy parame-

trami (1, 2)-dominowania, wtasciwego (1, 2)-dominowania i klasycznego dominowania.
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Uzyskana zalezno$¢ (3.3) postaci

Y(G) K 12(G) =73(G) <T'5(G) <T'2(G)

)

zostata poddana analizie przypadkéw ekstremalnych, to znaczy w odniesieniu do rozwa-
zanych w tej zaleznosci parametrow podane zostaly konstrukcje graféw, dla ktorych
wszystkie parametry z (3.3) sa rowne albo wszystkie nieréwnosci sa ostre. Co wiecej,
zostalo pokazane, ze istnieje graf, dla ktorego réznica pomiedzy tymi parametrami
jest wielomianowa. Analogicznie jak dla (1,2)-dominowania, réwniez w odniesieniu
do wlasciwego (1, 2)-dominowania nie mozna ustali¢ w ogdlnym przypadku zaleznosci
pomiedzy gérng liczba dominowania I'(G), dlatego parametr ten nie wystepuje w zalez-
nosci (3.3). Zostata podana konstrukcja graféw, dla ktérych réznica pomiedzy I'; 5(G)
oraz ['(G) jest réwna ustalonej liczbie naturalnej na korzysé kazdej z tych liczb.

Ze wzgledu na wyr6znienie podrodziny wlasciwych zbioréow (1,2)-dominujacych,
w rozprawie zostal przedstawiony réwniez problem znajdowania najmniejszych przekro-
jow zbioréw (1, 1)-dominujacych i wtasciwych zbioréw (1, 2)-dominujacych w grafach.
W tym celu zostal wprowadzony indeksu przekroju p(G), a nastepnie wyznaczony
w wybranych klasach graféw takich jak: $ciezki, cykle, grafy pelne dwudzielne i pajaki.
Zostaly rowniez zainicjowane badania dotyczace istnienia w drzewach roztacznych zbio-
row (1, 1)-dominujacych i wtasciwych zbioréw (1, 2)-dominujacych. Udowodniony zostat
warunek konieczny na to, aby p(7T") = 0. Znalezienie pelnej charakteryzacji drzew, dla
ktérych p(T') = 0 jest nadal problemem otwartym. Pewne problemy otwarte zwiazane
z indeksem przekroju p(T') zaproponowane zostaly w procesie recenzowania artykutu
[42], gdzie jeden z recenzentéw zasugerowal umieszczenie w wersji koncowej artykutu

nastepujacych otwartych probleméw:
e jaka jest najwigksza mozliwa warto$¢ indeksu p(G) w n-wierzchotkowym grafie G,
e jaka jest ztozonosé obliczeniowa problemu wyznaczania indeksu p(G),

e czy dla dostatecznie duzych n w n-wierzchotkowym grafie G takim, ze 6(G) > 2

zachodzi réwnos¢ p(G) = 0.

Poszukiwanie odpowiedzi na powyzsze pytania bedzie przedmiotem dalszych badan
dotyczacych indeksu p(G), ponadto mozna postawié jeszcze wiele innych ciekawych
i nietrywialnych problemow.

Czesé rozprawy dotyczy niezaleznych zbioréw (1,2)-dominujacych. W szczegdlnosci
pojawia sie interesujacy problem istnienia takich zbioréw w grafach. Nie jest znana
petna charakteryzacja graféw majacych niezalezny zbior (1, 2)-dominujacy a problem ten

jest problemem N P-zupelnym w ogdélnym przypadku. W rozprawie problem istnienia
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niezaleznych zbioréw (1,2)-dominujacych zostal w pelni rozwiazany w produktach
graféw: produkcie tensorowym dwoch graféw, silnym produkcie dwoch graféw oraz
w G-ztaczeniu i uogdlnionej koronie graféw. W kazdym przypadku zostata podana petna
charakteryzacja produktu majacego niezalezny zbiér (1,2)-dominujacy w zaleznosci od
wtasnosci grafow bedacych czynnikami. Rozstrzygniecie problemu istnienia rozwazanych
zbiorow we wspomnianych produktach nie rozwiazuje problemu petnej charakteryzacji
graféw majacych niezalezny zbiér (1,2)-dominujacy, nalezy nadal poszukiwaé pelmego
rozwigzania.

Innym kierunkiem badan zwiazanym ze zbiorami (1, 2)-dominujacymi jest zdefiniowa-
nie i badanie doskonatych zbioréw (1, 2)-dominujacych czyli zbioréw (1, 2)-dominujacych,
dla ktorych nie istnieje wierzchotek, ktéry jest (1, 1)-dominowany. Badania nad tymi zbio-
rami zostaty zapoczagtkowane i mozna stwierdzi¢, ze jednym z podstawowych problemdw
jest problem ich istnienia, ktory wydaje sie by¢ nietatwym do rozwigzania.

Oproécz wspomnianych problemow warto zainicjowaé¢ badania dotyczace kolejnego
szczegblnego przypadku zbiordéw (1, k)-dominujacych, mianowicie zbioréw (1, 3)-dominu-
jacych. Z rezultatow, ktore udowodnili S. T. Hedetniemi i in. w [35] wynika, ze rozwazanie
zbioréw (1, k)-dominujacych ma sens jedynie dla k € {1,2,3,4}, przy czym dla k = 4
idla k =1 sa to dobrze zbadane przypadki odpowiednio klasycznego dominowania
i podwojnego dominowania. Dlatego, oprocz zbioréw (1,2)-dominujacych, to wtasnie
zbiory (1,3)-dominujace sa naturalng rodzing zbioréw, ktorg warto w dalszej kolejnosci
badac.

W trakcie dalszych badan naukowych dotyczacych zbioréw (1,2)-dominujacych
zapewne pojawig sie takze inne, niewymienione tutaj problemy. Przedstawione powyzej
podsumowanie pokazuje, ze zawarta w pracy tematyka moze by¢ nadal rozwijana,
a wskazane wybrane otwarte problemy beda wyznacza¢ kierunek dalszych badan nauko-

wych.
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Pojecie zbioru (1, k)-dominujacego wprowadzili w 2008 S. M. Hedetniemi, S. T.
Hedetniemi, J. Knisely oraz D. F. Rall. Niech k& € N. Podzbiér D C V(G) jest zbiorem
(1, k)-dominujacym, jezeli dla kazdego wierzchotka = € V(G) \ D istnieja w zbiorze D
dwa rozne wierzchotki u, v takie, ze x jest sgsiedni z u i odlegto$é¢ pomiedzy x i v nie
przekracza k.

W rozprawie doktorskiej rozwazane sa wlasnosci zbioréw (1,2)-dominujacych i
zwiazanych z nimi parametrow. W szczegolnosci wyznaczone zostaly wartosci liczby
(1,2)-dominowania w wybranych klasach graféw oraz podane zostaly zwiazki pomiedzy
liczba dominowania i liczba (1, 2)-dominowania.

Poniewaz dowolny zbiér (1, 1)-dominujacy jest zbiorem (1, 2)-dominujacym, w rozpra-
wie zostaly oméwione wlasciwe zbiory (1,2)-dominujace, czyli zbiory (1,2)-dominujace,
ktére nie sa zbiorami (1,1)-dominujacymi. Rozstrzygniety zostal problem istnienia
wlasciwych zbioréw (1, 2)-dominujacych w grafach. Ponadto zostalo pokazane, ze dla
spéjnego grafu niebedacego grafem pelym liczby (1,2)-dominowania i wlasciwego
(1,2)-dominowania sa réwne. W rozprawie zostal podany, a nastepnie zbadany ciag
zaleznosci pomiedzy parametrami wlasciwego (1, 2)-dominowania, (1,2)-dominowania
oraz klasycznego dominowania.

Zostal takze wprowadzony indeks przekroju zbioréw (1, 1)-dominujacych oraz whasci-
wych zbioréw (1,2)-dominujacych grafu, bedacy najmniejsza mozliwa liczba wspolnych
wierzchotkéw zbioru (1, 1)-dominujacego oraz wlasciwego zbioru (1, 2)-dominujacego w
danym grafie. Zostala wyznaczona wartosé¢ tego indeksu w niektérych klasach grafow
takich jak $ciezki, cykle, grafy pelne dwudzielne i pajaki. Ponadto zostata podana
czesciowa charakteryzacja drzew, ktorych indeks przekroju jest rowny zero.

W rozprawie znajduja si¢ rowniez rezultaty dotyczace istnienia niezaleznych zbiorow
(1, 2)-dominujacych w grafach i ich produktach, w szczeg6lnosci w produkcie tensorowym,
silnym produkcie, G-ztaczeniu oraz uogdlnionej koronie graféw. W kazdym przypadku
zostala podana pela charakteryzacja produktu, w ktérym istnieje niezalezny zbiér

(1,2)-dominujacy.



Rzeszow University of Technology Rzeszow, 01.10.2023
The Faculty of Mathematics and Applied Physics

Abstract of the doctoral thesis

Title: (1,2)-dominating sets in graphs
Author: mgr Adrian Michalski
Supervisor: dr hab. Iwona Wtoch, prof. PRz

The concept of a (1, k)-dominating set was introduced in 2008 by S. M. Hedetniemi,
S. T. Hedetniemi, J. Knisely and D. F. Rall. Let & € N. The subset D C V(G) is a
(1, k)-dominating set if for every vertex x € V(G) \ D there are two distinct vertices u, v
in D such that x is adjacent to u and the distance between x and v does not exceed k.

The thesis deals with properties of (1,2)-dominating sets and parameters related to
(1,2)-domination. In particular, exact values of the (1,2)-domination number were de-
termined in certain classes of graphs. Moreover, relations between the (1,2)-domination
number and the domination number were given.

Since every (1, 1)-dominating set is also a (1, 2)-dominating set, we discussed proper
(1,2)-dominating sets, namely (1,2)-dominating sets which are not (1, 1)-dominating.
We solved the problem of the existence of proper (1,2)-dominating sets in graphs.
Furthermore, we showed that in a connected, non-complete graph the (1,2)-domination
number and the proper (1,2)-domination number are equal. We also gave a chain of
inequalities between parameters of proper (1,2)-domination, (1,2)-domination and
classical domination, which was later analysed.

Next, we studied (1, 2)-intersection index, which is defined as the smallest possible
number of common vertices of a (1, 1)-dominating set and a proper (1,2)-dominating
set in a graph. We determined the exact value of this index in some classes of graphs
such as paths, cycles, complete bipartite graphs and spiders. Additionally, a partial
characterization of trees with (1,2)-intersection index equal to zero was proved.

In the thesis there are also results concerning the problem of the existence of
independent (1,2)-dominating sets in graph and their products, in particular the
tensor product, the strong product, the G-join of graphs and the generalized corona of
graphs. In each case we gave a complete characterization of the product, which has an

independent (1, 2)-dominating set.



