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Rozprawa mgr. Karola Aleksandrowicza pt. Wybrane geometryczne wiasnosci prze-
strzeni interpolacyjnych dotyczy stabilnosci i transferu wtasno$ci geometrycznych (ta-
kich jak jednostajna wypuklo$é, niemal jednostajna wypukloéé, wlasnos¢ Kadjeca—
Klee’ego czy whasnosé (8) Rolewicza) w konstrukcjach interpolacyjnych, a takze od-
powiedniki znych wlasnoéci w kratach Banacha (jednostajna i lokalna jednostajna mo-
notonicznoéé¢ oraz porzadkowa gladkoéé). Autor pracuje z trzema rodzinami narzedzi:
ogblng dyskretng metods interpolacji, rzeczywista metoda (w wersji Yoshikawy—Sparra)
oraz metodg zespolong Calderéna.

Praca, zbierajaca wyniki z opublikowanych publikacji, jest napisana dojrzale i przej-
rzyécie, z wywazonym wstepem i spdjng narracja. Na poziomie ogélnym stanowi ona
systematyczne studium stabilnosci geometrycznej metod interpolacych, z wyraznym ak-
centem na ujecie ilo§ciowe (moduly wypuklosci/monotonicznosci, kontrola statych).

Struktura i zakres pracy

Rozprawa sklada sie z czterech rozdzialéw: (1) przypomnienie i rozwinigcie aparatu
pojeciowego geometrii przestrzeni Banacha oraz krat Banacha (wraz z nowymi wyni-
kami dotyczacymi gladkosci porzadkowej i relacji dualnych), (2) sumy proste i ogdlna
dyskretna metoda interpolacji (z nowymi twierdzeniami o przenoszeniu wypuklosci i
wtasnoéci (8)), (3) metoda Yoshikawy-Sparra dla ukladéw wielu przestrzeni, (4) me-
toda zespolona Calderéna (z wynikami o [rzenormowaniach typu LUR, Kadjeca-Klee’go
oraz stabilnodci monotonicznosci w kratach).

Streszczenie tresci i gtébwne wyniki
Rozdzial 1: Wlasnosci geometryczne przestrzeni i krat Banacha

Po zebraniu definicji (m.in. modutu wypuklosci oraz jego wersji lokalnej), autor prze-
chodzi do czeéci autorskiej po§wieconej porzgdkowej gladkosci w kratach Banacha oraz
jej zwigzkom z lokalng jednostajng monotoniczno$cig. Kluczowym osiggnieciem jest
nowa charakteryzacja porzadkowej gtadkosci w punkcie, analogiczna do klasycznej cha-
rakteryzacji Szmuliana dla gladko$ci normy: porzadkowa gladko$¢ w punkcie z jest
réwnowazna odpowiedniej zbieznoéci ciggéw funkejonatéw dodatnich (f,) — (gn) W to-
pologii o(X*, X) (tw. 1.2), takze w wersji jednostajnej (tw. 1.3 i konsekwencja 1.4).
Nastepnie autor definiuje wtasnosci dualne do dolnej i gérnej lokalnej jednostajnej
monotonicznosci (lokalne wersje gltadkosci porzadkowej) i ustanawia relacje dualne: z
dolnej (resp. gérnej) lokalnej LUR w X* wynika dolna (resp. gérna) lokalna gtadkos¢
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porzadkowa w X, a z gbrnej lokalnej gtadkosci porzadkowej X* wynika goérna LUR w
X (tw. 1.7).

W Kklasie przestrzeni z bazg bezwarunkowa o stalej bazowej 1 autor uzyskuje w
przypadku refleksywnym elegancka réwnowazno$é: X jest gérnie lokalnie jednostajnie
monotoniczna <> krata X* jest lokalnie jednostajnie porzadkowo gltadka (tw. 1.8).

Wreszcie, autor podaje konstrukcje pokazujace nieporéwnywalnosé dolnej i gérnej
lokalnej jednostajnej monotonicznoéci (m.in. specjalne renormowanie c), rozstrzygajac
negatywnie naturalne pytanie z literatury.

Rozdzial 2: Sumy proste i ogélna dyskretna metoda interpolacji

W cze$ci wprowadzajacej zebrano uzyteczne narzedzia dla sum prostych i uogélnionego
schematu dyskretnego. Nowe wyniki obejmujg:

« transfer lokalnej jednostajnej wypuktoéci (LUR) i jej stabszych wersji w ogélnej
metodzie dyskretnej pod naturalnymi zalozeniami na przestrzen bazows E i jedng
z przestrzeni z pary;

« stabilnoéé niemal jednostajnej wypuktoéci (NUC) w przestrzeniach K, o(X, E),
gdy E jest NUC i jednostajnie monotoniczna (tw. 2.5);

« twierdzenie o zachowaniu wilasnoéci () przez sumy proste z oszacowaniami ilo-
éciowymi na poziomie moduli (tw. 2.8), co jest waznym krokiem technicznym
obiecanym w starszej literaturze i tu przeprowadzonym wraz z pelnym dowodem;

« przeniesienie wlasnosci () na przestrzenie powstale ogdélng dyskretng metoda
interpolacji (tw. 2.9).

Rozdzial 3: Rzeczywista metoda interpolacji (Yoshikawa—Sparra)

Autor analizuje dwie réwnowazne normy definiujace przestrzenie Yoshikawy-Sparra i
pokazuje stabilno$¢ wypuklosci: dla normy we wzorze (3.7) uzyskano wprost jednostajng
wypukloéé w przestrzeni interpolacyjnej pod klasycznym zalozeniem, ze jedna z prze-
strzeni wejsciowych jest jednostajnie wypukla (tw. 3.3). Dla normy alternatywnej (3.2)
autor dowodzi oszacowan modutu wypuklosci w kategoriach danych wejsciowych (tw.
3.6), co dostarcza ilosciowego ujecia stabilnosci. W rozdziale tym zebrano tez analogi dla
NUC i wlasnosci () w ustawieniu dla skoniczenie wielu przestrzeni, co pigknie rozszerza
klasyczne twierdzenia Beauzamy’ego (dla par) na konstrukcje Yoshikawy—Sparra.

Rozdzial 4: Zespolona metoda interpolacji (Calderéna)

Czeéé autorska zaczyna sie od twierdzenn o stabilnosci éciSlejszych form wypuklodci;
nastepnie autor dowodzi, ze lokalna jednostajna wypuklto$é przenosi sie z jednej z prze-
strzeni wejéciowych na przestrzen dolnej metody Calderéna, gdy obie przestrzenie sg
refleksywne i spetniony jest techniczny warunek gestosci X§ N X7 (tw. 4.3). Kolejno,
wprowadza on naturalne warunki na rodzine rzutéw (II,) i wykazuje, ze wystarczajg
one by przenie$¢ wlasnoéé Kadjeca—Klee'ego na zespolone przestrzenie interpolacyjne
(tw. 4.4), a takze transfer wlasnodci () (tw. 4.5). Rozdzial zwieficza rezultat dla krat
funkcyjnych: jednostajna monotonicznosé przenosi sie z jednej z przestrzeni wejéciowych
na iloczyn Calderéna X °X? (tw. 4.8).



Wktlad autora i nowatorsko$é wynikow

Wklad autorski jest wielowgtkowy i dobrze udokumentowany we wstepie oraz partiach
»,Nowe wyniki” kazdego rozdziatu. Najistotniejsze elementy to:

(i) Charakteryzacja porzadkowej gtadkoéci w punkcie (tw. 1.2) oraz jej wersja jedno-
stajna (tw. 1.3 wraz z tw. 1.4), analogiczne do klasycznych kryteriéw Szmuliana.

(ii) Zdefiniowanie i analiza lokalnych wersji gladkosci porzadkowej dualnych do dol-
nej i gérnej lokalnej jednostajnej monotonicznosci oraz ustanowienie precyzyjnych
relacji dualnych miedzy tymi rodzinami wiasnosci (tw. 1.5 1 1.7).

(iii) Réwnowaznos$é: gérna lokalna jednostajna monotonicznoéé¢ X < lokalna jedno-
stajna gltadko$é porzgdkowa X* w klasie refleksywnych przestrzeni z bazg 1-bez-
warunkows, (tw. 1.8).

(iv) Rozstrzygniecie nieporéwnywalnosci dolnej i gérnej lokalnej jednostajnej monoto-
nicznoéci poprzez jawne przyklady i przenormowania (w tym na c).

v) Stabilnoé¢ NUC w przestrzeniach K, 4(X, F) pod naturalnymi zalozeniami na £'i
p7
jedna z przestrzeni wejéciowych (tw. 2.5), wraz z przejrzystym schematem dowodu
opartym na sumach prostych.

(vi) Pelne twierdzenie o wlasnosci (8) dla sum prostych (tw. 2.8) oraz jego zastoso-
wanie do ogélnej dyskretnej metody interpolacji (tw. 2.9), z ilosciowg kontrola
moduli.

(vii) Stabilnoéé jednostajnej wypuktodci dla przestrzeni Yoshikawy—Sparra zaréwno w
normie (3.7) (tw. 3.3), jak i w normie alternatywnej (3.2) z oszacowaniem modutu
(tw. 3.6).

(viii) W metodzie zespolonej: przeniesienie LUR (tw. 4.3), schemat operatorowy zapew-
niajacy wiasno$é Kadjeca—Klee’'go (tw. 4.4) oraz warunki przenoszace wiasnosé (5)
(tw. 4.5).

(ix) W kratach funkcyjnych: stabilnoé¢ jednostajnej monotonicznosci dla produktu
Calderéna (tw. 4.8).

Cze$é wynikéw zostala wezeéniej opublikowana w artykutach cytowanych w pracy; dy-
sertacja przedstawia ich pelne; uporzadkowane ujecie i lekkie uogdélnienia.

Znaczenie i umiejscowienie w literaturze

Rezultaty rozdzialéw 2—4 istotnie rozwijajg klasyczne prace Beauzamy’ego nad stabilno-
$cig wypukloéci w interpolacji rzeczywistej (dla par), poszerzajac je na ogélng metode
dyskretng i uklady skoriczenie wielu przestrzeni w ujeciu Yoshikawy-Sparra, a takze
dostarczajac iloSciowych oszacowan moduléw dla norm réwnowaznych. Nowy aparat
lokalnej gtadkosci porzadkowej wiaze geometrie krat z dualnymi wtasnoSciami w spo-
séb, ktéry w literaturze nie byt dotad sformutowany tak precyzyjnie. Cze$¢ wynikéw ma
charakter przejéciowy (transfer z ujeé dyskretnych do ciaghych), co czyni je uzytecznymi
jako narzedzia w dalszych badaniach (np. w metrycznej teorii punktéw statych).



Drobne uwagi redakcyjne

Styl i notacja sg w wigkszo$ci jednorodne i spéjne. W kilku miejscach, gdzie pojawiaja
sie réwnowazne normy (np. (3.2) vs. (3.7)), autor stusznie akcentuje przejécia ilosciowe;
dobrym zwyczajem jest podsumowanie zaleznosci statych (jak w (3.16)—(3.19)) w jed-
nym miejscu, co juz w pracy zrobiono, ale mozna by jeszcze bardziej wyeksponowac.
Nie podoba mi sie stwierdzenie na stornie 46, ze modul wlasnosci () mozna uznac za
funkcje ciaggta; jednak sens tego niezgrabnego stwierdzenia wyjaénia Uwaga 1.1. Dowod
Tw. 3.3 w przypadku g = 1 jest poprawny jednak nie zaszkodzitoby doprecyzowanie
punktu (A) jawnie rozstrzygnajac przypadek ||yo|| = 0.
Powyzsze uwagi te w zadnym stopniu nie wplywajg na oceng pracy.

Konkluzja

Rozprawa stanowi spdjny i wartoSciowy wktad w geometri¢ przestrzeni Banacha oraz
analize interpolacyjng. Szczegélnie cenne sg: (a) nowe charakterystyki i relacje dualne
w kratach, (b) komplet wynikéw o stabilnoéci NUC i (8) dla sum prostych i ogélnej
metody dyskretnej, (c) ujecie wieloprzestrzenne metody Yoshikawy—Sparra z kontrola
modutéw oraz (d) wyniki zespolone (wlasnosci LUR, Kadjeca—Klee’go, (8)) wraz ze
stabilno$cig monotonicznoéci w kratach funkcyjnych.

Reasumujac, stwierdzam, ze rozprawa doktorska mgr Karola Szczepana Aleksandro-
wicza pt. Wybrane geometryczne wiasnodci przestrzeni interpolacyjnych jest dzietem
dojrzatym, $wiadczacym o duzej samodzielnosci badawczej, matematycznej erudycji
oraz umiejetnoéci twérczego rozwijania probleméw analizy funkcjonalnej. Autor uzy-
skat szereg nowych, oryginalnych i wartoéciowych rezultatéw, dobrze umiejscowionych
w kontekécie wspoélczesnych badari. Tekst jest przejrzysty, poprawny pod wzgledem
merytorycznym i jezykowym, a przedstawione wyniki poszerzaja wiedze¢ o whasnosciach
geometrycznych przestrzeni interpolacyjnych.

Z pelnym przekonaniem wnosze o dopuszczenie Autora do dalszych eta-
pow postepowania w sprawie nadania stopnia doktora.

7 powazaniem,

dr hab. Tomasz Kania, prof. UJ
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