Opinia o rozprawie doktorskiej
magister Justyny Madej
zatytulowanej

Technika miar niezwarto$ci w zastosowaniu
do badania rozwiazan nieskoniczonych ukladéw réwnan
catlkowych w przedziale nieograniczonym.

Rozprawa doktorska magister Justyny Madej dotyczy zastosowania twierdzen o
punktach stalych w dowodach istnienia rozwigzan pewnych réwnian catkowych.
Sklada sie ona ze wstepu, sze$ciu rozdziatéow i bibliografii liczacej 93 pozycji.
Gléwnym celem rozprawy jest udowodnienie twierdzen o istnieniu rozwigzan dla
nieskonczonych uktadéw rownan catkowych typu Hammersteina i Urysohna rozwa-
zanych w przedziale nieograniczonym.

Rozdzial pierwszy i drugi maja charakter wstepny. Przedstawiono w nich ozna-

czenia, podstawowe pojecia i twierdzenia wykorzystywane w dalszych rozdziatach.
Miedzy innymi w rozdziale pierwszym mamy definicje odlegtosci Hausdorffa oraz
definicje pewnych przestrzeni Banacha takich jak c,, C[a,b] i BC(R4, E), gdzie E
jest ustalona przestrzenia Banacha.
Rozdzial drugi poswiecony jest giéwnemu pojeciu wykorzystywanemu w dalsze]
czesci rozprawy, a mianowicie miarom niezwartosci. I tak w podrozdziale 2.1 po-
dana jest aksjomatyczna definicja miar niezwartosci wprowadzona przez J. Banasia
i K. Goebla. W podrozdziale 2.2 przedstawiono podstawowe wtasnosci dwéch kla-
sycznych miar niezwartosci Kuratowskiego i Hausdorffa. W podrozdziale 2.3 skon-
struowane zostaty konkretne miary niezwarto$ci w przestrzeniach ¢, (Tw. 2.3.1), ¢,
(wzor (2.5) 1 (2.6)) oraz ly, (wzory (2.7), (2.8), (2.9)). Analogicznie w podrozdzia-
le 2.4 podano wzory na pewne miary niezwarto$ci w przestrzeniach BC([0,T7], E),
BC(R,, E), BO(R4,¢c,) oraz BC(R4,ly).

Orginalne rezultaty uzyskane przez autorke znajdujg si¢ w rozdziatach trzecim,
czwartym, piatym i széstym.

Gléwnym wynikiem rozdziatu trzeciego jest T'wierdzenie 3.5 dotyczace istnienia roz-
wigzania uktadu réwnan catkowych Urysohna w przestrzeni BC(R,,¢,) (zob. wzor
(3.1), str. 28) przy zalozeniach (i)-(x) (zob. str. 28 -31). Technika dowodu polega
na pokazaniu ze przy tych zalozeniach mozna uzyska¢ istnienie rozwigzania stosujac
twierdzenie Schaudera o punkcie stalym do operatora () skojarzonego z uktadem
(3.1) (zob. str.31). W tym celu autorka pokazuje najpierw ze istnieje kula domknigta
B,, w przestrzeni BC(R,,¢,) taka ze Q(B,,) C B;,, a nastepnie ze istnieje zbiér
niepusty, zwarty i wypukly Q C B,, takize Q(2) C Qi Q w restrykcji do (2 jest ope-
ratorem ciagtym. Z tych faktéw i twierdzenia Schaudera o punkcie staltym wynika
teza Twierdzenia 3.5. Ponadto Przyklad 3.6 pokazuje ze zalozenia (i)-(x) z Twier-
dzenia 3.5 sa spelnione przez konkretny (w miare naturalny) uklad réwnan dany
wzorem (3.22), str. 42, co w istotny sposéb podnosi wartoé¢ Twierdzenia 3.5.
Analogiczna do rozdzialu trzeciego strukture ma rozdzial czwarty. Tutaj gtow-



nym wynikiem jest T'wierdzenie 4.4 dotyczace istnienia rozwigzania nieskonczonego
uktadu réwnan kwadratowych typu Urysohna (zob. wzér (4.1), str. 51)w przestrze-
ni BO(R,,l). Tutaj strategia dowodu polega na zastosowaniu twierdzenia Darbo
(zob. Tw. 4.1, str. 51) do operatora @ zdefiniowanego na stronie 54 i miary pu3
okreslonej wzorem (2.28). W tym celu najpierw doktorantka dowodzi ze istnieje
ro > 0 takie ze ) przeksztalca kule domknieta B,, o promieniu r, w siebie w sposéb
ciagly. Nastepnie dowodzi ze istnieje k € (0,1) takie ze dla dowolnego X C B,,
p(X) < kpd(QX)), co pozwala zastosowaé twierdzenie Darbo. Dodatkowym wy-
nikiem tego rozdziatu jest Twierdzenie 4.6 méwiace ze otrzymane w Twierdzeniu
4.4 rozwiazanie jest asymptotycznie stabilne. Ponadto Przyktad 4.7 pokazuje ze za-
lozenia (i)-(x) z Twierdzenia 3.5 sg spelnione przez konkretny (réwniez w miare
naturalny) uklad réwnan dany wzorem (4.26), str. 42, co w istotny sposéb podnosi
warto$¢ Twierdzenia 4.4.

Pewnym uzupelnieniem rozdziatu czwartego jest rozdzial piaty, w ktéorym autorka
rozwaza uktady rownan Hammersteina, ktore sa szczegdlnym przypadkiem uktadéw
réwnan rozwazanych w rozdziale czwartym. Tutaj gtéwnym rezultatem jest analo-
giczne do Twierdzenia 4.4, Twierdzenie 5.2 udowodnione przy stabszych zatozeniach
niz Twierdzenie 4.4. Ponadto autorka ilustruje zastosowanie Twierdzenia 5.2 do do-
wodu istnienia rozwiazania uktadu réwnan podanego w Przyktadzie 5.4.

Rozdziat szésty zwigzany jest z tak zwanym procesem urodzin i émierci, ktéry
ma praktyczne zastosowania m.in. w analizie zjawisk finansowych, zjawisk towa-
rzyszacych wybuchowi bomby atomowej i innych (zob. [44,45] w bibliografii rozpra-
wy). Celem rozdziatu jest skonstruowanie uktadu réwnan rézniczkowych (zob. wzoér
6.8, str. 95) oraz réwnowaznewgo mu ukladu réwnan catkowych (zob. wzér 6.11,
str. 98) modelujacego wspomniany proces urodzin i §mierci. W rozdziale postawio-
no réwniez otwarty problem dotyczacy znalezienia przestrzeni ciggowej Banacha lub
Frécheta w ktérej ukltad (6.11) ma rozwigzanie.

Moim zdaniem dowody gtéwnych twierdzen z rozprawy doktorskiej magister Ju-
styny Madej sa trudne technicznie i wymagaly od doktorantki duzej sprawnosci
rachunkowej. Ponadto zeby zastosowaé tw. Darbo do dowodu Twierdzenia 4.4, nale-
zalo skonstruowaé odpowiednia miare niezwartosci, ktora jest wspomniana weze$niej
miara u2. Oczywiscie widaé, ze zalozenia z Twierdzeni 3.5, 4.4 i 5.2 sa tak dobrane
zeby udalo sie skorzystaé z klasycznych rezultatéw o punktach statych i nie wiadomo
na ile sa one optymalne, co stanowi pewnien mankament rozprawy. Nie znalaztem
tez w rozprawie rozwazan dotyczacych mozliwosci algorytmicznego wyznaczenia ist-
niejacych na mocy Twierdzen 3.5, 4.4 i 5.2 rozwigzan. Ale moze to wynikaé z faktu
ze problemy rozwazane w tych twierdzeniach sa naprawde trudne. Istotne jest tez
podanie, jak juz wcze$niej napisalem, w miara naturalych przyktadéow do ktérych
mozna zastosowaé Twierdzenia 3.5, 4.4 1 5.2. Bogata bibliografia rozprawy liczaca 93
pozycji Swiadczy o dobrej orientacji doktorantki w literaturze zwigzanej z tematyka
rozprawy. Ponadto w rozdziale sz6stym autorka formutuje interesujacy nierozwiaza-
ny problem nad ktérym warto w przysztosci pracowaé. Wypada wspomnieé¢, ze roz-
prawa jest dobrze zredagowana, co nie jest proste w przypadku trudnych technicznie
dowoddéw. Ponadto magister Justyna Madej jest wspotautorka trzech publikacji a
czwarty artykul, ktérego jest rowniez wspédtautorka, jest przyjety do druku.

Biorgc pod uwage wyzej wymienione argumenty, z pelng odpowiedzialnoscig



stwierdzam, ze rozprawa doktorska magister Justyny Madej spelnia warunki okre-
Slone w art. 187 Ustawy z dnia 20 lipca 2018 roku /Prawo o szkolnictwie wyzszym
i nauce/ (Dz. U. z 2022 r. poz 574 z pézn. zm.).

Zatem wnioskuje o nadanie magister Justynie Madej stopnia naukowego doktora w
dyscyplinie matematyka.

Krakéw, dnia 11 marca 2025 roku

Prof. dr hab. Grzegorz Lewicki
Profesor zwyczajny w Instytucie Matematyki
Uniwersytetu Jagiellonskiego w Krakowie
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