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Recenzja rozprawy doktorskiej pani mgr Justyny Madej ,,Technika
miar niezwartos$ci w zastosowaniu do badania rozwigzan
nieskoriczonych ukladéw réwnan calkowych na przedziale

nieograniczonym”

Opiniowana praca doktorska pani mgr Justyny Madej sktada si¢ ze wstepu, szesciu roz-
dzialéw i na koniec bardzo obszernej bibliografi. Poswiecona jest problemowi istnienia roz-
wigzan nieskonczonych ukladéow kwadratowych réwnan catkowych Urysohna lub nieskon-
czonych ukladéw kwadratowych réwnan catkowych Hammersteina. W ostatnim rozdziale
autorka wprowadza nowy nieskoriczony uktad réwnan rézniczkowych modelujacy proces

urodzin i §mierci i zwigzany z nim nieskonczony uklad réwnan catkowych.

Wyniki recenzowanej pracy doktorskiej zostaty opublikowane w 3 pracach autorki tej
rozprawy o numerach w bibliografii [7], [14], [15] i [16]. Z o$wiadczenia autorki rozprawy
wynika, ze miala ona decydujacy wpltyw (od 45% do do 60%) na merytoryczng zawartosc

tych prac.

W pierwszym rozdziale autorka podaje podstawowe definicje i pojecia uzywane w dal-

szych czesciach pracy, a w szczegolnosci przypomina przestrzenie funkcyjne Banacha
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BC(Ry,cy) = BCy, BC(R4,¢) i BC(Ry,lo) = BCw. Sa to przestrzenie ciaglych i ogra-
niczonych funkeji okreslonych na potprostej Ry i o wartosciach odpowiednio w co, ¢ i loo-

Przestrzenie te maja standardowsa norme réwna supremum norm wartosci funkcji.

W drugim rozdziale doktorantka przypomina ogolne pojecie miary niezwartosci w prze-
strzeni Banacha i podaje definicje miar niezwartosci xo w BCjp i pu® w BCy. Miary te sa

zastosowane w nastepnych rozdziatach w dowodach egzystencjalnych.

Przytocze teraz 3 gtowne twierdzenia rozprawy kolejno z rozdzialow 3, 4, 5 (nie bede

tutaj przytaczaé szczegélowych zalozeri wystepujacych w tych twierdzeniach).

Twierdzenie 3.5 Zaldzmy, e spetnione sq zatozenia (i)-(z). Wtedy nieskoriczony uktad

rownan catkowych Urysohna okreslony wzorem 3.1

n(t) = an(t) + fult, 71(8), 3a(t), ) /0“’ (£, 7, 21 (7), 22(7), ...)dr

dlat € Ry in=1,2, ... ma co najmniej jedno rozwigzanie = x(t) = (z,(t)) w przestrzen:

BC(y.

Twierdzenie 4.4 Rozwazmy nieskoriczony uktad réwnan catkowych Urysohna okreslony

wzorem 4.1

Zn(t) = an(t) + fult, 71(2), 22(t), -..) /0°° wn(t, 7, (1), 22(7), -..)dT

dlat € Ry in = 1,2,... oraz zalézmy, ze spetnione sq zatozenia (i)-(z). Wiedy uktad
ten ma co najmniej jedno rozwigzanie * = z(t) = (z,(t)) w przestrzeni BCw. Ponadto
rozwigzania tego uktadu majg te wtasnosé, ze grubo$é wigezki utworzonej przez wykresy

funkcji tworzqceych te rozwigzania dgzy do zera w nieskoriczonosci.
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Twierdzenie 5.2 Zaldzmy, ze spelnione sq zatozenia (i)-(xi). Wtedy nieskoriczony uktad

kwadratowych rownan catkowych Hammersteina 5.1

Zn(t) = an(t) + fult, z1(2), (L), ... /0°° Gn(t, TV n(t, 7, 21(7), T2(7), ...)dT

dlat € Ry in=1,2,... ma co najmniej jedno rozwigzanie x = x(t) = (v, (t)) w przestrzeni
BCy. Ponadto rozwigzania uktadu (5.1) majg te wtasnosé, ze grubosé wigzki utworzonej

przez wykresy funkcji nalezgeych do tych rozwigzan dgzy do zera w nieskoniczonosci.

W twierdzeniach 3.5 i 4.4 mamy to samo rownanie Urysona, ale rozpatrywane w innych
przestrzeniach funkcyjnych i dlatego czeSciowo zmienione sg zalozenia i tym samym sg tez

inne dowody tych twierdzen.

W Twierdzeniu 5.2 mamy szczegdlny przypadek uktadu rownan z Twierdzenia 4.4 (w
miejsce operatora Urysohna jest operator Hammersteina). Mamy wiec w twierdzeniu 5.2

stabsze zalozenia.

Nalezy tutaj podkresli¢, ze do kazdego z powyzszych twierdzen egzystencjalnych dodano

nietrywialny przyklad ukladu spelniajacego zalozenia tego twierdzenia.

W ostatnim rozdziale autorka wprowadza nowy nieskoriczony uktad réwnan rézniczko-
wych modelujacy proces urodzin i $mierci i zwiazany z nim nieskorniczony semiliniowy uktad

okoloprzekatniowy réwnan rézniczkowych (catkowych)

d(t) = Ac(t) + f(t,c(t))

(c(t) = A/Ot c(s)ds + /Ot f(s,c(s))ds) :
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gdzie ¢t € [0,T] (lub t € [0,00]), c(t) jest wektorem w przestrzeni ciagéw funkcyjnych, a A

jest stala macierza postaci

A o 0 0 0 0 - |
A=A+ 20 0 0 0
A= 0 A —(Z+2w) 3 0 0
0 0 A —(A+3u) 4p 0

L _

Zauwazmy tutaj, ze w przypadku proceséw urodzin i $mierci rozwazano dotychczas ana-

logiczy skoniczony uklad rézniczkowych (catkowych).

Okazuje sie jednak, ze w nieskoriczonym przypadku operacja liniowa A nie przeksztalca

111

np. leo W loo. Wystarczy bowiem wzig¢ wektor il 50l B by ...) aby si¢ o tym przekonaé (

oszacowania pokazane na str. 97 (linie 13 - 22) dotyczace operatora () sa zle poniewaz s

od gory a nie od dotu). Stad w rozprawie sformutowany jest nastepujacy otwarty problem:

Znalezé ciggowq przestrzers Banacha (lub Frécheta) oraz sformutowac odpowiednio za-

tozenia qwarantujgce, Ze nieskoriczony uktad réwnan rdzniczkowych

c(t) = Ac(t) + f(t, c(t))
lub nieskoriczony uktad réwnan catkowych
t t
oft) = A/O o(s)ds +/0 F(s,¢(s))ds

ma rozwigzanie nalezgce do wspomnianej przestrzeni Banacha (Frécheta).

Przedstawiona do recenzji rozprawa doktorska poswiecona zagadnieniom zwigzanym z
nieskoriczonymi ukladami réwnan catkowych jest z pewnoscig duzym osiagnieciem mate-

matycznym nie tylko w poréwnaniu z wezesniej uzyskanymi przez innych matematykow
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rezultatami, ale takze przez wyznaczenie nowych obszarow badan, tzn. badan zwiazanych
7z nieskoniczonym uktadem roéwnan rézniczkowych modelujacym proces urodzin i $miercl
i stowarzyszonym z nim nieskoficzonym uktadem réwnan catkowych. Doktorantka wyka-
zala sie w w swojej rozprawie bardzo duza wiedza 1 dojrzatoscia naukowsa, tzn. znajomo-
scig roznych nietrywialnych technik dowodowych i pokazaniem bardzo ladnych przykladow

uktadow spelniajacych zalozenia udowodnionych przez nig twierdzen egzystencjalnych.

Konkluzja: Podsumowujac stwierdzam, ze recenzowana praca jest starannie zredago-
wana, zawiera nietrywialne oryginalne wyniki i w peini spetnia wymogi Ustawy z dnia 20
lipca 2018 r. ,Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce” i innych przepiséw z nig zwigzanych
(Dz.U. 574/2022 z p6Zniejszymi zmianami). Dlatego wnioskuje o dopuszczenie pani mgr
Justyny Madej do dalszych etapow przewodu doktorskiego. Dodatkowo uwzgledniajac bar-
dzo duza warto$é naukowa rozprawy doktorskiej sktadam wniosek o uznanie rozprawy za
wyrdzniajacy.
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