Zatacznik do uchwaty nr 13/2026 Senatu Politechniki Rzeszowskiej
im. Ignacego tukasiewicza z dnia 26 marca 2026 r.

Uzasadnienie wniosku o przyznanie nagrody Prezesa Rady Ministrow dla dr
Justyny Madej za wyrézniajaca sie rozprawe doktorska pt. ,,Technika miar
niezwartosci w zastosowaniu do badania rozwigzan nieskonczonych ukfadéw réwnan

catkowych na przedziale nieograniczonym”.

Senat Politechniki Rzeszowskiej im. Ignacego tukasiewicza po zapoznaniu sie z wnioskiem
wraz z dokumentacjg oraz pozytywnymi rekomendacjami dwdch Profesorow, ktorych
zainteresowania naukowe mieszczg sie w dyscyplinie matematyka — Pana prof. dr. hab.
Stanistawa Prusa i Pana dr. hab. Dariusza Cichonia — stwierdza, ze wniosek spetnia
wymagania okreslone w rozporzadzeniu Prezesa Rady Ministrow z dnia 15 lipca 2024 r.

w sprawie kryteriéw i trybu przyznawania nagrod Prezesa Rady Ministrow oraz wzoru wniosku
o ich przyznanie (Dz. U. z 2024r., poz. 1099).

Przedmiotem pracy doktorskiej Kandydatki, ktorej dotyczy wniosek jest oryginalne rozwigzanie
istotnego problemu naukowego. Rozwigzanie bedgce przedmiotem rozprawy, ma wybitnie
nowatorski i innowacyjny charakter oraz prezentuje wysoki poziom wiedzy teoretycznej
Kandydatki w dyscyplinie naukowej matematyka oraz wyrdzniajgcy poziom Jej umiejetnosci

w zakresie samodzielnego prowadzenia pracy naukowej. Rozprawa doktorska zostata wysoko
oceniona i wyrdzniona przez Rade Dyscypliny Matematyka Politechniki Rzeszowskiej im.
Ignacego tukasiewicza.

Roéwnania catkowe, podobnie jak rownania rozniczkowe stanowig podstawowe narzedzie opisu
wielu praw przyrody. Réwnania catkowe znajdujg zastosowanie w takich dziedzinach jak
mechanika, termodynamika, astronomia, hydrodynamika, fizyka matematyczna, ekonomia,
biologia. Ponadto wiele problemow sformutowanych za pomoca rownan rézniczkowych — np.
w teorii obwodow elektrycznych czy kinetyce chemicznej — mozna przeksztatci¢ do postaci
rownan catkowych. Zaleznosc ta dziata rowniez w drugg strone, co pokazuje, ze teoria rownan
catkowych jest Scisle powigzana z teorig rownan rézniczkowych i stanowi istotne narzedzie

w analizie wspotczesnych modeli matematycznych. W szczegdlnosci nieskonczone ukfady
rownan catkowych pojawiajg sie naturalnie w modelowaniu ztozonych procesoéw wystepujgcych
m.in. w teorii sieci neuronowych, chemii czy mechanice.

Rozprawa doktorska poswiecona jest badaniu dwdch rodzajow nieskonczonych uktadow
rownan catkowych. W szczegodlnosci poszukujemy rozwigzan nieskornczonych uktadow
kwadratowych réwnan catkowych Hammersteina i Urysohna rozwazanych na przedziale
nieograniczonym. W niniejszej rozprawie przedziatem tym jest pofprosta rzeczywista R, =

[0, ). W pracy przedstawiono twierdzenia egzystencjalne dla wspomnianych uktadéw réwnan



catkowych, ich dowody oraz przyktady zastosowan. Gtéwne rezultaty zawarte w rozprawie
zostaty opublikowane w pracach [1-4], z ktérych jedna jest w trakcie recenzji. Ze wzgledu na to,
iz rozwazane uktady rownan catkowych sg uktadami nieskonczonymi, to powoduije, ze
rozwigzania tych ukfadéw sg ciggami funkcyjnymi spetniajgcymi pewne, zatozone z gory
warunki w nieskonczonosci. W pracy rozwazamy dwa takie warunki. Mianowicie, poszukujemy
rozwigzan rozwazanych uktadow, ktore znikajg w nieskonczonosci lub sg asymptotycznie
stabilne. W tym celu naktadamy na rozwazane nieskonczone uktady rownan catkowych
odpowiednie zatozenia, ktore gwarantujg nie tylko istnienie rozwigzan, ale takze wykazanie, ze
rozwigzania te spetniajg jeden ze wspomnianych wyzej warunkéw. Gtowne rezultaty
przedstawione w rozprawie doktorskiej sg zawarte w twierdzeniach 3.5, 4.4 oraz 5.2.
W dowodach przedstawionych twierdzen wykorzystujemy odpowiednio do tych celéw
skonstruowane miary niezwartosci, czyli funkcje pozwalajgce mierzy¢ stopien niezwartosci
zbioru. Technika miar niezwartosci pozwala ham zastosowac klasyczne twierdzenie Schaudera
0 punkcie statym lub dobrze znane twierdzenie typu Darbo powigzane w swej naturze z tg
technikg. W pracy wykorzystujemy ujecie aksjomatyczne miary niezwartosci, poniewaz
pozwala nam ono na konstrukcje miar o zadanych wiasnos$ciach oraz na rozwazanie
przestrzeni, dla ktérych nie znamy odpowiednich kryteriéw relatywne;j
zwartosci zbiorow.
Rozwazane w rozprawie uktady rownan catkowych sg uktadami rownan kwadratowych, czyli
majgcych postac operatora superpozycji wymnozonego przez operator catkowy. To wymaga
od nas wyboru do badan odpowiednich przestrzeni funkcyjnych zamknietych ze wzgledu na
punktowe mnozenie funkcji, czyli algebr Banacha. Przedstawione w pracy rozwazania
prowadzone sg w przestrzeniach Banacha zlozonych z funkcji okreslonych, ciggtych
i ograniczonych na potosi R, o wartosciach w przestrzeniach ciggowych Banacha. Doktadniej,
dla ustalonej przestrzeni Banacha E rozwazamy przestrzen Banacha BC(R,, E) zlozong ze
wszystkich funkcji x: R, — E ciggtych i ograniczonych na R,.
Kazda funkcja x € BC(R,, E) jest zatem ciggiem funkcyjnym postaci

x =x(t) = () = (x2(t), x2(2), ....)
takim, ze dla ustalonego t € R, (x,(t)) jest ciggiem liczbowym nalezgcym do przestrzeni

Banacha E. W przestrzeni BC(R,, E) okreslamy klasyczng norme supremum:

x| = sup{||x(t)||E: te R+},dla x € BC(R,E).
Jako przestrzen Banacha E przyjmujemy przestrzen c, ztozong z ciggow liczb rzeczywistych
zbieznych do zera lub przestrzen [, ztozong ze wszystkich ciggéw ograniczonych otrzymujgc
odpowiednio przestrzenie BC(R,,cy) oraz BC(R,, ).

Zasadnicze rezultaty badan zawarte sg w rozdziatach 3, 4, 5 oraz 6.



W trzecim rozdziale rozprawy rozwazamy przestrzen BC(R,, c¢,) i badamy istnienie rozwigzan
nastepujacego nieskonczonego uktadu kwadratowych rownan catkowych Urysohna

X0 (6) = an(®) + fu (6, x1(0), %2(0), ) [ n (6,7, %1 (), 22 (D), ... )T (1)
dlateR,in=1,2,...
Wykazujemy, ze przy odpowiednich zatozeniach uktad ten ma co najmniej jedno rozwigzanie
x = x(t) = (x,(t)) w przestrzeni BC(R,, cy).
W dowodzie przedstawionego twierdzenia egzystencjalnego wykorzystujemy odpowiednig
miare niezwartosci w przestrzeni BC (R, c¢y), ktdra umozliwia nam skonstruowanie
odpowiedniego zwartego podzbioru przestrzeni Banacha BC (R, c¢y), a nastepnie
wykorzystanie twierdzenia Schaudera o punkcie statym.
Ponadto ujecie aksjomatyczne pojecia miary niezwartosci pozwala nam na uzyskanie
dodatkowych informacji na temat rozwigzan rozwazanego uktadu. Mianowicie, wykorzystujgc
wybrane wiasnosci jgdra rozwazanej miary wnioskujemy, ze rozwigzania uktadu (1) jako
elementy jgdra dgzg w nieskonczonosci do tera z tg samg predkoscig. Otrzymujemy zatem
zatozony z gory warunek o rozwigzaniach znikajgcych w nieskonczonosci.
Czwarty rozdziat rozprawy takze poswiecamy badaniu rozwigzan nieskonczonego uktadu
kwadratowych rownan catkowych Urysohna (1) z tg réznica, ze rozwazamy przestrzen
Banacha BC(R,, ).
Prezentujemy zatozenia, przy ktérych uktad ten ma co najmniej jedno rozwigzanie
w przestrzeni BC(Ry, ly).
Dowdd przedstawionego w pracy twierdzenia egzystencjalnego wykorzystuje twierdzenie
Darbo o punkcie statym oraz odpowiednig miare niezwartosci w przestrzeni BC (R, ).
Ponadto, dzieki odpowiednio dobranej mierze niezwartosci i wkasnosciom jej jagdra mozemy
wywnioskowac, ze grubo$¢ wigzki utworzonej przez wykresy funkcji bedgcych rozwigzaniami
ukfadu (1) dgzy w nieskonczonosci do zera. t.gczgc te wtasnosc z pojeciem asymptotycznej
stabilnosci otrzymujemy, ze wspomniane rozwigzania sg asymptotycznie stabilne.
Piaty rozdziat pracy poswigecony jest badaniu istnienia rozwigzan nieskonczonych uktadow

kwadratowych rownan catkowych Hammersteina majgcych nastepujgca postac

X () = an(t) + fo (8, x1(2), %, (0), )f Gn (&, Dy (7, %1 (1), X2(7), ... )dT, (2)
0

gdziet € R, orazn=1,2,....

Rozwazania prowadzimy w przestrzeni BC(R,, l).

Ze wzgledu na to, ze rébwnania catkowe Hammersteina stanowig szczegdlny przypadek réwnan
catkowych Urysohna oraz rozwazania prowadzone sg w tej samej przestrzeni co poprzednio,

otrzymujemy szczegolny przypadek rozdziatu czwartego. W zwigzku z tym mozemy natozy¢ na



rozwazany ukfad stabsze zatozenia, ktdre sg tatwiejsze do weryfikacji w konkretnych
przyktadach.
Pokazujemy, ze przy odpowiednich zatozeniach nieskonczony uktad kwadratowych rownan
catkowych Hammersteina (2) ma co najmniej jedno rozwigzanie w przestrzeni BC(R,, l.,).
Ze wzgledu na zastosowanie tej samej miary niezwartosci co w poprzednim rozdziale, w tym
przypadku takze otrzymujemy rozwigzania asymptotycznie stabilne.
Warto podkresli¢ fakt, ze wszystkie przedstawione w rozprawie twierdzenia egzystencjalne sg
Zilustrowane odpowiednimi przyktadami pokazujgcymi, ze mogg one by¢ w naturalny sposéb
z powodzeniem stosowane.
W pracy zwracamy duzg uwage na pokazanie, ze nieskonczone ukfady rownan catkowych
znajdujg zastosowanie w roznych zagadnieniach. W zwigzku z tym ostatni, szosty rozdziat
pracy poswiecamy na omowienie konkretnego przyktadu zastosowania nieskonczonego uktadu
rownan catkowych do modelowania procesu stochastycznego urodzin i $mierci. Wynikiem tych
rozwazan jest przedstawienie pewnego problemu otwartego dotyczgcego istnienia rozwigzan
niekonczonego uktadu nieliniowych réwnan catkowych (lub rézniczkowych) otrzymanego
podczas modelowania procesu stochastycznego urodzin i Smierci.
Mianowicie, otrzymujemy nastepujgcy nieskonczony uktad réwnan rozniczkowych:
c1(6) = =Ac1 () + pez(8) + f1(t, ¢4 (8), 2 (0), ...),
cz(t) = Ac1(8) — (A + 22 (0) + 3ucs () + fo(t, c1(8), c2(¢), ...)
c3(t) = ez (8) — (A + 31)es(8) + 4uca () + f3(6, 2 (D), 62 (1), -..)
ch(t) = Acp_1(t) — (A + nuw)c, (t) + (N + Dpcy1(t) + fu(t, c1(t), ¢, (1), ...), dlan=23,...(3)

oraz rownowazny mu nastepujgcy nieskonczony uktad rownan catkowych

c(t) =Af

0

c(s)ds+f f(s,c(s))ds, (4)
0

gdzie t € R, A jest odpowiednig macierzg statg oraz c(t) jest wektorem w przestrzeni



ciggow funkcyjnych nastepujgcej postaci

c(®) = (ca®) = (c1(8), 2 (1), ...
Podsumowujgc, w rozprawie przedstawilismy nastepujgcy otwarty problem: Znalez¢
ciggowa przestrzen Banacha (lub Frécheta) oraz sformutowa¢ odpowiednie zatozenia
gwarantujgce, ze nieskonczony uktad réwnan rézniczkowych (3) lub nieskonczony uktad
rownan catkowych (4) ma rozwigzanie nalezgce do wspomnianej przestrzeni Banacha
(Frécheta). Rozwigzanie powyzszego problemu w odpowiedniej przestrzeni Frécheta
przedstawiono w pracy:
S. Dudek, L. Olszowy, The Solvability of an Infinite System of Nonlinear Integral
Equations Associated with the Birth-And-Death Stochastic Process, Symmetry 2025, 17,
757.
Rezultaty rozprawy rozszerzajg i uogolniajg znane w literaturze twierdzenia dotyczgce
uktadéw rownan catkowych oraz wnoszg istotny wktad do rozwoju teorii nieskoriczonych
uktadow rownan funkcyjnych. Wyniki badan zostaty przygotowane w formie publikaciji
naukowych w recenzowanych czasopismach miedzynarodowych.
Ze wzgledu na oryginalnos¢ uzyskanych rezultatow, wysoki poziom merytoryczny oraz
znaczenie dla dalszego rozwoju badan w zakresie réwnan catkowych i analizy
funkcjonalnej, rozprawa doktorska stanowi wyrdzniajgcy sie wkiad w rozwéj matematyki

i w petni zastuguje na uhonorowanie Nagrodg Prezesa Rady Ministrow.



