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Podstawa opracowania recenzji

Recenzja zostata opracowana w odpowiedzi na pismo Przewodniczacej Rady Dyscypliny
Matematyka Politechniki Rzeszowskiej im. lgnacego tukasiewicza, dr hab. Liliany Rybarskiej-
Rusinek, prof. PRz. z dnia 10 stycznia 2025 roku, sygn. RF-530-1/2024/2025/RDM/

Celem recenzji jest, zgodnie z obowiazujgcymi przepisami ustalenie, czy rozprawa doktorska stanowi
oryginalne rozwigzanie problemu naukowego, a Kandydatka wykazuje ogdlng wiedze teoretyczng
w danej dyscyplinie naukowej... oraz umiejetnoéé samodzielnego prowadzenia pracy naukowe;j.

Charakterystyka rozprawy

Struktura pracy jest wtasciwa. Rozprawa sktada sie ze wstepu, rozdziatu zawierajgcego
niezbedne definicje i twierdzenia oraz 5 rozdziatéw opartych o wyniki pomocnicze i uzyskane przez
Kandydatke w powigzanych tematycznie i opublikowanych pracach oraz ze spisu literatury. Udziat
merytoryczny Autorki rozprawy w czterech pracach wspétautorskich jest wiasciwy i niewatpliwy.

Zgodnie z postawionym problemem badawczym - praca dotyczy zagadnienia istnienia
i wiasnosci rozwigzan nieskoriczonych uktadéw réwnan catkowych. Co wigcej, wiekszoéé wynikéw
uzyskano dla réwnar kwadratowych, a wiec powstaje problem wyboru do badar odpowiednich
przestrzeni funkcyjnych i to bedacych zamknietymi ze wzgledu na punktowe mnozenie funkcji
(algebr Banacha). Mamy wiec kilka kolejnych pozioméw badari do rozwazania. Przede wszystkim
réwnania i operatory catkowe, w tym przypadku to bardzo ogdlne klasy operatoréw Urysohna oraz
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Hammersteina. To bardzo szerokie klasy, a wiec celem pracy jest uzyskanie rozwigzan dla duzej klasy
zagadnien i przyktadéw praktycznych. Z drugiej strony mamy nieskorficzone uktady takich réwnan,
czyli mozna je uwazaé za réwnania w przestrzeniach nieskoriczenie wymiarowych. Takie ujecie
jednak, ze wzgledu na dokonany dobdr przestrzeni, nie pozwala na uzyskanie zatozen
zoptymalizowanych pod katem zastosowarh takich wtasnie ukfadéw (co jest wspomniane
w rozprawie). To prowadzi do klasy przestrzeni BC(l,E), ale i taki wybdr przestrzeni do badar bytby
silnie uzalezniony od przestrzeni E. W rozpatrywanym przypadku sg to przestrzenie ciggowe (ciggéw
rzeczywistych). | w takim kontekscie pojawiajg sie wyniki rozpatrywane przez Autorke. Jak omawia
w rozprawie, naturalne zatozenia dla takich zagadnien sg silnie uzaleznione od wyboru przestrzeni
ciggowej, a szczegdlnie interesujgce s3 co (ze wzgledu na wtasnosci rozwigzan) oraz |- (ze wzgledu
na pokonywanie trudnosci matematycznych). Wybrany przez Autorke kierunek badan jest wiec
naturalny, widoczne jest rosnace zainteresowanie takimi problemami (dotyczy ich kilka pozycji
bibliograficznych). Dodatkowo warto zauwazyé (Rozdziat 6), ze w wielu modelach matematycznych,
w przypadku abstrakcyjnym, musielibyémy naktadaé niezbyt realistyczne zatozenia na badane
operatory. Warto docenié¢ uwagi Autorki na ten temat w Rozdziale 6. Naktada sie na to fakt, ze
réwnania kwadratowe wymagajg duzej starannosci w doborze narzedzi i sprawnego operowania
miarami niezwartosci na iloczynach zbioréw. Prototypowym wynikiem jest tu twierdzenie uzyskane
przez Banasia i Lecko, a obecnie temat jest szeroko rozwijany.

Taka uwaga troche poza recenzjg: ciekawe bytoby rozwijanie wynikéw tej rozprawy dla
jeszcze wezszych klas operatoréw (tak jak operatory Hammersteina zastgpity Urysohna) oraz
w innych niz BC algebrach Banacha?

Struktura rozprawy.

We Wstepie Autorka uzasadnita potrzebe podjecia badan w zakresie réwnan catkowych wraz
z ich zastosowaniami, nakreélita rys historyczny takich badan.

Ze wzgledu na postawiony problem badawczy (w zwigzku z tematyka rozprawy) nacisk zostat
pofozony na nieskoriczone uktady takich réwnan oraz - co istotne — na motywacje badan takich
uktadéw. Catos¢ dopetniajg argumenty za zastosowaniem w badaniach metod analizy funkcjonalne;j,
a zwtaszcza miar niezwartosci. W ten sposéb okreslita cel i zakres pracy badawczej zwigzanej
z rozprawg. Znaczna cze$¢ wynikéw rozprawy dotyczy tzw. réwnah kwadratowych, a wiec
z wystepujgcym w nim iloczynem (punktowym) wielu klasycznych operatoréw (linowych czy
nieliniowych superpozycji). Nieco zahrakfo mi szerszej dyskusiji nad badaniem akurat takich uktadéw
rownan (jest motywacja praktyczna w ostatnim rozdziale rozprawy), bo matematycznie s one
dobrze uzasadnione i wymagajg wyboru przestrzeni bedgcymi algebrami Banacha ze wzgledu na
punktowe mnozenie (w tym innych algebr Banacha). To taka sugestia na przysztoéé.

Krétki Rozdziat 1 zawiera wprowadzenie oznaczen, a takze zawiera krétkie omdwienie
przestrzeni Banacha badanych w rozprawie.

Kolejny Rozdziat 2 jest za to bardzo istotng czescig pracy. Zawiera krétki rys historyczny
dotyczacy wprowadzania i stosowania miar niezwartosci. Wazna uwaga jest zawarta tam uwaga
o istotnosci badan wzoréw analitycznych na takie miary, zaleznie od przestrzeni, w ktérej ma by¢
stosowana. Ten aspekt tej teorii jest kluczowy w zrozumieniu badar Autorki nad nieskoriczonymi
uktadami réwnan catkowych w konkretnych przestrzeniach Banacha. Przypomniane w tym Rozdziale
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ujecie aksjomatyczne miar niezwartosci (Bana$ i Goebel) jest istotne, gdyz pozwala na konstrukcje
takich miar z zadanym zestawem wtasnoéci oraz badanie przestrzeni, w ktérych badanie
warunkowej zwartosci zbioréw nie jest poparte odpowiednio uzytecznymi kryteriami. Dalej
omawiane s3 klasyczne miary niezwartosci, do ktérych bedzie mozna odnosié¢ wyniki pracy (m.in.
rébwnowaznos$¢ takich miar). Co istotne, w tym rozdziale s3 tez zawarte konstrukcje miar
niezwartosci w przestrzeniach ciggowych oraz przestrzeniach funkcji ograniczonych i ciagtych
o wartosciach w przestrzeniach ciggowych, znanych z wczeéniejszych badan. Te wyniki beda
podstawa czesci badan Autorki. Moja uwage zwrécita nie tylko wiedza o istniejacych wynikach, ale
ich wzajemne zaleznosci i zarysowane — juz teraz — kierunki badan, czyli jest to wprowadzenie
w tematyke badan i petni role objasniajaca i utatwiajgcg lekture czeéci zasadniczej.
Rozdziaty 3-6 zawierajg gtéwne wyniki rozprawy, a warto tez zauwazyé, ze Autorka pozostawia
otwarty problem, ktéry moze by¢ podjety w dalszej perspektywie badawczej. Oméwie je po kolei.
Bardzo obszerna literatura (93 pozycje) obejmuje pozycje cytowane we wczeéniejszych
czesciach rozprawy. Spisem objete s3 zaréwno monografie i artykuty dotyczace badanej tematyki,
jaki i wszelkie pozycje niezbedne do zrozumienia kontekstu badai. Rozprawa jest oparta o 4 prace
wspoétautorskie.

Uwagi ogéline.

Rozdziat 3. Pierwszy z wynikéw rozprawy dotyczy badan istnienia rozwiazan nieskoriczonych
uktadéw kwadratowych réwnan Urysohna w przestrzeni funkcji BCo, a wiec znikajacych
w nieskofczonosci. Ze wzgledu na badanie bardzo ogélnych operatoréw catkowych wymaga to
starannego sprawdzenia zatozern niezbednych do uzyskania oczekiwanych wynikéw, w tym
wtasnosci operatoréw, ale przede wszystkim konstrukcji odpowiednich miar niezwartoéci
i sprawdzenia warunkéw kontrakcji w sensie Darbo, a w konsekwencji konstrukcji niezmienniczego
zbioru zwartego i zastosowania twierdzenia Schaudera o punkcie statym.

Takie wyniki wymagaja nie tylko znajomosci istniejacych wynikéw, dostrzegania istniejacych luk
w teorii, ale i duzej wprawy technicznej. | tu pozwole jednak sobie na uwage: w pracy wprowadzana
jest znaczna liczba modutéw ciagtosci i miar niezwartoéci, co musi znalezé odbicie w zatozeniach
twierdzed. Moim zdaniem (czego Autorka nie musi podzielad), utatwitoby zapoznawanie sie
z wynikami pracy, gdyby zatozenia (np. (ii) czy (v) w tym rozdziale) byly réwniez formutowane
w takiej terminologii, tzn. modutéw ciggtosci. Moja uwage zwrécito wykorzystanie takich zatozes
wtasnie poprzez wprowadzenie odpowiednich modutéw ciagtosci. Moze lepiej od razu taka
wprowadzi¢ taka terminologie do zatozeA? Ta sama uwaga dotyczy pozostalych twierdzen
W rozprawie.

Sam dowdd jest przeprowadzony starannie i z duza biegtoécia techniczng i wtaénie dlatego
warto utatwi¢ czytelnikom zapoznanie sig z takimi wynikami, co poszerzy grono zainteresowanych.
Uwagi szczegéfowe zamieszczg w odrebnej czeéci recenz;ji.

Warty podkreslenia jest dobrze dobrany przyktad, wykazany z petnym uzasadnieniem.
W zwigzku z bardzo ogélnym zagadnieniem, co wigcej dla réwnar kwadratowych (a wiec na algebrze
Banacha) nie jest to tak oczywiste.

Rozdziat 4. W kolejnym rozdziale Autorka bada ponownie takie same uktady réwna#, ale tym razem
celem jest zbadanie wtasnosci asymptotycznych ich rozwiagzaf. Istotna réznica, prowadzaca do
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badan w innej przestrzeni funkcyjnej, jest uzyskanie wyniku w przestrzeni BC., a jak Autorka
uzasadniata w Rozdziale 2, jest to przypadek wymuszajgcy zastosowanie bezposrednio twierdzenia
Darbo o punkcie statym. Ma to takze wptyw na poczynione zatozenia. Przypomniatbym tu swWoja
prosbe/uwage o formutowaniu zatozer: bezposrednio w terminach modutéw ciggtosci.
Zaapelowatbym réwniez o uzupetnienie kolejnych prac (bo w rozprawie da sie to wywnioskowag)
o formalne zdefiniowanie ,gruboéci wigzki rozwigzan” (np. Twierdzenie 4.4), gdyz koricowa uwaga
w dowodzie tez nie do kofica zawiera precyzyine okreslenie tego pojecia (cho€ intuicyjnie jasnego).
Ten wynik dotyczy istnienia rozwiazania w badanej przestrzeni, ale i —jak podano w Twierdzeniu 4.6
— asymptotycznej stabilnosci i to badanej bezpoérednio. Zdecydowanie to pojecie lepiej znane
z literatury. Takze ten rozdziat uzupetniony jest przez starannie rozpisany przykfad ilustrujacy
uzyskany wynik, jest to dowdéd istotnoéci uzyskanego twierdzenia i sporej biegtosci technicznej
Autorki.

Rozdziat 5. W tym rozdziale badany jest szczegolny przypadek uktadu réwnaf z Rozdziafu 4
(operatory Hammersteina w miejsce Urysohna). Nalezy wiec zastanowié sie w jakim stopniu te
wyniki réznig sie od poprzedniego rozdziatu. Autorka sama zaznacza, ze samo réwnanie mozna
traktowa¢ w ten sposéb, ale przecies - jednoczesnie — ze wzgledu na lepiej poznane wtasnosci
operatora Hammersteina — mozna uzyskaé¢ wyniki w oparciu o wtasnosci jadra i wtasnie w takiej
terminologii przedstawione sg zatozenia tego twierdzenia. Mamy zatem szczegdlny przypadek
operatora, ale i stabsze zatozenia i tatwiejsze do weryfikacji w konkretnych przypadkach. Pewnie
oczekiwatbym, e sama Autorka dokona takich poréwnan... Tak ztozone réwnanie wymaga
oczywiscie wielu zatozer dotyczacych wystepujacych tam funkeji, ale (w przeciwiefstwie do
publikacji) w rozprawie mozna np. uzupetni¢ je uwagami o wyborze typdw zatozeri zwigzanych
z operatorem Hammersteina (odnoszac sie do ogélnej, dobrze przebadanej, teorii) np. z ksigzki [92).

Ciekawy bytby tez przypadek przestrzeni Frécheta — moze w kolejnej pracy? Ponownie mamy
sformutowania tezy w oparciu o ,gruboéé wigzki” (Twierdzenie 5.2), jak i asymptotyczna stabilnoéé
(Twierdzenie 5.3). | tu takze wyniki s3 zilustrowane nietrywialnym przyktadem.

Rozdziat 6. Ten rozdziat ma nieco inny charakter niz poprzednie, ale jest spdjny tematycznie
z tytutem rozprawy. To bardzo dobra ilustracja dlaczego warto bezpoérednio badaé nieskoriczone
uktady réwnan (choé Autorka wprowadza tez postaé abstrakcyjng (6.8)). tatwo zauwazy¢, ze uwagi
0 jego konstruke;ji i wtasnoéciach funkcji rozpatrywanych w tym ukfadzie (nie jest kwadratowy) moga
by¢ bezposrednio weryfikowane, co bytoby trudne z wykorzystaniem abstrakcyjnych twierdzen.
Niewatpliwie przemawia to za dalszym rozwijaniem takich wynikéw. Na podstawie
zaprezentowanego wprowadzenia mozna zauwazyé jak schematy réznicowe prowadza do badan
nieskoriczonych uktadéw réwnar, a jest to jedna z naturalnych przyczyn prowadzenia takich badan.
Staranne wprowadzenie modelu urodzin i émierci (procesy stochastyczne) jest warte podkreslenia,
gdyz wskazuje na wiedze Autorki wykraczajaca poza czysta matematyke i dostrzeganie mozliwoéci
zastosowan swoich badan. Rozdziat koriczy sie otwartym pytaniem, tak naprawde sprowadzajacym
sie do bardziej ogélnego: jak pogodzi¢ modelowanie zjawisk rzeczywistych z brakiem odpowiednich
wtasnoéci operatoréw w wykorzystywanych przestrzeniach funkcyjnych. Moze warto rozwazyé np.
model oparty o catki stochastyczne lub inne przestrzenie?
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Moim zdaniem, w Swietle przedstawionej opinii oraz wnioskéw, przestawiona rozprawa
doktorska mgr Justyny Made] prezentuje wysoki poziom merytoryczny i wnosi istotny wkfad
w teorie réwnan rézniczkowych i catkowych. Swiadczy o wysokim stopniu znajomosci tematu,
dostrzezeniu i pokonaniu trudnosci dowodowych w dotychczas nierozwigzanych przypadkach.
Przedtozona rozprawa doktorska prezentuje ogdlng wiedze teoretyczng mgr Justyny Madej -
ubiegajgcej sie o nadanie stopnia doktora w dyscyplinie matematyka. Poza tym stanowi ona
oryginalne rozwigzanie postawionego problemu naukowego oraz swiadczy o nabyciu umiejetnosci
starannego dowodzenia, z duzg biegtoscig techniczng i ilustrowania omawianych zagadnien
ciekawymi przyktadami. Mimo pewnych wskazan i uwag szczegétowych oceniam, ze tak technicznie
trudna praca jest bardzo starannie zredagowana.

Whiosek koncowy

Biorgc pod uwage powyzsze argumenty, z petna odpowiedzialnoscia stwierdzam, ze
rozprawa doktorska mgr Justyny Madej pt. Technika miar niezwartosci w zastosowaniu do badania
rozwiqzan nieskoriczonych uktfadéw réwnan catkowych na przedziale nieograniczonym spetnia
wymagania stawiane rozprawom doktorskim w Ustawie z dnia 20 lipca 2018 r. ,Prawo o szkolnictwie
wyzszym i nauce” oraz innych przepisach z nig zwigzanych {Dz.U. 574/2022 z pdiniejszymi
zmianami).

Tym samym wnioskuje o dopuszczenie rozprawy do dalszych etapéw postepowania
w sprawie nadania stopnia doktora i przyjecie rozprawy. Przedstawiona do recenzji rozprawa
z pewnoscig daje podstawe do ubiegania sie o stopien doktora w dyscyplinie matematyka.
Doceniajgc zaréwno zaprezentowang wiedze z badanej dziedziny, jak i duzg biegtosc
w operowaniu aparatem analizy funkcjonalnej sktadam wniosek o uznanie pracy za wyrdézniajaca.

P
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Uwagi szczegétowe:

Uwagi nie sq uporzqgdkowane w sensie ich wagi, a w kolejnosci wystepowania w pracy (w stosunku
do dfugosci pracy i stopnia jej technicznego opracowania to drobne usterki). Przedstawione uwagi
majq charakter redakcyjny i nie obnizajg wartosci merytorycznej rozprawy.

Str. 2_3: ,zwane réwnaniami”

Str. 10_1: moze bez ,tuz”?, _3:,réwnan rézniczkowych”, _5: ,umozliwig”

Str. 10: (oraz 16, ale i na dalszych stronach): sugerowatbym ,wzoréw analitycznych wyrazajgcych”
zamiast ,,formut” (cho¢ na stronie 17 mamy ,wzoru opisujgcego”)

Str. 11: brakuje wprowadzenia definicji oznaczen rodzin zbioréw ograniczonych i relatywnie
zwartych

Str.18_1: (tak samo str. 1971 czy 22, 40 i dalsze) tu mamy pojecie ,ciggdw zbieznych do zera z tg
sama predkoscig” - z pewnoscig wymaga to $cistego zdefiniowania

Str. 20: na jednej stronie mamy ,,mieszanke” zapisu przedziatéw w opisach przestrzeni, czyli [0,T]
oraz [a,b] (Twierdzenie 2.4.2 i uwagi po nim). Nie do kohica wiem na czym ma polega¢ ,wersja
ogdlna”, to niezbyt istotne (moim zdaniem).

Str. 21: Moze warto skomentowaé problem zwartosci zbioréw w przestrzeni BC(R+, E) przez
definiowaniem miar niezwartosci?

Str. 24: ,nie istniejg miary Hausdorffa lub miary im réwnowazne” — raczej wzory analityczne takich
miar...

Str. 28: to takze jedynie sugestia, ale warto doda¢ we wstepie do rozdziatu dlaczego w tym
przypadku zastosowane bedzie twierdzenie Schaudera, a nie Darbo? Poza tym — moze warto
zaznaczy¢, ze operatory sg dobrze zdefiniowane, bo badana przestrzen jest algebrg Banacha (a
pierwsza uwaga na ten temat jest na stronie 77).

Str. 29 (i podobna uwaga dla dalszych zatozer): moze jednak warto od razu zatozenia typu (ii) czy
(v) formutowaé w jezyku modutdéw ciggtosci? Bytoby tatwiej $ledzié¢ dowody, a moduty sg juz
wprowadzone.

Str. 30: bytbym zadowolony za krétki komentarz do zatozenia (x), pokazujacy czy i kiedy moze ono
by¢ spetnione (ale to tak dla utatwienia czytania prac takich jak ta).

Str. 33: bardzo szczegétowo prowadzony dowdd nagle jest zredukowany do przywotania zestawu
zatozen (dla dowodu Qx(t) w co). Moze warto to takze doktadnie rozpisaé?

Str. 3672: ,,wystarczajgco mate” — sugerowatbym takze poszerzenie dowodu.

Str. 39: pytanie o wzor (3.18): moze komentarz dlaczego nie stosujemy twierdzenia Darbo, tylko
konstruujemy niezmienniczy zbiér zwarty i twierdzenia Schaudera?

Str.40_7: ,ze” _5: ,jadra”

Str. 50: ,nie jest trywialny”?

Str. 54: tu pojawia sie ,grubos¢ wigzki”, moze zostaé, o ile zdefiniujemy te pojecie, warto od razu
powigzac z asymptotyczna stabilnoscig (kilka razy pdzniej, np. str. 83).

Str. 57: kilka brakujgcych przecinkéw w zdaniu wtraconym (zaskakujgce, bo praca jest bardzo
staranna)
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Str.58: tu pytanie — mamy dowéd warunku Lipschitza dla Fy, ale przywotana jest jedynie ciagfosc¢.
Moze warto byto od razu wywnioskowac¢ z tego kontrakcje z miarg niezwartosci (4.23)? To samo
na stronie 79. Dowéd oparty o miare niezwartoéci: na stronach 81 i 82 (wzér (5.14)).

Str. 72: zatozenie (iii) oraz str. 73 zafozenie (x) — jak ewentualnie wygladatoby w przestrzeni
Frécheta i jak ono sig ma do wtasnosci operatora Hammersteina?

Str.7371: ,okreslone”

Str. 77: zamiast , prosta konsekwencja ciagtosci” nie lepiej po prostu napisac o iloczynie funkcji
ciaglych i ciggtosci iloczynu w algebrze Banacha?
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