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Recenzja
rozprawy doktorskiej mgr. Adriana Michalskiego
pt. Zbiory (1,2)-dominujgce w grafach

Tematyka rozprawy doktorskiej mgr. Adriana Michalskiego dotyczy zbioréw (1, 2)-domi-
nujacych oraz zwiazanych z nimi parametrow. Pojecie zbioru (1, k)-dominujacego wpro-
wadzili w 2008 roku S.M. Hedetniemi, S.T. Hedetniemi, J. Knisely oraz D.F. Rall. Niech
k € N, zbior D C V(G) nazywamy zbiorem (1, k)-dominujacym, jezeli dla kazdego
wierzchotka = € V(G) \ D istnieja w zbiorze D dwa rézne wierzchotki w i v takie, ze «
sgsiaduje z u, a odlegtos¢ pomiedzy x i v nie przekracza k. Moc najmniejszego zbioru
(1, k)-dominujacego w grafie G nazywamy liczba (1, k)-dominowania i oznaczamy przez
71.%x(G). Hedetniemi et al. udowodnili, ze jesli graf jest spéjny, to kazdy zbiér dominu-
jacy zawierajacy co najmniej dwa wierzchotki jest réwniez zbiorem (1,4)-dominujacym.
Poniewaz kazdy zbiér (1,1)-dominujacy jest takze zbiorem (1,k)-dominujacym, gdy
k > 1, rozwazanie zbioréw dominujacych ma sens jedynie dla k € {1,2,3,4}. Jedli
k = 1, otrzymujemy zbior (1,1)-dominujacy D, taki ze kazdy wierzcholtek nienalezacy
do zbioru D ma dwoch sasiadéw w zbiorze D. W literaturze takie zbiory sg nazywane
rowniez zbiorami 2-dominujacymi lub podwdjnie dominujacymi. Tego typu zbiory sa
szeroko badane w literaturze. Autor w swojej rozprawie skupit sie na przypadku k = 2,
rozwazajac parametry zwigzane z (1, 2)-dominowaniem oraz problemy istnienia zbioréw
(1,2)-dominujacych przy natozeniu dodatkowych warunkéw, takich jak niezaleznosé lub
brak podwdjnego dominowania.

Rozprawa doktorska mgr. Adriana Michalskiego liczy 77 stron i sktada sie ze wstepu
oraz pieciu rozdziatéw. Wszystkie uzyskane wyniki w tej rozprawie, wedtug mojej oceny,
sa merytorycznie poprawne.

W pierwszym rozdziale przedstawione sa podstawowe definicje i oznaczenia. W roz-
dziale drugim wprowadzone zostalo pojecie zbioru (1, k)-dominujacego, a takze doko-
nano przegladu znanych dotychczas wynikéow dotyczacych (1, k)-dominowania i w szcze-
gélnosci (1,2)-dominowania. Przypadek (1,2)-dominowania jest wersja najczesciej ba-
dane w literaturze. W drugiej czesci tego rozdziatu zaprezentowane zostaty nowe wyniki
uzyskane przez Autora rozprawy. Wyznaczona zostala liczba (1,2)-dominowania dla
wybranych prostych klas graféw, w szczegdlnosci dla Sciezek, cykli i graféw pelnych
dwudzielnych. Z samej definicji liczby dominowania oraz liczby (1, 2)-dominowania wyni-
ka, ze dla dowolnego grafu G zachodzi v(G) < 712(G). Autor pokazal, ze réznica
miedzy liczba (1,2)-dominowania a liczba dominowania moze by¢ dowolnie duza oraz
opisal klase graféow, dla ktérych v(G) = 712(G). Dodatkowo, wykazat, ze liczba (1, 2)-
dominowania i gérna liczba dominowania nie sg poréwnywalne. Dla dowolnego n przed-
stawil konstrukcje grafu G, dla ktérego I'(G) — v12(G) = n, oraz grafu H, gdzie
12(H) — D(H) = n



Poniewaz kazdy zbior (1, 1)-dominujacy jest takze (1, 2)-dominujacy, Autor rozprawy
wprowadzil nowy rodzaj zbioréw dominujacych, a mianowicie zbiory wtasciwie (1,2)-
dominujace. Zbior wierzchotkéw nazywamy wlasciwie (1, 2)-dominujacym, jesli jest zbio-
rem (1,2)-dominujacym, ale nie jest (1,1)-dominujacy. Rozdzial trzeci skupia sie na
wlasciwym (1,2)-dominowaniu oraz zwiazanymi z nim parametrami, takimi jak liczba
wlasdciwego (1, 2)-dominowania v, x(G) oraz gérna liczba wlasciwego (1, 2)-dominowania
I'1 x(G). Udowodniono, ze jedynymi spéjnymi grafami, ktére nie posiadaja wlasciwego
zbioru (1, 2)-dominujacego, sa grafy pelne. Ponadto wykazano, ze dla spojnego grafu G,
ktéry nie jest grafem pelnym, jego liczba (1,2)-dominowania jest réwna liczbie whas-
ciwego (1,2)-dominowania. Kolejnymi wynikami w tym rozdziale sa dowody pokazu-
jace, ze ciag nieréwnosci 7(G) < 11x(G) = 1x(G) < ' x(G) < T'1x(G) zachodzi dla
kazdego grafu G posiadajacego wtasciwy zbior (1,2)-dominujacy. Nastepnie przedsta-
wiono dwie konstrukcje: pierwsza podaje klase grafow, dla ktérych wszystkie te parame-
try sa réwne, a druga opisuje klase graféw, dla ktérych réznice miedzy tymi parame-
trami sg dowolnie duze. Analogicznie jak dla (1,2)-dominowania, réwniez dla wtasciwego
(1, 2)-dominowania parametry I'; ;. (G) i I'(G) sa nieporéwnywalne. Wykazano, ze istnieja
grafy, dla ktérych gorna liczba (1,2)-dominowania jest wigksza niz goérna liczba domi-
nowania, oraz grafy, dla ktorych gérna liczba dominowania jest wieksza niz gérna liczba
(1, 2)-dominowania

W rozdziale czwartym Autor takze wprowadza nowe pojecie, dotad nie rozwazane
w literaturze, jakim jest indeks przekroju. Indeks przekroju zdefiniowano jako najm-
niejsza mozliwg liczbe wspdélnych wierzchotkéw zbioru (1, 1)-dominujacego oraz wias-
ciwego zbioru (1,2)-dominujacego. Autor okreslit warto$¢ tego indeksu w niektérych
klasach graféw, takich jak Sciezki, cykle, grafy petne dwudzielne oraz pajaki. Przed-
stawit réwniez warunek konieczny, aby indeks przekroju drzewa wynosit zero.

Rozdzial piaty poswiecony jest niezaleznym zbiorom (1, 2)-dominujacym. Nie kazdy
graf posiada niezalezny zbiér (1,2)-dominujacy, a pelna charakteryzacja graféw posia-
dajacych taki zbiér nie jest znana z uwagi na NP-zupetno$¢ tego problemu. Hedet-
niemi et al. przedstawili warunek na istnienie niezaleznych zbioréw (1, 2)-dominujacych
w iloczynie kartezjanskim dwoch graféw. Autor rozprawy kontynuuje badanie istnienia
niezaleznych zbioréw (1, 2)-dominujacych w produktach graféw. Problem istnienia nieza-
leznych zbioréw (1,2)-dominujacych w takich produktach, jak iloczyn tensorowy dwéch
grafow, silny iloczyn dwoéch graféw, G-ztaczenie oraz uogdlniona korona, zostal w petni
rozwigzany. Dla kazdego z tych przypadkéw przedstawiona zostata pelna charakteryzacja
produktu posiadajacego niezalezny zbidr (1, 2)-dominujacy, zaleznie od graféw bedacych
sktadnikami.

Podsumowujac, praca zawiera dwa rodzaje wynikow. Pierwszy rodzaj dotyczy pojec¢
zdefiniowanych juz w literaturze, takich jak zbiory (1,2)-dominujace i niezalezne zbiory
(1,2)-dominujace. Sa one kontynuacja badan obecnych w literaturze, rozszerzajac wyniki
na nowe klasy grafow. Drugi rodzaj wynikéw dotyczy nowych poje¢ zdefiniowanych przez
Autora, takich jak zbiory wtasciwie (1, 2)-dominujace i indeks przekroju. Te nowe pojecia
Scisle wiaza sie ze zbiorami (1,2)-dominujacymi i w pewnym sensie ilustrujg ich wtas-
nosci i strukture. Byé moze wyniki uzyskane dla zbioréow wtasciwie (1,2)-dominujacych
w przysztoéci postuza do otrzymania ogdlnych twierdzen zwiazanych ze zbiorami (1, 2)-
dominujacymi. Najcieckawsze wyniki rozprawy znajdujg si¢ w rozdziale pigtym i dotycza



niezaleznych zbioréw (1, 2)-dominujacych. W szczegdlnosci twierdzenia charakteryzujace
niezalezne zbiory (1, 2)-dominujace w G-zlaczeniu oraz warunki konieczne i wystarcza-
jace, ktore musza spetiaé graf G oraz grafy z rodziny H, aby graf G[H] (czyli G-
ztaczenie) posiadal niezalezny zbiér (1,2)-dominujacy. Te wyniki zostaly opublikowane
we wspoétautorskim artykule w Applied Mathematics and Computation. Kolejnymi in-
teresujacymi wynikami z tego rozdziatu sg twierdzenia, ktore Autor uzyskat samodzielnie
i ktére nie zostaly jeszcze opublikowane. Dotycza one produktu tensorowego i silnego
produktu graféw, podajg warunki konieczne i wystarczajace dla istnienia niezaleznych
zbioréw (1, 2)-dominujacych w tych produktach.

W rozprawie Autor nie stosuje zaawansowanych metod dowodowych, lecz korzysta z
podejscia opartego na standardowych metodach, powszechnie uzywanych do dowodzenia
wynikéw zwiagzanych z réznymi wariantami dominowania. Wiekszosé dowodéw opiera sie
na wskazaniu podzbioru wierzchotkéw w danym grafie lub klasie graféw, a nastepnie na
wykazaniu, ze ten wlasnie zbiér spelnia kryteria bycia (1,2)-dominujacym lub (1, 2)-
dominujacym z uwzglednieniem dodatkowych warunkow. Zaleznos$ci miedzy parame-
trami dowodzone sg za pomoca konstrukcji odpowiednich graféow. Przedstawione kon-
strukcje graféw oraz zbiorow dominujacych sa oryginalne i pomystowe, co sprawia, ze
stanowig istotny wklad w dziedzine. Autor przedstawil je w sposéb klarowny i czyta
sie je bardzo dobrze. Cata praca jest bardzo dobrze zredagowana. Znalaztam niewiele
drobnych pomytek i literowek. W szczegolnosci:

e str. 10 ostatnia linia, str. 11 linia 1-3, definicja drogi i cyklu — W definicji drogi
nalezy dodac zatozenie, ze wierzchotki w ciagu musza by¢ rézne. W takim przy-
padku nie mozemy zdefiniowaé cyklu jako drogi, w ktorej wierzchotek pierwszy i
ostatni sg tymi samymi wierzchotkami.

e str. 24 ostatnia linia — Zamiast y(G) = 3n powinno by¢ v 2(G) = 3n.

e str. 33 linia 21 — Zamiast 1 < i < 712(G) powinno byé¢ 1 < i < sz(G)
e str. 66, definicja zbioru Vi — n jest liczbg wierzchotkéw grafu G, lepiej bytoby
napisa¢ Vi = {v € V(G) : H, jest izomorficzny z grafem pelnym}.

e str. 66 linia 6,5 od dotu, str. 67 linia 9, 25 — Lepiej usunac¢ oznaczenie K;, aby nie
sugerowac, ze t jest ustalong liczba.

Przedstawione uwagi majg charakter redakcyjny i nie obnizaja warto$ci merytorycznej
rozprawy. Uwazam, ze rozprawa doktorska mgr. Adriana Michalskiego spelnia wymogi
stawiane pracom doktorskim w Ustawie o stopniach i tytule naukowym, dlatego wniosku-
je o dopuszczenie mgr. Adriana Michalskiego do dalszych etapow przewodu doktorskiego.
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