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Wstep

Jednostajna wypuktos¢ jest jedng z klasycznych wtlasnosci rozwazanych w geo-
metrii przestrzeni Banacha. Wtasno$¢ ta, jej liczne modyfikacje i uogolnienia znalazty
wiele zastosowan, w szczegdlnoéci w metrycznej teorii punktow statych. Rownie inten-
sywne badania prowadzone sg takze w zakresie geometrii krat Banacha. Podstawowa,
wlasnosciag geometrycznag normy zwiazang z porzadkiem jest jednostajna monotonicz-
nos¢, bedaca w pewnym sensie odpowiednikiem jednostajnej wypuktosci. Rowniez
jednostajna monotoniczno$¢ ma szereg odmian i zastosowann.

Jednym z zagadnieni geometrii przestrzeni Banacha jest problem zachowania geo-
metrycznych wlasnosci przy pewnych konstrukcjach rozwazanych w analizie funkcjo-
nalnej. Naleza do nich konstrukcje przestrzeni Lebesgue’a-Bochnera, sum prostych, a
takze przestrzeni interpolacyjnych. W przypadku tych ostatnich gtéwne problemy do-
tycza interpolacji operatorow, ale jest takze obszerna literatura dotyczaca wtasnosci
geometrycznych.

W tej rozprawie rozwazamy problem przenoszenia pewnych wlasnosci geometrycz-
nych przestrzeni i krat Banacha z jednej z przestrzeni wyjsciowych na przestrzen po-
wstalg w wyniku ich interpolacji. Metody interpolacji, jakie rozpatrujemy, to ogélna
dyskretna metoda interpolacji, rzeczywista metoda interpolacji Lionsa-Peetrego i jej
uogoblnienie na wiecej niz dwie przestrzenie — metoda Yoshikawy-Sparra oraz zespolona
metoda interpolacji Calderéna. Warto podkresli¢, ze nawet jesli dwie metody inter-
polacji daja te sama przestrzeri, to normy otrzymane w ich wyniku sga na ogét roézne
i badanie wtasnosci geometrycznych wymaga osobnego rozpatrywania poszczegblnych
norm.

W pierwszym rozdziale podajemy definicje rozwazanych wlasnosci geometrycznych

przestrzeni i krat Banacha. Dla krat badamy lokalne wersje jednostajnej monotonicz-



noéci — dolna i gorng. W rozdziale tym przedstawiamy rowniez nowe wyniki dotyczace
charakteryzacji innej wtasnosci krat Banacha — porzadkowej gtadkosci. Charaktery-
zacja ta prowadzi takze do definicji nowych wtasnosci geometrycznych, dualnych do
lokalnych wersji jednostajnej monotonicznosci. Wykazujemy twierdzenia o dualnosci
tych nowych wtasnosci geometrycznych i dolnej oraz gérnej lokalnej jednostajnej mo-
notonicznosci. Na koniec tego rozdziatlu podajemy réwniez przyktady, ktore pokazuja,
ze dolna i gérna lokalna jednostajna monotonicznos¢ sa wlasnosciami nieporéwnywal-
nymi. W szczegdlnoSci prezentujemy metode konstruowania krat Banacha, ktore sa
dolnie, ale nie gornie lokalnie jednostajnie monotoniczne oraz opisujemy takie przenor-
mowanie klasycznej przestrzeni ciagdéw zbieznych c, ze powstala w ten sposob krata
Banacha jest gornie lokalnie jednostajnie monotoniczna, ale nie jest dolnie lokalnie
jednostajnie monotoniczna.

Drugi rozdziat jest poswiecony ogo6lnej dyskretnej metodzie interpolacji i sumom
prostym przestrzeni Banacha. Dyskretna metoda interpolacji znalazla interesujace
zastosowanie w teorii operatorow. W pracy [14] metoda ta postuzyla do znalezienia
faktoryzacji operatoréow stabo zwartych przez przestrzenie refleksywne. Problem sta-
bilnosci wlasnosci geometrycznych dla tej metody interpolacji nie byt dotad obszernie
studiowany. Jednym ze znanych wynikéw w tym zakresie jest twierdzenie o stabilno-
§ci jednostajnej wypuktosci, ktore zostato udowodnione w pracy [44]. W tej rozprawie
dowodzimy twierdzenia, ktore dotyczg zaréwno wlasnosci stabszych od jednostajnej
wypuktosci, jak i jej nieskoriczenie wymiarowych odpowiednikéw. W szczegolnosci po-
kazujemy, ze (przy odpowiednich zatozeniach o przestrzeni F' w definicji rozpatrywanej
metody) Scista i lokalna jednostajna wypuklo$é przenosza sie z jednej z przestrzeni
z wyjéciowej pary przestrzeni Banacha na przestrzen interpolacyjng otrzymang za
pomoca ogodlnej dyskretnej metody interpolacji oraz, ze to samo dotyczy niemal jed-
nostajnej wypuktosci i wlasnosci (). Aby udowodni¢ twierdzenie o wtasnosci (f3),
wykazujemy réwniez twierdzenie o przenoszeniu sie wlasnosci (3) na sumy proste.

W trzecim rozdziale zaprezentowane sg nowe wyniki otrzymane dla metody inter-
polacji Yoshikawy-Sparra. Jeden z pierwszych wynikéw dotyczacych stabilnosci wta-
snosci geometrycznych przy rzeczywistej metodzie interpolacji zostal otrzymany przez

Bernarda Beauzamy’ego w pracy [5]. Udowodnit on, ze jezeli co najmniej jedna z prze-



strzeni Xy, X jest jednostajnie wypukla, to przestrzen interpolacyjna otrzymana dla
tej pary przestrzeni za pomoca ciagtej wersji metody interpolacji Lionsa-Peetrego
rowniez ma te wlasnos¢. Bernard Beauzamy badal takze wlasnos¢ stabsza niz jedno-
stajna wypuktos¢ — Scista wypuklosé. Udowodnil ze, przy dodatkowych zatozeniach
o parze poréwnywalnych przestrzeni Banacha, §cista wypuklosé przenosi sie z jednej
z przestrzeni na przestrzen interpolacyjna otrzymang za pomoca dyskretnej wersji
metody interpolacji Lionsa-Peetrego. Dowdd tego twierdzenia mozna znalezé w mo-
nografii [32].

Nieskonczenie wymiarowe odpowiedniki jednostajnej wypuktosci — takie jak wta-
sno$¢ Kadeca-Klee’ego, byty studiowane w pracy [19]. Autorzy tej pracy rozpatrywali
konstrukcje ogoélniejsze niz klasyczna metoda Lionsa-Peetrego dla dwoch przestrzeni.
7 twierdzenia, ktore udowodnili, wynika w szczegolnoscei, ze wtasnosé Kadeca-Klee’ego
przenosi sie z jednej z przestrzeni z pary przestrzeni Banacha (X, X1) na przestrzen
interpolacyjna Lionsa-Peetrego otrzymang zaréwno przez ciagla, jak i dyskretna wer-
sje tej metody.

Wyniki dotyczace niemal jednostajnej wypuklosci oraz wlasnosci () sa rowniez
znane, jednak tylko dla dyskretnej wersji metody interpolacji Yoshikawy-Sparra. Zo-
staly one przedstawione w pracy [37]. Autorzy tej pracy udowodnili, ze jezeli jedna
z przestrzeni z n + 1 poréwnywalnych przestrzeni (Xg, X1, ..., X,,) jest niemal jedno-
stajnie wypukta, to przestrzen interpolacyjna otrzymana za pomoca dyskretnej wersji
metody interpolacji Yoshikawy-Sparra rowniez ma te wtasnosé. W powyzej cytowanej
pracy znajduje sie rowniez analogiczny wynik dla whasnosci (), jednak w dowodzie
twierdzenia dla tej wlasnosci autorzy wykorzystali wynik dotyczacy stabilnosci wita-
snosci () dla sum prostych, ktory ostatecznie nigdy sie nie ukazal. Wynik z rozdziatu
drugiego uzupetnia te luke.

W twierdzeniach, o ktérych mowa powyzej rozpatruje sie przestrzenie interpolacyj-
ne wyposazone w pewne szczegdlne normy. W tej rozprawie rozwazamy szereg innych
norm i osiggnietych dla nich rezultatéw nie mozna w bezposredni sposéb wyprowadzi¢
ze znanych wcze$niej twierdzen.

Na poczatku trzeciego rozdziatu sa przedstawione podstawowe pojecia i definicje

zwigzane z rzeczywista metoda interpolacji. Nastepnie podajemy dwa nowe twierdze-



nia dotyczace stabilnoéci jednostajnej wypuktosci przy metodzie interpolacji Yoshikawy-
Sparra. W dalszej czesci tego rozdziatu zajmujemy sie gtownie nieskonczenie wymia-
rowymi odpowiednikami jednostajnej wypuklosci. Najpierw dowodzimy twierdzenia
dotyczace stabilnogci niemal jednostajnej wypuklodci i wlasnosci (5) w przypadku,
gdy przestrzen interpolacyjna jest wyposazona w norme w wersji dyskretnej. Nastep-
nie przechodzimy do przedstawienia metody, ktoéra umozliwia otrzymanie wynikow dla
ciggtej wersji tej metody interpolacji, korzystajac z wczesniej udowodnionych twier-
dzen dla jej dyskretnego odpowiednika. W ten sposob otrzymujemy twierdzenia o sta-
bilnosci jednostajnej wypuktoscei, niemal jednostajnej wypuklosci i whasnoscei (3) dla
ciagtej wersji metody Yoshikawy-Sparra. Podajemy takze przyktad, ktory pokazuje,
ze przestrzenie interpolacyjne otrzymane za pomocg cigglej i dyskretnej wersji rozwa-
zanej metody interpolacji moga nie by¢ izometryczne, a zatem twierdzenia dotyczace
stabilnosci wlasnosci geometrycznych dla tych wersji nalezy rozpatrywa¢ oddzielnie.

Ostatni, czwarty rozdzial tej rozprawy poswiecony jest zespolonej metodzie inter-
polacji Alberto Calderéna. Dla tej metody jest mniej znanych wynikéw dotyczacych
stabilnosci wlasnosci geometrycznych niz dla rzeczywistej metody interpolacji.

Stabilno$é¢ jednostajnej wypuklosci przy zespolonej metodzie interpolacji Calde-
rona byta najpierw studiowana przez Michaela Cwikela i Shlomo Reisnera w pracy
[13]. Wykazali oni, ze jezeli jedna z przestrzeni z pary poréwnywalnych przestrzeni
Banacha jest jednostajnie wypukla, to te samag wlasno$¢ ma réwniez przestrzen in-
terpolacyjna. Inny dowdd tego twierdzenia w ogolniejszej wersji zostal podany przez
Maura Salvatoriego i Marco Vignatiego w pracy [51].

Na poczatku rozdzialu czwartego przytaczamy pojecia i definicje zwigzane z ze-
spolong metoda interpolacji. Prezentacje nowych wynikow zaczynamy od twierdzen
dotyczacych stabilnosci wtasnosci geometrycznych stabszych od jednostajnej wypu-
ktosci. Wykazujemy twierdzenia dotyczace stabilnosci Scistej wypuklosei i lokalnej
jednostajnej wypuklosci przy zespolonej metodzie interpolacji Calderédna.

W dalszej czesci czwartego rozdzialu skupiamy sie na nieskoriczenie wymiarowych
odpowiednikach jednostajnej wypuktosci. Problem stabilnosci takich wtasnosci jak
wlasnosé¢ Kadeca-Klee’ego 1 wlasnosé (8) pozostaje nierozwiazany w ogélnej postaci.

W tej rozprawie przedstawiamy wyniki pokazujace, ze przy dodatkowych zatozeniach



o parze poréwnywalnych przestrzeni Banacha, wtasnosci te przenosza sie z jednej z
przestrzeni na przestrzen interpolacyjna otrzymang za pomoca zespolonej metody
interpolacji Calderona.

Na koniec rozdzialu czwartego zajmujemy sie jeszcze problemem stabilnosci wla-
snosci geometrycznych krat Banacha przy zespolonej metodzie interpolacji. Wykazuje-
my, ze jednostajna monotoniczno$¢ przenosi sie z jednej z interpolowanych przestrzeni
na przestrzen interpolacyjng otrzymang za pomoca tej metody.

Czes¢ autorskich wynikoéw przedstawionych w tej pracy znajduje sie roéwniez w

artykutach [2], [3] 1 [4].



Rozdzial 1

(Geometryczne wlasnosci przestrzeni

1 krat Banacha

1.1 Geometryczne wtasnos$ci przestrzeni Banacha

W tym rozdziale przypominamy definicje studiowanych wlasnosci geometrycznych
przestrzeni Banacha. Przestrzenie Banacha bedziemy oznacza¢ przez X, Y, Z, ..., na-
tomiast ich normy — przez || - ||, || - ||x, ||  |loc 1 tym podobnie. Ponadto przez By ozna-
czamy domknieta kule jednostkowa przestrzeni Banacha X: Bx = {z € X : ||z|| < 1},
a przez Sx — jej brzeg, czyli sfere jednostkowa: Sx = {z € X : ||z]| = 1}.

Jedna z najwcze$niej zdefiniowanych wtasnosci geometrycznych przestrzeni Bana-
cha jest jednostajna wypuktos¢. Jej definicje podal James Clarkson w pracy [11] z
roku 1936.

Definicja 1.1.
Przestrzeri Banacha X jest jednostajnie wypukta, jezeli dla kazdego € € (0,2] istnieje

d > 0 taka, ze dla dowolnych dwdch wektordw x,y € Sx takich, zZe ||x —y|| > ¢ mamy

r+y
2

W cytowanej powyzej pracy James Clarkson udowodnitl, ze klasyczne przestrzenie

<15

L, sa jednostajnie wypukle dla 1 < p < oo oraz, ze skoniczone sumy proste przestrzeni
jednostajnie wypuktych rowniez maja te wlasnosé¢ (przy dodatkowych zalozeniach o

normie w sumie prostej).



Jednostajna wypuklosé jest wlasnosciag, ktora ma wiele zastosowan, na przyktad
przestrzenie jednostajnie wypuktle sa refleksywne oraz maja strukture normalna, a za-
tem podzbiory domkniete, wypukte i ograniczone w tych przestrzeniach maja wtasnosé
punktu statego dla przeksztalcen nieoddalajacych (zobacz [26]).

Jednostajna wypuklosé przestrzeni Banacha X mozna opisaé¢ przy pomocy modutu

tej wlasnodci.

Definicja 1.2 (|15, str. 145]).
Funkcje 0x : [0,2] — [0, 1] okreslong wzorem

. T+
5x(e) = mf{l _ szH L,y € Sy, lz — gl > 5}
nazywamy modutem wypuktosci przestrzenit Banacha X.

Przestrzen Banacha X jest jednostajnie wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy dx(¢) >
0 dla kazdego ¢ € (0,2]. W powyzszej definicji warunek =,y € Sy mozna zastapic
przez x,y € Bx, a takze ||z — y|| > ¢ przez ||z — y|| = . Ponadto funkcja dx(¢)

jest niemalejaca i ciagla na przedziale (0,2) oraz te same wtasnosci ma funkcja 6X(€)

(zobacz [27]).
W przestrzeniach jednostajnie wypuklych spelniona jest silniejsza wersja nierow-
nosci trojkata dla normy. Z pracy Lecha Maligrandy [42| wiemy, ze w kazdej przestrzeni

Banacha X spelniona jest nieréwnosé¢

Hx+m<uw+mm—( H+MMDmmNWHm}

gdzie x,y € X sa dowolnymi niezerowymi wektorami. Z powyzszej nieréwnosci, uwzgled-
niajac definicje modutu wypuktloéci, otrzymujemy nastepujacg nieréwnosé, z ktorej

bedziemy korzystali w dalszej czesci tej rozprawy

(1.1)

2 2

o] < el g, (

Mrwmwwwu

1yl

Ix(e)
£

Zauwazmy, ze poniewaz jest funkcja niemalejaca, wiec

dx(Ae) o dx(€)

X
A\E €




dla dowolnego A € (0, 1]. Przy uwzglednieniu tej obserwacji, z nieréwnosci (1.1) wnio-

)
-5

Nierownosé¢ analogiczna do nieréwnosci (1.1) zostata Wykazana juz przez Clarksona w

skujemy, ze jesli ||z| = min{||z[], |ly||} <1, to

l +yll < llzll + [yl = 2[=([0x (
(1.2)

< el + lyll - 2 (

pracy [11].

Lokalng wersje jednostajnej wypuklosci zdefiniowal Lovaglia w pracy [40].
Definicja 1.3.
Przestrzen Banacha X jest lokalnie jednostajnie wypukta, jezeli dla kazdego x € Sx 4
kazdego € € (0,2] istnieje § > 0 taka, zZe dla dowolnego y € Sx takiego, ze ||x —y| > €

mamy

x+yH<1_

Lokalng jednostajng wypuktosé mozna takze scharakteryzowaé przy uzyciu ciggow.
Istotnie, przestrzenn X jest lokalnie jednostajnie wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego = € Sy i dla dowolnego ciagu (y,) in X takiego, ze lim, . ||y.|| = 11
lim, . | + yn|| = 2 ma miejsce réwnosé lim,, . ||z — y,|| = 0 (patrz [40]). Wynika
stad, ze w definicji 1.3 warunek y € Sx mozna zastapi¢ przez y € Bx i zdefiniowac

nastepujacy modul lokalnej jednostajnej wypuktosci w punkcie x € Sx:

dx(e,x) = mf{l—H H y € Bx, |z—y| > }

Przestrzen X jest lokalnie jednostajnie wypukla wtedy i tylko wtedy, gdy kazdego
x € Sx 1 kazdego € € (0, 2] zachodzi nier6wnos¢ dx (e, z) > 0.
Nastepujacy techniczny lemat pozwala w warunku lokalnej jednostajnej wypukto-

$ci uwolnié¢ sie od zalozenia, ze x € Sx.

Lemat 1.1.
Jezeli przestrzen Banacha X jest lokalnie jednostajnie wypukta, to dla dowolnych wek-

tordw x,y € Bx takich, ze v # 0 i ||x — y|| > € zachodzi nierdwnosé

T+y 1 e
I <= oy (2, ).
[5G ip)
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Dowéd.
Zatozmy, ze przestrzen X jest lokalnie jednostajnie wypukta i wektory z,y € By

spetniaja zalozenia lematu. Oznaczmy 01 = 0x (%, ”%O Jesli [jz]] < 1— %(51, to

””;yH < gl + ol < 1 - 5o
Zatozmy teraz, ze ||x| > $01. Wtedy Tl ~ Tol Hm”H?C ZJH > € oraz HII%HH <
(1-— %51)_1 < 1+ 01, wiec lemat 1 z pracy [53| pokazuje, ze 2 T 1— %51,
czyli
Syl < el (1-36) <1 - ;al.
U

Inna wtasnoscia stabsza niz jednostajna wypuktosé jest Scista wypuktosé, ktora
byla studiowana juz przez Jamesa Clarksona w cytowanej wyzej pracy [11], gdzie
udowodnit on, ze dla kazdej osrodkowej przestrzeni Banacha X mozna skonstruowac

norme rownowazng, dla ktorej przestrzen X jest Scisle wypukla.

Definicja 1.4.
Mowimy, ze przestrzen Banacha X jest Scisle wypukta, jezeli dla kazdych wektorow

x,y € Sx takich, ze x # y mamy

=] <

Jednostajna wypukto$¢ implikuje $cista wypuktosé. Ponadto w przestrzeniach skon-
czenie wymiarowych obie te wtasnosci sa rownowazne, co wynika ze zwartosci kul w
takich przestrzeniach. Mimo ze Scista wypuktoéé jest wlasnoscia stabsza od jej jed-
nostajnej wersji, Scisle wypukle przestrzenie rowniez maja wiele ,dobrych” wtasnosci,
na przyktad dowolny funkcjonat liniowy i ciagly okreslony na podprzestrzeni prze-
strzeni Banacha X ma jednoznaczne rozszerzenie do calej przestrzeni wtedy i tylko
wtedy, gdy przestrzen Banacha X* jest Scisle wypukta (twierdzenie to znane jest jako
twierdzenie Taylora-Foguela, zobacz [27]).

Wszystkie powyzej zdefiniowane wlasnosci, mimo ze zazwyczaj sa stosowane do
przestrzeni nieskoriczenie wymiarowych, majg charakter skoriczenie wymiarowy. Nie-

skoniczenie wymiarowy odpowiednik jednostajnej wypuktosci zostal zdefiniowany przez
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Roberta Huffa w pracy [31]. Jest to niemal jednostajna wypuklosé. Ponizej przez
sep(z,,) bedziemy oznaczali separator ciagu (z,), tj. sep(z,) = inf{||z, —zn,| : n # m}

oraz przez co(z,) — powloke wypukla zbioru ztozonego z elementow ciagu (z,), czyli

k k
co(xy,) = {SEEX:.I:Z)\Z-QJTL“)V >072/\¢= 1}.
i=1

i=1
Definicja 1.5 ([31]).

Mowimy, ze przestrzen Banacha X :

1. ma wtasnosé Kadeca-Klee’ego, jezeli dla kazdego ciggu (x,) elementdw kuli jed-

nostkowej Bx takiego, Ze sep(x,) > 0 oraz (x,) dgiy stabo do elementu x, mamy

el <1,

2. ma jednostajng wtasnosé Kadeca-Klee’ego jezeli dla kazdego € > 0 istnieje o > 0
taka, ze dla kazdego ciggu (x,) elementow kuli jednostkowej By, ktory spetnia

warunek sep(z,) > € oraz dgzy stabo do elementu x, mamy

ol <1 =9,

3. jest niemal jednostajnie wypukta jezeli dla kazdego € > 0 istnieje 6 > 0 taka, ze
dla kazdego ciggu (x,) elementéw kuli jednostkowej By, ktory spetnia warunek

sep(zy,) > ¢, istnieje taki element x € co(x,,), Ze

|lz|| <1—0.

Warunki z definicji 1.5 maja istotny sens jedynie dla przestrzeni nieskoniczenie
wymiarowych, ale formalnie przyjmuje sie, ze rOwniez przestrzenie skoniczenie wymia-
rowe maja zdefiniowane powyzej wlasnosci. W pracy [31] Robert Huff udowodnit, ze
przestrzen X jest niemal jednostajnie wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy X ma jedno-
stajng wlasnosé Kadeca-Klee’ego i jest refleksywna. Niezaleznie wtasnosé rownowazna
niemal jednostajnej wypuktosci wprowadzili Kazimierz Goebel i Tadeusz Sekowski w
pracy [28]. Dla swojej wlasnodci uzywali oni nazwy niezwarta jednostajna wypuklogé.

Zdefiniowali oni modut tej wlasnosci i udowodnili, ze przestrzenie niemal jednostajnie
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wypukle sg refleksywne i majg strukture normalna, a co za tym idzie — zbiory wypu-
kte, domkniete i ograniczone w tych przestrzeniach maja wlasnos¢ punktu statego dla
przeksztalcen nieoddalajacych.

Moduty niemal jednostajnej wypuktosci oraz wiasnosci Kadeca-Klee’ego definiu-

jemy nastepujaco (zobacz na przyktad [28], [46]).

Definicja 1.6 ([28]).

Funkcje Ax dang wzorem
Ax(e) = inf{1 —inf{||z| : « € co(z,)} : (x,) C Bx, sep(z,) > €}
nazywamy modutem niemal jednostajnej wypuktosci przestrzeni Banacha X.

Definicja 1.7 ([46]).

Funkcje Ak x dang wzorem
Ak x(e) =inf {1 —||z| : (z,) C Bx, sep(z,) > ¢, (z,) dazy stabo do x}
nazywamy modutem wtasnosci Kadeca-Klee’ego przestrzeni Banacha X.

Inna wlasnoscia o charakterze nieskoriczenie wymiarowym jest wlasnosé (). Byta
ona badana w zwiazku z wlasnoscia znang jako ,drop property” (zobacz [49], |50]).
Definicje wtasnosci () podal Stefan Rolewicz w pracy [50], my jednak przytoczymy

definicje rownowazna, zawarta w pracy [18].

Definicja 1.8.

Mowimy, ze przestrzen Banacha X ma wtasno$é (§) jezeli dla kazdego ¢ > 0 ist-
nieje § > 0 taka, zZe dla dowolnego elementu x € By i dowolnego ciggu (x,) w kuli
jednostkowej Bx takiego, ze sep(x,) > € istnieje taki indeks ng, Ze

T+ Ty,
2

<1-4.

Wilasnosé () ma istotny sens jedynie dla przestrzeni nieskoriczenie wymiarowych,
ale przyjmuje sie, ze przestrzenie skornczenie wymiarowe maja wlasnosé¢ (). Przy
rozwazaniu wlasnosci (3) bedzie nam potrzebny modut tej wlasnosci. Definicja, ktora
podamy, r6zni sie nieznacznie od tych, ktére mozna znalezé w literaturze, na przyktad

w pracy [18], jednak jest ona bardziej odpowiednia dla naszych rozwazar.
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Definicja 1.9.

Funkcje Bx zadang wzorem

x+x,

Bx(e) = inf {1 _ lim inf

n—oo

. x € By, (x,) C By,sep(z,) > 6}

nazywamy modutem wlasnosci () przestrzeni Banacha X.

Warto zauwazy¢, ze jednostajna wypukto§é implikuje wlasnosé (), a ta z kolei
implikuje niemal jednostajna wypuklosé, zatem przestrzenie Banacha z wtasnoscia (/)
rowniez maja strukture normalna. Ponadto, jak zostalo udowodnione w pracy [36],
wlasnos¢ () implikuje rowniez strukture normalna w przestrzeni sprzezonej X*. Jest
to wazne, poniewaz struktura normalna przestrzeni Banacha X nie musi zachowywa¢
sie przy przechodzeniu do przestrzeni dualne;j.

W odro6znieniu od moduléw zwigzanych z wariantami jednostajnej wypuktoscei,
dziedzing moduléw niemal jednostajnej wypuktosci, wltasnosci Kadeca-Klee’ego i wia-
snosci () jest przedzial postaci [0, ], gdzie ¢ zalezy od rozwazanej przestrzeni. Moduly
wlasnosci geometrycznych przestrzeni Banacha, takie jak na przyktad modut wypu-
ktosci lub modul niemal jednostajnej wypuktosci, nie muszg by¢ funkcjami wypuktymi
(zobacz na przyklad [27]). Na koniec tego podrozdziatu zaprezentujemy jednak fakt,
ktory umozliwi nam traktowanie modutéw réznych witasnosci geometrycznych jako
funkcji wypuktych, co pozwoli nam miedzy innymi na stosowanie nieréwnosci Jense-

na.

Uwaga 1.1.

Niech f : [0,a] — [0, 00) bedzie funkcja niemalejaca taka, ze f(0) = 0 oraz f(t) > 0 dla
kazdego t > 0. Wtedy istnieje funkcja wypukla g : [0,a] — [0, 00), ktora rowniez jest
niemalejaca i spelnia warunki: g(0) = 0, ¢g(t) > 0 dla kazdego ¢t > 0 oraz g(t) < f(t)
dla kazdego t € [0, al.

Wystarczy przyjac t
9(t) = [ flas)ds.

Wtedy g jest funkcja wypukla oraz

o) < [* inas =L pw < 1)

0
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dla kazdego ¢ € [0, a]. Ponadto
() > [ fas)ds > /Zf<t>ds— tf(t) )
A - 207 \2
dla t > 0.

1.2 Geometryczne wlasnosci krat Banacha

Wiekszos¢ znanych przestrzeni Banacha posiada dodatkowa strukture — mozna
wprowadzi¢ w nich relacje czesciowego porzadku. Krata Banacha nazywamy rzeczy-
wista przestrzen Banacha X, w ktorej zadany jest czesciowy porzadek < spelniajacy

nastepujgce warunki:
1. z<y = x4+ 2<y+ zdladowolnych z,y,z € X,
2.0z = 0<trjeslit >0,
3. dla dowolnych z,y € X istnieje = V y = sup{z, y},
4. |z] < |yl = |lz|| < |yl dla dowolnych z,y € X, gdzie |z| = 2 V (—=2).

Z warunku 3 wynika, ze dla dowolnych z,y € X, istnieje takze x Ay = —((—x) V
(—y)) = inf{z, y}.

Dla kraty Banacha X, przez X, oznaczamy dodatni stozek kraty X, tj. X, =
{z € X : 2 > 0}. Ponadto przez S(X ) oznaczamy cze$¢ dodatnia sfery jednostkowej,
czyli S(X,) = Sx N X, a przez B(X,) — czes¢ dodatniag kuli jednostkowej, czyli
B(X,)=BxnNX,.

Przestrzen sprzezona X* do kraty Banacha X jest takze krata Banacha ze stan-
dardowym porzadkiem, zgodnie z ktorym nieréwnosé f < g dla f,g € X* oznacza, ze
f(z) < g(x) dla wszystkich x € X, . Dla tego porzadku supremum pary funkcjonatow

f,g € X* wyraza si¢ wzorem

(1.3) (fVg)x) =sup{f(y) +9(z —y):y € X, 0<y <z}

dla x € X, . Poniewaz kanoniczne wlozenie X w X** jest izometrig porzadkowa (patrz

np. [39, Proposition 1.a.2]), wiec prawdziwy jest takze wzor otrzymany z (1.3) przez
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zamiane rolami krat X i X*, czyli

(1.4) flxvy) =sup{g(x) +(f—9g)y) g€ X", 0<g< f}

dla dowolnych z,y € X i dowolnego funkcjonatu f € X7.
Porzadkowym odpowiednikiem jednostajnej wypuktosci dla krat Banacha jest jed-
nostajna monotoniczno$¢. Zostata ona zdefiniowany przez Garretta Birkhoffa w ksiaz-

ce [7]. Definicje ponizszych wlasnosci podajemy zgodnie z [24].

Definicja 1.10.
Mowimy, ze krata Banacha X jest

1. $cisle monotoniczna, jezeli dla dowolnych dwich wektoréw x,y € X, v # y

takich, ze 0 < y < x mamy ||y|| < |z,

2. dolnie lokalnie jednostajnie monotoniczna, jezeli dla kazdego x € S(X,) i dla
kazdego € > 0 istnieje 6 > 0 taka, Ze jezeliy € B(Xy) spetnia warunki: 0 <y <
z, lyll > e, to

lz —yll <1-=14,

3. gornie lokalnie jednostajnie monotoniczna, jezeli dla kazdego x € S(Xy) i dla
kazdego € > 0 istnieje 6 > 0 taka, zZe jezeli y € B(X,) spetnia warunek ||y|| > e,
to

|z +yll =1+,

4. jednostajnie monotoniczna, jezeli dla kazdego € > 0 istnieje 0 > 0 taka, ze dla
dowolnych x,y € X spetniajgcych warunki: 0 < y < z, ||z = 1, |ly|| > ¢
zachodzi nierownosé

oyl <16

Jednostajna monotonicznosé jest najsilniejsza sposroéd wtasnosci z definicji 1.10
i zarowno dolna jak i gérna lokalna jednostajna monotoniczno$¢ implikuja $cista mo-
notonicznos$é (zobacz [24]). Przestrzenie jednostajnie monotoniczne nie musza jednak

by¢ refleksywne — typowym przyktadem jest klasyczna przestrzen [;.
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Warunki monotonicznosci mozna scharakteryzowaé przy pomocy ciagéw. Rzeczy-
widcie, krata X jest dolnie lokalnie jednostajnie monotoniczna wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego x € S(X,) i kazdego ciagu (x,) w X takiego, 7e 0 < z,, < z dla
wszystkich n € N oraz lim,,_, ||z,|| = 1, zachodzi rownos¢ lim,, . ||z — x,] = 0.

Podobnie, X jest gornie lokalnie jednostajnie monotoniczna wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego x € S, (X) i kazdego ciagu (z,,) w X takiego, ze © < z,, dla wszystkich

n € N oraz lim,_, ||,| = 1, zachodzi réwnosé¢ lim,, . ||z, — z|| = 0 (patrz [24]).

Uwaga 1.2.

Korzystajac z powyzszych warunkoéw i ciggowej charakteryzacji lokalnej jednostajnej
wypuklosci mozna stwierdzi¢, ze wltasnosé ta implikuje zaréwno dolna, jak réwniez
gora lokalng jednostajng monotonicznosc.

Rzeczywiscie, zal6zmy, ze krata X jest lokalnie jednostajnie wypukta. Jezeli x €
S(Xy) i ciag (z,) w X jest taki, ze 0 < z, < z dla wszystkich n € N oraz
lim,, . ||Z,]| = 1, to z nieréwnosci 2z, < x+x, < 2z wynika, ze lim,, ., |[|[z+z,|| = 2
i wobec naszego zalozenia zachodzi rownosé lim,, . ||z —z,|| = 0. Zatem X jest dolnie
lokalnie jednostajnie monotoniczna.

Podobnie jesli z € S, (X) i ciag (x,) w X jest taki, ze x < x, dla wszystkich

n € N oraz lim, . ||z,|| = 1, to z nieréwnosci 2z < z + z, < 2z, wynika, ze
lim, . || + x,]| = 2 i wobec lokalnej jednostajnej wypuktosci X zachodzi rownosé
lim, o0 |2, — || = 0. Zatem X jest gornie lokalnie jednostajnie monotoniczna.

W dalszej czesci rozprawy, w dowodach niektorych twierdzen, bedziemy potrzebo-

wali funkcji nazywanej modutem monotonicznosci kraty Banacha.

Definicja 1.11.
Funkcje 6y, x : [0,1] — [0,1] dang wzorem

Omx(e) = mf{l — [z =yl : 0 <y <a, [lzf| <1, [yl > e}
nazywamy modutem monotonicznosci kraty Banacha X.

W definicji jednostajnej monotonicznosci warunek ||z|| = 1 mozna zastapic¢ przez

||| < 1, wiec krata Banacha X jest jednostajnie monotoniczna wtedy i tylko wtedy,
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gdy 0, x(e) > 0 dla kazdego € > 0. Jesli X jest jednostajnie wypukla, to X jest
jednostajnie monotoniczna. Wynika to z nastepujacej nierownosci miedzy modutami

wypuklosci i monotoniczno$ci
(1.5) dx(e) <dmx(e) <e

dla kazdego € € [0,1] (patrz [24]).
Wrtasnosci dualne do $cistej i jednostajnej monotonicznosci zastaty scharakteryzo-

wane przez Wiestawa Kurca w pracy [33].

Definicja 1.12 ([33]).

Mowimy, Ze krata Banacha X jest porzqdkowo gltadka w punkcie x € S(X), jezeli
nie istnieje Zaden nietrywialny przedzial porzedkowy [g, f] C S(XL) taki, Ze f(z) =
g(x) = 1. Krate Banacha X nazywamy porzgdkowo gtadkq, jezeli jest ona porzedkowo
gtadka w kazdym punkcie x € S(X ).

W pracy [33] Wiestaw Kurc pokazal, ze jezeli krata Banacha X* jest porzadkowo
gtadka, to krata Banacha X jest $ci$le monotoniczna, oraz ze jezeli krata Banacha X*
jest Scisle monotoniczna, to krata Banacha X jest porzadkowo gladka.

Wiasnoscia silniejsza od porzadkowej gltadkodci jest jednostajna porzadkowa glad-
kos¢, ktora rowniez zostata zdefiniowana w pracy [33]. Mozna ja wprowadzié¢ przy

pomocy funkcji zwanej modutem porzadkowej gtadkosci, okreslonej wzorem

px (1) =sup{|lz V 1yl —1:2,y € S(X,)}

dla 7 > 0. Zauwazmy, ze px : [0,00) — [0, 00) jest funkcja wypukta i px(0) = 0, wiec

px (1)

iloraz réznicowy jest funkcja niemalejaca.

Definicja 1.13 ([33]).
Mowimy, ze krata Banacha X jest jednostajnie porzgdkowo gtadka, jezeli

lim px(7)
T—0+ T

=0.

Dla przestrzeni jednostajnie porzadkowo gtadkich Kurc wykazal w pracy [33] peina

dualnogé: krata Banacha X jest jednostajnie monotoniczna (jednostajnie porzadkowo
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gltadka) wtedy i tylko wtedy, gdy krata Banacha X* jest jednostajnie porzadkowo
gtadka (jednostajnie monotoniczna).

Przejdziemy teraz do zaprezentowania nowych wynikéw dotyczacych wtasnosci
geometrycznych krat Banacha. Cze$¢ z nich zostala zawarta w pracy [4]. Podamy
charakteryzacje porzadkowej gladkosci, ktora z kolei bedzie prowadzita do definicji
wtasnosci dualnych do dolnej i gornej lokalnej jednostajnej monotonicznosci. Podamy
rowniez przyktady, ktore pokaza, ze te dwie ostatnie wtasnosci sa nieporéwnywal-
ne. Zaczniemy od przypomnienia charakteryzacji porzadkowej gtadkosci podanej w
twierdzeniu 2 z pracy [33|. Zgodnie z nim krata Banacha X jest porzadkowo gladka
w punkcie z € S(X ) wtedy i tylko wtedy, gdy

i IVl =1 _
1m =
t—0+ t

0

dla kazdego y € S(X ).

1.3 Nowe wyniki

Podamy teraz nastepujaca, nowa charakteryzacje porzadkowej gtadkosci w punk-
cie, analogiczng do charakteryzacji Szmuliana gtadkosci normy w dowolnej przestrzeni

Banacha (zobacz na przyktad twierdzenie 1.4 w monografii [17]).

Twierdzenie 1.2 ([4]).
Krata Banacha X jest porzgdkowo gladka w punkcie x € S(X,) wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnych dwich ciggow funkcjonatow (f,), (9n) w B(X7) takich, ze 0 <
Gn < fu dla kazdego n € N oraz lim,, . gn(x) = 1, cigg (fn — gn) dg2y do 0 w topologi
stabej z gwiazdkg w X*.

Dowéd.

Zalozmy, ze krata Banacha X jest porzadkowo gladka w punkcie x € S(X,) i
ustalmy dowolny y € S(X ). Wtedy dla kazdego ¢ > 0 istnieje § > 0 taka, ze jesli
0<t<d,to

|z Vity|| — 1< te.
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Wezmy funkcjonaly f,, g, takie, jak w tresci twierdzenia. Poniewaz = < x V ty oraz

ty < x V ty, zas funkcjonaty g, i f,, — g, sa nieujemne, wiec

fa(z V ty) = gu(x) +t(fr — gn) (),

zatem

In(@) +t(frn —gn)(y) =1 < fulz Viy) =1 < ||z Viy| — 1 <te,

czyli
gn(@) = L+ t(fu — ga)ly) < te

dla 0 < t < J. Przechodzac w powyzszej nieréwnosci do granicy gornej z n — oo,
otrzymujmy

tlim Sup(fn - gn)(y) S te.

Stad
0 < liminf(f, — g,)(y) <limsup(f, — g.)(y) <e,

przy czym e > 0 bylo wybrane dowolnie, a wiec lim,, .o (f, — gn)(y) = 0, co wobec
dowolnosci y € S(X,) daje nam pierwsza z implikacji w twierdzeniu.

Aby wykaza¢ implikacje w druga strone, zal6zmy, ze krata Banacha X nie jest
porzadkowo gladka w x € S(X ). Wtedy istnieje malejacy ciag liczb dodatnich (t,)
zbiezny do 0 oraz ¢ > 01y € S(X) takie, ze mamy

o Vitnyl =1 > the
dla kazdego n € N. Wybierzmy funkcjonaly f, € S(X7%) w ten sposob, ze
ln
falzVity) = ||z Vi — P

Korzystajac ze wzoru (1.4), mozemy wybraé¢ funkcjonaly g, € B(X7) tak, ze g, < f,

oraz

tn

In(®) + 1 (fo — 90)(y) = fulz Viny) — o

Wtedy réwniez
2,
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Przechodzac w powyzszej nieréwnosci do granicy z n — oo, widzimy, ze lim,, ., g,(z) =

1. Ponadto mamy

2t,, 2t,,
9u(@) + talfa = 9)(®) = 1> 2V bl =1 = =2 > tye = =2
czyli
2t, 2t,,

Daje nam to nastepujaca nier6wnosé

2

<n—%mw>e—5,

ktora pokazuje, ze

hm lnf(fn - gn)(y) > £,

a wiec ciag (f, — gn) nie dazy do 0 w topologi stabej z gwiazdka w X*. Koiiczy to
dowdd twierdzenia.

O

Podamy teraz definicje jednostajnej porzadkowej gtadkosci w punkcie oraz jej cha-

rakteryzacje (analogiczna do charakteryzacji Szmuliana gltadkosci normy zawartej na

przyktad w twierdzeniu 1.4 w monografii [17]).

Definicja 1.14.
Mowimy, zZe krata Banacha X jest jednostajnie porzgdkowo gtadka w punkcie x €

S(X,), jezeli
vl -1
lwli—o |y

Krata X jest lokalnie jednostajnie porzadkowo gtadka, jesli X jest jednostajnie po-
rzqdkowo gtadka w kazdym punkcie x € S(X,).

Zauwazmy, ze warunek z definicji 1.14 jest rownowazny temu, ze
(1.6) tgr&i <yei}(l)€+) |z Vv ty|| — 1) = 0.
Twierdzenie 1.3 (|4]).
Krata Banacha X jest jednostagnie porzqdkowo gtadka w punkcie x € S(X,) wtedy i
tylko wtedy, gdy dla dowolnych dwich ciggow funkcjonatow (f,,), (gn) w B(X7) takich,
ze 0 < g, < f, dla kazdegon € N orazlim,, . g,(x) = 1 mamy lim,,_. || fn—gnl| = 0.
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Dowo6d powyzszego twierdzenia pomijamy, poniewaz jest on analogiczny jak dowod
twierdzenia 1.2. Korzystajac z twierdzenia 1.3, mozna uzyska¢ nastepujace twierdzenie

(jest to analogon wniosku 1.5 z monografii [17]).

Twierdzenie 1.4.

Krata Banacha X jest jednostajnie porzqdkowo gtadka w punkcie x € S(X ) wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdego € > 0 istnieje 0 > 0 taka, ze jezeli funkcjonaly f,g €
B(X7) spetniajg warunki: 0 < g < f oraz g(x) > 1106, to ||f —g| <e.

Dowéd.

Zatozmy, ze krata Banacha X nie jest jednostajnie porzadkowo gladka w punkcie
x € S(X;). Wtedy z twierdzenia 1.3 otrzymujemy ciagi (f,), (9n) w B(X7) takie, ze
0 < gn < fn dla kazdego n € N, lim,, ., g, (z) = 1 oraz inf,en || — gul| =€ > 0. Dla
kazdego 0 > 0 mozemy wybrac¢ ng takie, ze g,,(x) > 1 — 6. Pokazuje to, ze warunek
w powyzszej charakteryzacji nie jest spelniony.

Aby dowie$¢ implikacji w przeciwng strone, zal6zmy ze powyzszy warunek nie
jest spelniony. Wtedy istnieje ¢ > 0 taki, ze dla dowolnego n € N mozna znalez¢
funkcjonaly f,,g, € B(X}) spelniajace warunki: 0 < g, < fu, gn(x) > 1 — % i
| fr.— gnll = € dla kazdego n € N. Zatem lim,,_, ¢g,,(z) = 1 i normy || f,, — g, || nie daza
do 0, co pokazuje na mocy twierdzenia 1.3, ze kata Banacha X nie jest jednostajnie
porzadkowo gladka w punkcie x € S(X, ).

O

Wykazemy teraz zalezno$¢ miedzy jednostajna porzadkowa gltadkoscia, a gbérna
lokalna jednostajna monotonicznoscia analogiczng do twierdzenia Kurca o dualnosci

miedzy porzadkowa gladkoscia a Scistg monotonicznoscia.

Twierdzenie 1.5 (|4]).
Niech X bedzie kratq Banacha. Jezeli krata X* jest lokalnie jednostajnie porzedkowo

gtadka, to X jest gornie lokalnie jednostajnie monotoniczna.

Dowéd.
Zatozmy, ze krata X nie jest gornie lokalnie jednostajnie monotoniczna. Wtedy
istnieja: € > 0, punkt = € S(X,) oraz ciag (z,) w X, taki, ze lim, . ||z.|| = 1,

0<z<z,i|z,— x| > e dla dowolnego n € N.
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Wybierzmy funkcjonaly f,g, € S(X7), dla ktorych f(x) = 11 go(z, —2) > e.

Korzystajac ze wzoru (1.3), otrzymujemy

[l sup
gES(Xi

)HthgH > [anllllfV tgnll = (F V tgn)(@n)
> f(x) +tgn(z, —x) > 1+¢t

dla wszystkich n € N oraz ¢t > 0. Przechodzac do granicy przy n — oo, dostajemy

nieréwnos¢
sup ||fVtg|l > 1+ et,
geS(XY)
czyli
1
—| sup [IfVvigll-1) >e¢,
t \ges(xy)

ktora pokazuje, ze X™ nie jest lokalnie jednostajnie porzadkowo gltadka.
O
Zajmiemy sie teraz zdefiniowaniem wlasnosci dualnych do dolnej i gérnej lokalnej
jednostajnej monotonicznosci w punkcie. Wiemy, ze krata Banacha X jest porzadkowo
gtadka w punkcie x € S(X, ) wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje zaden nietrywialny
przedzial porzadkowy [g, f] C S(X7) taki, ze f(z) = g(z) = 1. Poniewaz diamlg, f] =
|f — gl|, wiec sugeruje to nastepujaca definicje.

Definicja 1.15.
Mowimy, ze krata Banacha X jest:

1. dolnie lokalnie porzqdkowo gtadka w punkcie x € S(X,) jezeli dla kazdego e > 0
i dla dowolnego f € S(X7) takiego, zZe f(x) = 1 istnieje & > 0 taka, Ze dla
kazdego funkcjonatu g € X* spetniajgcego warunki: f > g > 0 oraz g(xz) > 1—46
mamy diamlg, f] = ||f — g]| <e.

2. gornie lokalnie porzqdkowo gtadka w punkcie x € S(X) jezeli dla kazdego € > 0
i dla dowolnego f € S(X7) takiego, Ze f(x) = 1 istnieje 6 > 0 taka, Ze dla
kazdego funkcjonatu g € X* spetniajgcego warunki: f < g oraz ||g|| < 1+ 6
mamy diam[f, g| = [|g — f <e.
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Zauwazmy, ze obie powyzsze wtasnosci implikuja porzadkowa gltadkosé w punkcie
x € S(X;). Istotnie, jezeli krata Banacha X nie jest porzadkowo gladka w punkcie
r € S(X,), to istnieje nietrywialny przedzial porzadkowy [g, f] C S(X7) taki, ze
g(x) = f(x) = 1. Wtedy g(z) > 1 — ¢ dla kazdego ¢ € (0,1) oraz ||f — g|]| = > 0.
Zatem krata X nie jest dolnie lokalnie porzadkowo gtadka w punkcie x. Podobnie,
jezeli istnieje taki przedzial porzadkowy, jak powyzej, to rowniez ||f]] < 14 0 dla
kazdego 0 > 0 i analogicznie widzimy, ze krata X nie jest gérnie lokalnie porzadkowo
gladka.

Podobnie jak dla warunkow zwigzanych z monotonicznoscia, rowniez warunki zwia-

zane z porzadkowsa gtadkoScia mozna scharakteryzowaé przy pomocy ciagow.

Twierdzenie 1.6.
Krata Banacha X jest

1. dolnie lokalnie porzgdkowo gtadka w punkcie v € S(X ) wtedy i tylko wtedy, gdy

spetniony jest nastepujgcy warunek:

Dla dowolnego f € S(X7) takiego, ze f(x) =1 i dla dowolnego ciggu (gn) C X7
takiego, zZe 0 < ¢, < f dla kazdego n € N oraz lim, o go(x) = 1 mamy
lim,, oo [|f = gnll = 0.

2. gornie lokalnie porzgdkowo gtadka w punkcie x € S(X,) wtedy i tylko wtedy,
gdy spetniony jest nastepujgcy warunek:

Dla dowolnego f € S(X7) takiego, ze f(x) = 1 i dla dowolnego ciggu (g,) C
X7 takiego, ze 0 < f < gn dla kazdego n € N oraz lim,_. ||gn|| = 1 mamy
lim,, . ||lg. — f|| = 0.

Dowédd.

1. Zalozmy, ze krata Banacha X nie jest dolnie lokalnie porzadkowo gladka w
punkcie x € S(X;). Wtedy istnieje € > 0 i funkcjonal f € S(X7) taki, ze f(z) =1
oraz dla kazdego n € N mozna znalezé¢ funkcjonal g, € X* spelniajacy warunki:
f> 09,20, go(x) >1— 2 oraz ||f — g,|| > ¢ > 0 dla kazdego n € N. Poniewaz
lim, . gn(z) = 1, wiec otrzymujemy sprzeczno$¢ z warunkiem sformutowanym w

punkcie 1.
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Na odwrot, zatozmy, Ze istnieja funkcjonaly f € S(X7) oraz g, € XI, n € N takie,
ze f(z) =1,0 < g, < f dlakazdegon € N, lim,,_, gn(x) = 1 i ciag norm || f — g, || nie
dazy do zera. Przechodzac do podciagu mozemy zalozy¢, ze inf,ey || f — gu|| =€ > 0.
Poniewaz dla dowolnego 6 > 0 mozemy wybra¢ n € N tak, ze g,(z) > 1 — §, wiec
krata X nie jest dolnie lokalnie porzadkowo gtadka w punkcie x.

2. Zalozmy, ze krata Banacha X nie jest gornie lokalnie porzadkowo gtadka w
punkcie z € S(X;). Wtedy istnieje ¢ > 011 f € S(X7) taki, ze f(z) = 1 oraz dla
kazdego n € N mozna znalezé¢ funkcjonal g, € X* spehliajacy warunki: f < g,,
lgnll < 14 2 oraz [lg, — f|| > e. Poniewaz lim,_. [|g.|| = 1, wiec otrzymujemy
sprzeczno$¢ z warunkiem sformutowanym w punkcie 2.

Na odwrot, zalozmy, ze istnieja fumkcjonaty f € S(X7) oraz g, € X7, n € N takie,
ze f(r) =1,0 < f < g, dla kazdego n € N, lim,,_, ||gn|]| = 1 oraz normy /g, — f]|
nie daza do 0. Przechodzac do podciggu mozemy zalozy¢, ze inf, ey ||, — f|| =€ > 0.
Poniewaz dla dowolnego 6 > 0 mozemy wybra¢ n € N tak, ze ||g,|| < 1+, wiec krata
Banacha X nie jest gornie lokalnie porzadkowo gtadka w punkcie x.

O

Korzystajac z powyzszych charakteryzacji i twierdzenia 1.3 mozemy dowies¢, ze
jednostajna porzadkowa gtadkosé w punkcie x € S(X, ) implikuje zaréwno dolna jak
i gorng lokalng porzadkowa gltadko$¢ w punkcie z € S(X,). Istotnie, jezeli f, g, sa
takie, jak w twierdzeniu 1.6, punkt 1, to ktadac f,, = f i korzystajac z twierdzenia 1.3
widzimy, ze lim, . ||f — gn|| = 0, co pokazuje, ze jednostajna porzadkowa gtadkosé
implikuje dolng lokalna porzadkowa gtadko$é¢ w punkcie z. Analogicznie, jezeli f, g, sa
takie, jak w twierdzeniu 1.6, punkt 2, to na mocy twierdzenia 1.3 mamy lim,, ... ||g, —
fll = 0, co pokazuje, ze jednostajna porzadkowa gladkos¢ implikuje gorng lokalna
porzadkowa gtadko$¢ w punkcie x.

Definicja 1.16.

Mowimy, ze krata Banacha X jest:

1. dolnie lokalnie porzqdkowo gtadka, jezeli jest ona dolnie lokalnie porzgdkowo

gtadka w kazdym punkcie x € S(X,),

2. gornie lokalnie porzgdkowo gladka, jezeli jest ona gornie lokalnie porzgdkowo
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gtadka w kazdym punkcie x € S(X ).

Wykazemy teraz rezultat, ktory jest odpowiednikiem twierdzenia Kurca z pracy

[33] o dualnosci miedzy $cista monotonicznoseia i porzadkows gladkoscia.

Twierdzenie 1.7.
Niech X bedzie kratg Banacha.

1. Jezeli krata X™ jest dolmie lokalnie jednostajnie monotoniczna, to krata X jest

dolnie lokalnie porzgdkowo gtadka.

2. Jezeli krata X™ jest gornie lokalnie jednostajnie monotoniczna, to krata X jest

gornie lokalnie porzqadkowo gladka.

3. Jezeli krata X* jest gornie lokalnie porzqdkowo gtadka, to krata X jest gornie

lokalnie jednostajnie monotoniczna.

Dowéd.

1. Zaltézmy, ze krata X* jest dolnie lokalnie jednostajnie monotoniczna. Jezeli
x € S(X,) i funkcjonaly f, g, € X* spehiaja warunki: ||f]| = f(z) =1,0< g, < f
dla kazdego n € N oraz lim, .o g,(x) = 1, to lim, . ||g.]| = 1. Zatem z dolnej
lokalnej jednostajnej monotonicznosci kraty X* wynika, ze lim,, . || f — gu|| = 0, co
wobec twierdzenia 1.6 dowodzi, ze krata X jest dolnie lokalnie porzadkowo gtadka.

2. Zatozmy, ze krata X* jest gornie lokalnie jednostajnie monotoniczna. Jezeli
x € S(X,) i funkcjonaly f, g, € X* speliaja warunki: ||f]| = f(z) =1,0< f < g,
dla kazdego n € N oraz lim,,_. ||gs|| = 1, to z gérnej lokalnej jednostajnej monoto-
nicznosci kraty X* wynika, ze lim,,_ ||g, — f|| = 0, co wobec twierdzenia 1.6 dowodzi,
ze krata X jest gornie lokalnie porzadkowo gtadka.

3. Zalozmy, ze krata Banacha X™* jest gornie lokalnie porzadkowo gtadka. Niech
x € S(Xy) i (z,) bedzie ciagiem w X takim, ze z < xz, dla kazdego n € N oraz
lim,, oo ||2n|| = 1. Istnieje funkcjonal f € S(X7) taki, ze f(x) = 1. Traktujac po-
wyzsze wektory x, z, jako funkcjonaly na X* i stosujac twierdzenie 1.6 dla kraty X*,
stwierdzamy, ze lim, . ||z, — z|| = 0, co dowodzi, ze krata X jest gornie lokalnie

jednostajnie monotoniczna.
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O

Nie wiadomo, czy ogolnie dolna lokalna porzadkowa gtadko$é¢ X* implikuje dolng
lokalng jednostajna monotoniczno$é¢ kraty X. Oczywiscie dolna lokalna porzadkowa
gltadkos¢ X* implikuje porzadkowa gtadkos¢ X*, wiec z twierdzenia Kurca [33], krata
X jest wtedy §cisle monotoniczna. Istnieje rodzina krat Banacha, dla ktorych dolna
lokalna jednostajna monotonicznos¢ jest rownowazna $cistej monotonicznosci. Jest tak
w przypadku, gdy dla kazdego = € S(X, ) przedzial porzadkowy [0, x] jest zbiorem
zwartym. Rzeczywiscie, wtedy dla danego = € S(X ) oraz ciagu (z,,) w X takiego, ze
0 < z, < z dla kazdego n € N i lim,, ., ||z,| = 1, przechodzac do podciagu, mozemy
zatozy¢, ze istnieje granica y = lim,, . =, € [0, z]. Mamy ||y|| = 1 = ||z]|, co, wobec
Scistej monotonicznodci kraty X jest niemozliwe, jesli x # y. Stad y = x, co pokazuje
to, ze krata X jest dolnie lokalnie jednostajnie monotoniczna. Zatem przy naszym
zalozeniu Scista monotonicznosé implikuje dolng lokalng jednostajng monotonicznosé,
a implikacja przeciwna jest og6lnie prawdziwa.

Rodzing krat Banacha, dla ktorych przedzialy porzadkowe [0, 2| sa zbiorami zwar-
tymi sg przestrzenie Banacha z bazami bezwarunkowymi ze stata bezwarunkows row-
na jeden. Przestrzen taka z porzadkiem po wspotrzednych jest krata Banacha (patrz
np. [39, str. 2|). W kazdej przestrzeni Banacha X 7 baza bezwarunkowa (e, ), dla
danego zbioru niepustego A C N mozna zdefiniowa¢ rzut
(1.7) Sa(x) =7 ae,

i€A
gdzie © = Y20, aye;. W szezegolnosci biorac Ay, = {1,2,. .., k} otrzymujemy skoncze-
nie wymiarowy operator P, = Sy, , za$ przyjmujac By = {i € N : i > k} otrzymujemy
rzut Ry, = Sp,. Jesli (e,) jest baza bezwarunkows ze stata bezwarunkowa réwna jeden,
to rzuty S, maja normy réwne jeden.

Zalozmy, ze X jest krata Banacha z baza bezwarunkows (e, ) ze staly bezwarunko-
wa réwng jeden. Niech z € X, iz, € [0, ] dla kazdego n € N. Istnieje podciag (z,, )
zbiezny po wspolrzednych, przy czym granica ; ciagu i-tych wspotrzednych wektoréw
Zn, nie przekracza i-tej wspolrzednej wektora z. Stad istnieje y = >°72, Bie; i y < .
Wektor y jest granica ciagu (z,, ). Istotnie, dla dowolnego € > 0 istnieje m € N takie,

ze |[Ry(z)|| < 5. Ponadto poniewaz (x,,) jest zbiezny po wspotrzednych do y, wiec
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istnieje | € N takie, ze || Py (2, —y)|| < § dla wszystkich & > [. Stad

9
=yl < NP(@ne = 9+ [ B (20, = 9| < 5 4 1 Bon (@) + 1R (9)]

<5 +2|Bn(z)] <e

Wl M

jesli k > 1.

Twierdzenie 1.8 (|4]).
Niech X bedzie refleksywnq przestrzeniq Banacha z bazq bezwarunkowq (e,), ktdrej
stata bezwarunkowa jest rowna jeden. Wowczas X jest gornie lokalnie jednostajnie

monotoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy krata X* jest lokalnie jednostajnie porzgdkowo
gtadka.

Dowéd.

Wobec twierdzenia 1.5 wystarczy wykazaé, ze jesli X jest gornie lokalnie jednostaj-
nie monotoniczna, to X* jest lokalnie jednostajnie porzadkowo gtadka. Zal6zmy wiec,
ze X* nie jest lokalnie jednostajnie porzadkowo gtadka w pewnym punkcie f € S(X7).
Wrtedy istnieje € € (0,1) takie, ze

sup

1
] Fv gH s =
geS(X1) n n

dla kazdego n € N i mozemy wybra¢ funkcjonal g, € S(X7) taki, ze || fV2g,| > 1+=.
Nastepnie znajdujemy z,, € S(X,), dla ktorego (fV 2g,)(z,) > 1+ £. Ze wzoru (1.3)
wynika, ze istnieje y, € X taki, ze 0 <y, <z, i

1 €
n —Yn n - Yn 1 -
Fyn) + —gultn —yn) > 1+
Stad
(1'8) Hmn - ynH > gn<xn - yn) > g,
1—c¢
(1.9) fyn) > s, :=1— "

dla kazdego n € N.
Przestrzen X jest refleksywna, wiec kazdy ciag ograniczony w X ma podcigg stabo

zbiezny. Przechodzac do podciagow mozemy zatem zalozy¢, ze ciag (z,) jest stabo
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zbiezny do pewnego x € X i ciag (y,) jest stabo zbiezny do pewnego y € X. Staba
zbieznosé¢ w X implikuje zbieznos¢ po wspoétrzednych, wiec 0 < y < x.

Mamy ||z|| < liminf, . ||z,| = 1. Podobnie

[yl < Hminf [|y,|| < limsup [jy,|| <1,

n—oo

a ponadto z (1.9) wynika, ze
lyl = f(y) = lim f(y,) > lim s, = 1.

Stad |ly]] = lim,—oo [|[Ynl| = 1 = ||z||. Jezeli z # y, to X nie jest $ci$le monotoniczna,
a zatem nie jest tez gornie lokalnie jednostajnie monotoniczna, co konczy dowod.

Rozwazmy zatem przypadek, gdy = = y. Korzystajac z (1.8) dostajemy
e <|lon — ynll < llwn — 2| + [Jyn — 2]l < 2max{||lz, — 2], [lyn — 2|/}

dla kazdego n € N. Istnieje wiec ciag (z,), ktory jest podciagiem (x,,) albo podciagiem
(yn), dla ktorego zachodzi nierownosé
€

(1.10) .

<20 — 2|

dla kazdego n € N. Mamy lim, . ||2,]] = 1 = ||z| i clag (2,) jest stabo zbiezny
do z. Zatem (z, — x) jest stabo zbiezny do 0 i mozemy wybra¢ rosnacy ciag liczb
naturalnych (ny) i ciag (Ay) podzbioréw zbioru liczb naturalnych taki, ze |[Sa, x| < 1
oraz ||zn, —x — Sa, (2, — )| < ¢ dla kazdego k € N, gdzie rzuty Sa, sa okreslone
wzorem (1.7).

Przyjmujemy By, = {i € Ay : 2, (1) < x(9)}, A, = A\ Br i v = 2+ Sar (2n, — ).
Wtedy x < v, oraz

1
||an - Uk” < HSAk<an - l’) - SA;(ZTLIC - .I)“ + E

1
< HSAkznk - SA;CanH + HSAkx - SAfcm” + %

(1.11) 1
1 3
< 2lSpal 4+ <4
Stad
3
2 | = lowllT < e, — il < o,



29

co prowadzi do réwnosci limg o ||vg]| = limg—oo |20, || = 1 = ||z]|. Ponadto, korzysta-
jac z (1.10) i (1.11) otrzymujemy

€

5 < llzn, — 2l <floe — [ +

%7

wiec liminfy_ || — z|| = 5. Pokazuje to, ze krata X nie jest gornie lokalnie jedno-

5
stajnie monotoniczna.
OJ

Na koniec tego podrozdziatu zajmiemy sie problemem niezaleznosci dolnej i gérnej
lokalnej jednostajnej monotonicznosci. W pracy [30] wykazano twierdzenie, z ktorego
wynika, ze dolna lokalna jednostajna monotonicznosé nie implikuje gornej lokalnej
jednostajnej monotonicznosci. Ponizej prezentujemy prosta konstrukcje pozwalajaca
uzyskaé kraty Banacha, ktore sa dolnie, ale nie goérnie lokalnie jednostajnie monoto-
niczne.

Konstrukcja nasza ma zastosowanie do ciagowych przestrzeni Kothego, wiec przy-
pominamy definicje takiej przestrzeni. Niech [ oznacza przestrzen liniowa wszyst-
kich ciagow liczb rzeczywistych x = (x(n)). Ciagowa przestrzenia Kéthego nazywamy
przestrzett Banacha (E, || - |g) taka, ze E jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni [° i

spetnione sg nastepujace warunki:
1. jezeliz € E,y € 1°1|y(n)| < |z(n)| dla kazdegon € N, toy € E'illylls < ||z|E,
2. istnieje ciag x = (z(n)) € F taki, ze x(n) > 0 dla kazdego n € N.

Z warunku 1 wynika w szczegolnosci, ze jezeli z € E, to |z| € E, a wiec jesli
x,y € E, to |z| + |y| € E iz nierownosci |z(n) V y(n)| < |z(n)| + |y(n)| dla kazdego
n € N wynika, ze x Vy € E. Zatem E rozwazana ze standardowym porzadkiem jest
kratg Banacha.

Ciagowa przestrzen Kothego E jest porzadkowo ciagta, gdy dla dowolnego ciagu
(xn) w E takiego, ze (x,) dazy do 0 po wspoélrzednych oraz 0 < z,, < |z| dla pewnego
x € FE i wszystkich n € N| ciag (x,) dazy do 0 w normie. W pracy [25] wykazano, ze
ciggowa przestrzen Kéthego E jest dolnie lokalnie jednostajnie monotonicznais wtedy

i tylko wtedy, gdy E jest $cisle monotoniczna i porzadkowo ciagta.
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Twierdzenie 1.9 ([4]).

Dla kazdej ciggowej przestrzeni Kéthego E istnieje norma réwnowazna || - || taka, zZe
krata (E.|| - ||1) nie jest gornie lokalnie jednostajnie monotoniczna.
Dowéd.

Niech e, oznacza funkcje charakterystyczna zbioru {n}, gdzie n € N. Z definicji
ciggowej przestrzeni Kéthego wynika, ze e, € E. Ustalmy o« > 1. Dla z = (z(n)) € E

przyjmujemy N
[zllo = elz()]lea][ + ;2 21,6190(’6)\“61@\\15
i
(1.12) [ z]ly = max {[|]| g, [|=[lo} -
Mamy
lelle < el < (a+ 3 ) lelle
wiec norma || - ||; jest rownowazna wyjsciowej normie || ||g. Aby wykazac, ze (E, || -|1)

nie jest gornie lokalnie jednostajnie monotoniczna, rozwazmy wektory

1 a—1
allells allen|s
Mamy |zlly = 11 [lya]1 > 2*. Ponadto,
1 a-1
2+ ynlle < llzlle + lynlle = = + —1
a a
oraz
o4yl =14+ 5
x n =
Ynllo 2nqy
Stad
o+ gall =14+ 2
X n = ,
Ynll1 gy
wiec lim, . ||* + yu|l1 = 1. Pokazuje to, ze krata (E, || - ||;) nie jest gornie lokalnie
jednostajnie monotoniczna.
O
Jezeli (E,|| - ||g) jest dolnie lokalnie jednostajnie monotoniczna, to (E,| - ||g)

jest Scisle monotoniczna i porzadkowo ciggta. Wlasnosci te przenosza si¢ na krate
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(E, |- 1]1), wiec w tym przypadku jest ona dolnie, ale nie gornie lokalnie jednostajnie
monotoniczna. Konstrukcja ta ma zastosowanie na przyktad dla krat [, przy 1 <p <
00.

Pytanie o to, czy goérna lokalna jednostajna monotonicznos$¢ implikuje dolna lo-
kalng jednostajna monotonicznosé, byto problemem otwartym postawionym w pracy
|24]. Nasz nastepny przyklad pokazuje, ze dolna i gorna lokalna jednostajna monoto-

nicznos¢ sa wlasno$ciami nieporéwnywalnymi.

Przyklad 1.1 ([4]).
Rozpatrzmy klasyczng przestrzei ¢ wszystkich ciagéw zbieznych i niech || - ||« bedzie
jej standardows norma. Dla ciaggu = = (z(n)) € c i rosngcego ciagu n = (ng) liczb
naturalnych przyjmujemy .

s(a,7) = 3 gl
Nastepnie kladziemy s(x) = sup s(x,n), gdzie supremum jest wziete po wszystkich
rosnacych ciagach n = (ng) i oznaczamy

1
7

Wzor
2]l = s1(2) + s(2),
gdzie x € ¢ definiuje norme w c¢. Dla dowolnego k£ € N, biorac ciag n = (k,k +
1,k+2,...) widzimy, ze s(x) > L|z(k)|. Stad |z]| > 3| z|/s. Ponadto s(z) < ||z i
s1(2) < [|2]loe, Wige

1
a o] 2 0o
Sl < flzfl < 22|

dla wszystkich = € c. Norma || - || jest wiec rownowazna standardowej normie || -« ||,
przy czym (c,| - ||) jest krata Banacha.

Krata (c, || - ||) nie jest dolnie lokalnie jednostajnie monotoniczna. Aby to wykazac
wystarczy rozwazy¢ wektory u = %(1, 1,...), gdzie wszystkie wyrazy ciagu sg rowne 1
iv, = %(0, ...,0,1,1,...), gdzie n poczatkowych wyrazow jest rownych 0, a pozostale

wyrazy sa rowne 1. Mamy u > v, > 0, [lul| =1, |[v,]] > 3302, 55 = 3 1

"1

o —vall = - o
k=1
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dazy do 1 przy n — oo. To pokazuje, ze (c,|| - ||) nie jest dolnie lokalnie jednostajnie
monotoniczna.
Wykazemy teraz, ze krata (c, || - ||) jest gornie lokalnie jednostajnie monotoniczna.

Rozwazmy w tym celu dowolne nieujemne wektory x = (z(n)), y = (y(n)) w ¢, dla
ktorych [|z]| = 11 |ly|]] > € > 0. Niech £ = lim,,_,o z(n). Dla dostatecznie duzych
n € N zachodza nieréwnosci:

(1.13) z(n) > £ — 1% > x(n) — S

i wybieramy najmniejsza liczbe | € N taka, ze nieréwnosdci (1.13) sa spetnione dla
kazdego n > [. Istnieje ciag rosnacy n = (ny) taki, ze

_ €
(1.14) s(x,n) > s(x) — PR

Poniewaz ||y > 3|yl > §, wiec istnieje j € N, dla ktérego y(j) > §. Rozwazmy
dwa przypadki.

. j < 1. W tym przypadku korzystajac z (1.14), otrzymujemy

_ r . 3
o+l > s1(a+) + s(m) > si(a) + gym +5(2) = 5
1
= ||x” + @y(]) 2l+4 > 1 + 2[+4

II. j > 1. W tym przypadku zastepujemy ciag n przez ciag m = (my) zawierajacy
J. W tym celu oznaczamy A = {k : ny <}, B ={k:ny > [} i kladziemy p = min B.
Jesli A =10, to p=11przyjmujemy m; = j, m; = j+i— 1dlai > 2. Jesli A # 0,
to np < | < j dla kazdego k € A i ciag (my) definiujemy nastepujaco: my = ny,
gdy k € A, my, = jimyy = j+14, gdy i > 1. Korzystajac z nieréwnosci (1.13),

otrzymujemy
_ 1 1 1
s+ y.m) > Y el + o (elmy) +y(my) + Y oca(m)
keA k=p+1
1 1 € > 1 €
P o - ) — — =\ §——=
2 )+ 5 (“ym 16) i ,Z 25 (5 16)
1 1 €
> 2 prlm) + 5, <("p)+y _>+Z 2k< z(m) 8)
keA k=p+1
~ €
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gdzie w przypadku, gdy A = (), suma po zbiorze A jest réwna 0.
Jeslip>1,top—1<ny,_; <, czyli p <l + 1. Nier6wnos¢ ta zachodzi takze w
przypadku, gdy p = 1. Korzystajac z tej nieréwnosci otrzymujemy

€

s(x+y,m) > s(x,n) + SRR

co w potaczeniu z (1.14) daje oszacowanie

_ _ 15
lz+yll > s1(x+y) + (@ +y,m) > s1(2) + s(2,7) + 55
£ € £
> s1(2) +5(2) — g o = 1 g

Zatem w obu przypadkach: I i II mamy ||z + y|| > 1 + 55, gdzie [ zalezy jedynie od

x i e. To pokazuje, ze krata (c, || - ||) jest gornie lokalnie jednostajnie monotoniczna.



Rozdzial 2

Sumy proste przestrzeni Banacha 1

ogolna dyskretna metoda interpolacji

2.1 Podstawowe definicje 1 znane wtasnoS$ci

W rozdziale tym skupimy sie na podaniu og6lnych poje¢ zwigzanych z teorig in-
terpolacji i definicji ogolnej dyskretnej metody interpolacji. Zanim jednak to zrobimy,
podamy najpierw definicje sumy prostej przestrzeni Banacha. Definicja ta bedzie dla
nas istotna, poniewaz jedng z metod dowodzenia stabilnosci wltasnosci geometrycz-
nych przy rzeczywistej oraz ogélnej dyskretnej metodzie interpolacji jest udowodnie-
nie najpierw analogicznego twierdzenia dla sum prostych, a potem — zastosowanie go
do uzyskania wyniku dotyczacego przestrzeni interpolacyjnych.

Definicje sumy prostej przestrzeni Banacha mozna znalez¢ na przyktad w monogra-
fii [15]. Niech I bedzie pewnym zbiorem, ktory bedziemy nazywali zbiorem indeksow.
Przez Map(I,R) oznaczamy przestrzen wektorowa wszystkich funkeji f : [ — R.
Przestrzenia bazowa nazywamy przestrzeni Banacha (E, || - ||g) taka, ze E jest pod-

przestrzenia liniowa przestrzeni Map(/,R) spelniajaca nastepujace warunki:

1. dla dowolnych f,g € Map(I,R), jezeli f € E oraz |g(i)| < |f(i)| dla kazdego
icltogeEilglle <Ifle

2. przestrzen E zawiera wszystkie funkcje o skoriczonych nosnikach,

34
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3. funkcje charakterystyczne zbioréw jednoelementowych maja normy réwne jeden.

W szczegolnym przypadku, gdy I = N przestrzen bazowa jest ciagowa przestrzenia
Ko6thego. Rzeczywiscie, niech e, bedzie funkcja charakterystyczna zbioru {n}, gdzie
n € N. Wtedy f = 322, s-e, jest elementem przestrzeni E takim, ze f(n) > 0
dla kazdego n € N, czyli spelniony jest warunek 2 z definicji ciagowej przestrzeni
Kothego. Analogicznie jak dla ciagowych przestrzeni Koéthego, dowolna przestrzen
bazowa rozpatrywana ze standardowym porzadkiem jest kratag Banacha.

Jezeli przestrzen bazowa E nie zawiera podprzestrzeni izomorficznej z ¢y, to jej
elementy maja co najwyzej przeliczalne noéniki i mogg by¢ przyblizane elementami
o skonczonych nosnikach. Rzeczywiscie, aby wykazaé, ze dowolna niezerowa funkcja
f € E ma co najwyzej przeliczalny no$nik, wystarczy wiedzie¢, ze dla dowolnego k € N
zbior A = {i € I :|f(i)] > £} jest co najwyzej skoriczony. Gdyby tak nie bylo, to
dla pewnego k € N istnialby ciag nieskoniczony indeksow (i) taki, ze |f(i,)] > 7 dla
kazdego n € N. Niech e, bedzie funkcja charakterystyczna zbioru {n} i g, = |f(in)|ei, -

Dla dowolnych liczb rzeczywistych aq, ..., a,, mamy
Z Andn = Z ’an‘gn > Z ‘an‘%ein > %laj’
n=1 E n=1 E n=1 E
dla j =1,... m. Stad
Ui 1
> angs|| > - max{|ai],.... |}
n=1 E k
Ponadto,
Zangn <max{|a1|,...,\aml} Zgn <Inax{|o“1|7"'7|O‘m|}‘|f”E7
n=1 E n=1 E

co pokazuje, ze wektory g, rozpinaja w F podprzestrzen izomorficzna z c¢y. Zatem przy
zalozeniu, ze E nie zawiera podprzestrzeni izomorficznej z ¢y, kazda funkcja f € F
ma co najwyzej przeliczalny nosnik supp f.

Ponadto przy takim zalozeniu funkcje f € FE o nieskonczonym no$niku moz-
na przyblizy¢ funkcjami o skoniczonych nosnikach. Rzeczywiscie, ustawmy elementy
supp f w ciag (in). Wtedy szereg >0, f(in)e;, jest zbiezny w E. Gdyby bowiem tak
nie bylo, to istniatoby € > 0 i cigg sum czesciowych postaci

gk = Z f(Zn)ezna

neAyg
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gdzie A1, Ao, ... sg parami roztacznymi, skonczonymi podzbiorami N taki, ze ||gx|| g >

¢ dla kazdego k € N. Podobnie, jak powyzej stwierdzamy, ze

m
emax{|onl, ..., |aml} <|D_ argr| <max{|ay,...,|am|}fllE
k=1

E
dla dowolnych liczb rzeczywistych ay, ..., a,,, co przeczy naszemu zalozeniu, ze E nie
zawiera podprzestrzeni izomorficznej z ¢y. Przyktadami przestrzeni bazowych spetnia-
jacych nasze zalozenie sa przestrzenie postaci [,(1), gdzie 1 < p < oo.

Dla danej przestrzeni bazowej E i rodziny przestrzeni Banacha {X; : ¢ € [}, sume
prosta (3 ;e; Xi)p tych przestrzeni definiujemy jako zbior tych wszystkich elementow
x = {x(i)} € [Tie; X iloczynu kartezjanskiego tych przestrzeni takich, ze |z] € E,
gdzie |x] € Map(I,R) jest funkcja dang wzorem |x](i) = ||z(¢)| x,. Norma w sumie

prostej Y = (3 ;c; Xi) jest zadana za pomocg wzoru

lelly = [z Tllz

1Y z ta norma jest przestrzenia Banacha.

Przypomnimy teraz podstawowe pojecia zwigzane z teorig przestrzeni interpo-
lacyjnych. Fakty dotyczace przestrzeni interpolacyjnych, ktore przytoczymy ponizej,
mozna znalez¢ na przyktad w monografii [6], gdzie rozpatrywany jest przypadek dwoch
przestrzeni Banacha.

Dla n € N oznaczamy Z, = {0,1,...,n}. Mowimy, ze przestrzenie Banacha
Xo, X1, ..., X, sa porownywalne, jezeli kazda z nich mozna wlozy¢ w sposob liniowy
i ciagly w te samg przestrzen liniowo-topologiczna V. Dla prostoty oznaczen piszemy
po prostu X; C V. Wtedy mozemy rozpatrywa¢ sume tych przestrzeni ) 7 ; X, oraz
ich cze$¢ wspodlna N, X;. Przestrzenie te wyposazone w normy

n n
(2.1) Hx”ELOXi = inf {% il x, : = ;:Ei, ;€ X;, 1 € In} :

HxHﬂ?:()Xi =max {||z||x, : i € Z,}

sg przestrzeniami Banacha. Oczywiscie dla dowolnego j € Z,, i « € X, zachodzi

nieré6wnosé

(2.2) lellx, > llzllsn ..
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co oznacza, ze przestrzen X; jest w sposob liniowy i ciagly wlozona w >0 o X; i

wyjsciowa przestrzen V' mozemy zastapi¢ przez sume Y. , X;. Ponadto

el x, = llzllx,

dla wszystkich x € N, X, czyli Ny X; jest w sposob liniowy i ciagly wlozona w
X;. Przy naszych oznaczeniach
NX:iCcX;C) X
i=0 i=0
Podamy teraz definicje przestrzeni posredniej oraz przestrzeni interpolacyjnej (zo-

bacz 6], gdzie rozwazany jest przypadek dwoch przestrzeni).

Definicja 2.1.
Niech (Xo, X1,...,X,) bedzie ciggiem pordwnywalnych przestrzeni Banacha. Prze-
strzen Banacha X nazywamy przestrzeniq posrednig miedzy przestrzeniami Xo, Xy, . . .,
X, jezeli . .

NXicXc) X,

i=0 i=0

Zalozmy, ze dany jest operator liniowy 7' : > (X, — >, X;. Mowimy, ze
operator ten dziala w sposéb ciagly na poréwnywalnych przestrzeniach Banacha
Xo, X1,..., Xy, jezeli T(X;) C X; dla kazdego i € Z, oraz operator T zawezo-
ny do kazdej z przestrzeni X; jest na niej ograniczony. W tym przypadku piszemy

TZ(XQ,Xl,...7Xn) — (X(),Xl,...,Xn).

Definicja 2.2.

Niech (Xo, X1, ..., X,) bedzie ciggiem pordwnywalnych przestrzeniach Banacha. Mo-
wimy, ze przestrzen posrednia X miedzy przestrzeniami Xo, X1, ..., X, jest przestrze-
niq interpolacyjna, jezeli kazdy operator liniowy T': (Xo, X1, ..., X,) — (Xo, X1,..., X,)
dziatajgcy w sposob ciqgly na przestrzeniach Xo, X1, ..., X,, po zawezeniu do X jest

operatorem cigglym T : X — X.

Istnieje wiele metod konstruowania przestrzeni interpolacyjnych. Jedna z nich jest
ogo6lna dyskretna metoda interpolacji, ktora ma zastosowanie do dwoch przestrzeni.
Definicje tej metody interpolacji mozna znalez¢ na przyktad w monografii [39]. Wyko-

rzystuje sie w niej przestrzenie Banacha z bazami bezwarunkowymi. W dalszym ciagu
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tego rozdzialu bedziemy zaktadac, ze E jest przestrzenig Banacha ze znormalizowana
baza bezwarunkowa (e,).cz taka, ze jej stala bezwarunkowa jest rowna jeden oraz

istnieje stata M > 0 taka, ze

o
Z a;€;

1=—00

<M
E

o
Z QiCitk

1=—00

(2.3)

)
E

dla kazdego k € Z i kazdego ciagu skalarow (a;), dla ktorego szereg po prawej stronie
nieréwnosci jest zbiezny.

Niech (Xo, X1) bedzie para porownywalnych przestrzeni Banacha, p € [1,00), 0 €
(0,1) oraz i € Z. Dla z € X, + X;. oznaczmy

3=

koo (2.1) = int{ (2 laoll” + 2071 |7) s 0 = o + 2,

(2.4)
X € XU, T € Xl}

Wtedy k,p(-,7) jest norma w sumie przestrzeni X, + X; rownowazna standardowej

normie (2.1).

Definicja 2.3.
Przestrzeri interpolacyjna K, (X, E) otrzymana za pomocq ogolnej dyskretnej metody
interpolacji jest przestrzeniq tych x € Xo + Xi, dla ktorych szereg > ey kpo (v,17) €

jest zbiezny w E. Norma w tej przestrzeni jest zadana za pomocg wzoru

Zk o(x,0)e;

1€Z

HxHKp,Q(XvE) =

E
Uwaga 2.1.

Definicja podana powyzej jest szczegolnym przypadkiem definicji w monografii [39].
Podalismy ja jednak w tej formie, poniewaz w tym szczeg6lnym przypadku mozliwe
jest udowodnienie lematu 2.1, ktéry bedzie kluczowy w naszych rozwazaniach. Jest to

niewielka modyfikacja stwierdzenia 2.4 z pracy [43].

Lemat 2.1.
Niech E bedzie przestrzenig Banacha ze znormalizowang bazq bezwarunkowq (e,)nez,
ktorej stata bezwarunkowa wynosi jeden i dla ktdrej spetniony jest warunek (2.3) ze

statg M > 0. Zatdzmy, ze (Xo, X1) jest parg pordwnywalnych przestrzeni Banacha,
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p € [1,00), 0 € (0,1). Jezeli wektor v € K,o(X,E) ma rozktad v = xo(i) + x1(3),
gdzie xp(i) € Xi, k=0,1,71 € Z, to

1- 0

C 1> 2%(|o (i) || xo

€L

)

E

22(9 R ENGIFRS

€L

(25) ||"E”Kp,e(XE X

E
gdzie C = (1 +279)M.

Whiosek 2.2.
W szezegdlnosci dla danych dwéch wektorow v,y € K,o(X, E) i ich rozktaddw x =
( ) +$1( ) Yy = yO( ) +y1(l>7 gdZZ@ xk(l)7yk(z) € Xk7 k= 0,1,7 ¢ Z mamy

1-0 0
o =yl < € [ Lol = wo@lxees| [ 20V er(d) = 1D
icz 5 |liez E
1-0 o
C 1> 2%wo(2) — yo(d)|| xo € ( > 2|z (D) xef| + D020 (@)l x, e )
i€z E \I[€Z RIS E

2.2 Nowe wyniki

W tym podrozdziale przedstawimy nowe wyniki otrzymane dla ogolnej dyskretne]
metody interpolacji. Dowody twierdzen z tego podrozdziahu, ktore dotycza stabilnosci
wlasnosci geometrycznych przy ogdlnej dyskretnej metodzie interpolacji, sa wzorowa-
ne na dowodzie twierdzenia dotyczacego stabilnosci jednostajnej wypuktosci przy tej
metodzie, zawartego w pracy [44].

Zaczniemy od og6lnych rozwazan, ktore wykorzystamy w dowodach twierdzen. Dla
dowolnego v > 0 i & € Xy + X; oraz i € Z istnieje rozkltad © = xo(i) + x1(4), gdzie
xp(i) € Xi, k= 0,1 taki, ze

. . 1
pa (2.1) < (270 )P + 207721 (0) 7)< ko () + 57

Jesli x € K,9(X, F), to wobec monotonicznosci normy w E otrzymujemy stad

S (2Pl (i) 7 + 2<9—1>Z'pux1<z’>||p) " e

€7

||x||Kp,9(X7E) <

E

<Mzl oxce 7Y 57 = l2llk, o0x.8) + 37

€L

2||
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Zalozmy teraz, ze obie przestrzenie z pary (Xg, X;) poré6wnywalnych przestrzeni
Banacha sa refleksywne. Pokazemy, ze w tym przypadku infimum w definicji normy
ko (x,1) jest osiagniete. Rozumowanie, ktore zaprezentujemy jest analogiczne do tego
zawartego w dowodzie stwierdzenia 3.2 w pracy [19]. Niech zatem x € X, + X oraz

1 € Z. Dla dowolnego n € N wybieramy rozktad
(2.6) x = xo(n) + z1(n),

gdzie z;(n) € X;, j = 0,1, w ten sposob, ze

, Iy 1 L1
(2 llzo ()%, + 207 las (m)[%, ) < hipo (1) + —.

Poniewaz obie przestrzenie sg refleksywne, zatem przechodzac do podciaggdéw mozemy
zalozy¢, ze ciag (zo(n))nen jest stabo zbiezny do xy w Xy oraz (z1(n)),en jest stabo
zbiezny do z1 w X;. Z nier6wnosci (2.2) wynika, ze przestrzenie X, X; wkladaja sie w
sposob liniowy i ciaglty w Xy + X. Stad ciagi (zo(n))nen, (€1(n))nen sa stabo zbiezne
odpowiednio do xy i 1 w Xo+ X3, a wiec mozemy w rownosci (2.6) przejsé¢ do stabej
granicy przy n — oo otrzymujac rozktad x = x¢ + x,. Korzystajac z definicji normy

kpo (-,1) dostajemy

1

o () < (277 o, + 207 |5, )

1
< <29”’ lim inf |zo(n)|1%, + 9(0-1)ip lim inf ||x1(n)||§(1) ’

3=

< Timinf (2% lao(n) %, + 20V [la1(n)]%,)

1
< lim inf (k?p’g (x,0) + > = kpo (x,1),
n—00 n
co pokazuje, ze istotnie, w tym przypadku infimum w definicji normy (2.4) jest osia-
gniete.
Udowodnimy teraz twierdzenia dotyczace stabilnosci Scistej wypuklosci i lokalnej

jednostajnej wypuktodci.

Twierdzenie 2.3.

Niech p € (1,00), 0 € (0,1) oraz niech (Xo, X1) bedzie takq parg przestrzeni po-
rownywalnych, ze obie sq refleksywne i co naymniej jedna z nich jest scisle wypukta.
Zatozmy ponadto, ze przestrzen E jest scisle wypukta. Wiedy przestrzen interpolacyina

K, o(X, E) rowniez jest $cisle wypukta.
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Dowéd.
Bez straty na ogélnosci rozwazan mozemy przyjaé, ze przestrzen X, jest Scisle

wypukta. Oznaczmy
Z={> (Xo®R), | ,
i€Z 5

gdzie (Xo ® R)l,, jest suma prosta, dla ktorej przestrzenia bazowa jest plaszczyzna R?
z dwuwymiarowsg [,-normg. Przy naszych zalozeniach przestrzen Z jest Scisle wypukta
(patrz na przyktad [20]).

Niech teraz x,y € Sk, ,(x,r) beda dowolnymi elementami przestrzeni interpolacyj-
nej takimi, ze = # y. Istnieja rozkltady x = x¢(i) + x1(7), v = yo(¢) + y1(4) takie, ze
(1), yr(i) € Xy dla kazdego i € Z, k = 0,1 oraz

=
I
—_

> (2 (i), + 2007 1 ()]1%,) e
i€Z "

1
> (2l @, + 20l ()%, )" el = 1.
1€L E

Korzystajac z nier6wnosci (2.5), otrzymujemy

1-6 0

> 20V (i) — 11 () | x4

1EL

Z 29i||370(i) — Yo(7) || xo€:

1EL

0 < [[v=yllx,qx.p) < C

)
E

E

a wiec

> 0.
E
Rozwazmy teraz nastepujace elementy sumy prostej Z:

7 = {(2%0(0), 29" a1 (D)l x) hiezs T = {(27w0(0), 27 ly1(9)l1x,) Yiez-

> 2%|20(4) — yo ()] xo e

1€EZ

Wtedy (|72 = [12]lk,,x.) = 1, [Tz = yllk,ox.m) = 11
17 =7llz = |3 2" l20() = yo (D)l xees| > 0.
1EZ E

Ostatecznie daje nam to nier6wnosci

a:—l—y'
2

r+7y

<|
Kp,G(XvE) h 2

<1,
Z

gdzie ostatnia nier6wnos¢ wynika z faktu, ze suma prosta Z jest écisle wypukta.
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Twierdzenie 2.4.

Niech p € (1,00), 0 € (0,1) oraz niech (Xo, X1) bedzie takq parg przestrzeni poréwny-
walnych, ze obie sq refleksywne i co naymniej jedna z nich jest lokalnie jednostajnie
wypukta. Zatozmy ponadto, ze przestrzen FE jest lokalnie jednostajnie wypukta. Wtedy

przestrzen interpolacyjna K, o(X, E) rowniez jest lokalnie jednostajnie wypukta.

Dowéd.
Podobnie jak w poprzednim dowodzie zat6zmy, ze przestrzen X, jest lokalnie jed-

nostajnie wypukta i rozwazmy sume prosta

Z= (Z (Xo@R)zp> :

i€Z
Wtedy ta suma prosta rowniez jest lokalnie jednostajnie wypukta (na mocy twierdze-
nia 1.2 w pracy [40]).
Ustalmy = € Sk, ,(x,p) 1 wezmy dowolny y € By, ,(x,p) taki, ze ||z —ylx, ,(x.p) >
e > 0. Istnieja rozklady x = xo(i) + 21(2), y = yo(¢) + y1(7) takie, ze x4 (i), yr(i) € Xk
dla kazdego ¢ € Z, k = 0,1 oraz

1
> (27 llzo ()1, + 20 Pl (DI, )7 | =1,
€L E
. . 1
> (2 llyo (@) I%, + 207"l ()%, )" e < 1.
€L E

Korzystajac z wniosku 2.2 i monotonicznosci normy w E, otrzymujemy

1-0

Z 29i|’550(i) — 0(1) || xo€i

€7

e < |lz =yl oix.m) < 2°C

Y

E

a wiec

> 2" lwo(4) — wo (@)l xes

€L

S ._< € )119
/51.— 290 .
E

Rozwazamy teraz nastepujace elementy sumy prostej Z:

7 = {(2%0 (1), 2" a1 ()| x) hiezs T = {(2%w0(8), 27V ly1()[Ix,) ez
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Mamy ||Z||z = 1, ||7]|z < 1. Ponadto

Z 29i‘|$0<i) — 50(7) || xo i

1EL

> €1,
E

[z —7lz >

wiec korzystajac z definicji modutu lokalnej jednostajnej wypuktosci sumy prostej Z,

otrzymujemy nastepujace oszacowanie

T4y

<1 —06z:(e1,7).

x+y’
2

Kpo(X,E) 2 iz

Stad

5Z,l (617T) < 1-—

:C—i-y’
2

Kp,@(X7E)

1 biorac infimum po wszystkich elementach y € By, ,(x, g) otrzymujemy

0z1 (€1, T) < Ok, o(x,0). (€,7),

co konczy dowdd.
O
Przejdziemy teraz do dowoddéw twierdzen dotyczacych nieskonczenie wymiarowych
odpowiednikow jednostajnej wypuktosci. Zaczniemy od twierdzenia dotyczacego nie-
mal jednostajnej wypuklosci. Jest to uogolnienie wniosku 4.2 z pracy [37] dla przy-

padku, gdy n = 1.

Twierdzenie 2.5.

Niech p € (1,00), 6 € (0,1), oraz niech (Xo, X1) bedzie takq parq przestrzeni poréw-
nywalnych, ze co naymniej jedna z nich jest niemal jednostajnie wypukta. Zatozmy po-
nadto, zZe przestrzen E jest niemal jednostajnie wypukta ¢ jednostajnie monotoniczna.

Wtedy przestrzen interpolacyjna K, (X, E) rowniez jest niemal jednostajnie wypukta.

Dowéd.
Zatozmy, ze przestrzenn Xy jest niemal jednostajnie wypukta. Wtedy te sama wla-

snos¢ (zobacz twierdzenie 1 w pracy [34]) ma rowniez suma prosta

Z = (Z <X0@R>lp> -

iE€EZ
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Niech , € Bg, ,x,r), n € N beda takie, ze ||v, — 2|k, ,x,p) = € > 0 dla
wszystkich n # m. Dla dowolnego v € (0, 1) i n € Nistnieje rozktad z,, = xj (i) +27 (i),
gdzie z}(i) € Xy, k=0,1, ¢ € Z taki, ze

RS

<1H47.
E

> (2Pl (@)%, + 202 (0%, )" e
1€Z

Korzystajac z wniosku 2.2, stwierdzamy, ze jesli n # m, to
1-6

> 2"|g (2) — 25 (i) | xo e

iE€EZ

19 < ||l’n — l'mHKp’@(X,E) < 460

Y

E

a wiec

e
%1‘—(49() '

E
Rozwazmy teraz nastepujace elementy sumy prostej Z:

> 2"l (6) — 25" (D) | xo e

1€Z

o = {(2"25(1), 29|27 (1) | x,) iz, n €N

Wtedy ||Z.]|z < 1+ v dla kazdego n € N oraz ||T,, — Tim||z = €1 dla n # m. Istnieje
zatem kombinacja wypukla T = Zle AT, gdzie \; > 0, Z;?:l Aj =1 taka, ze

< (1-02(135)) <0 (1-04(3)),

Mamy zatem nieréwnosci

k
D AT
)

Z

<

k
> AT

j=1

k
> i

=1

e (1-54(5)

Z

Kp,G(X»E)

z ktorych wynika, ze

1 g
(el o £ € colr)} 3 1 (147) (1-85 (D))

Biorac teraz infimum po wszystkich ciagach (z,) C B, ,(x,r) takich, ze sep(z,) > ¢
widzimy, ze

g
Ak, oxp) (€) > 1= (1+7) (1 Ay (21)) 7

skad po przejsciu do granicy przy v — 0 dostajemy

€
Ag, x5 (€) > Az <21> )
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co konczy dowod twierdzenia.
O
Analogicznie jak powyzsze twierdzenie, mozna réowniez udowodni¢ twierdzenie do-
tyczace stabilnosci wlasnosci () przy ogolnej dyskretnej metodzie interpolacji. Aby
to zrobi¢, nalezy jednak najpierw udowodnié¢ twierdzenie dotyczace wtasnosci (3) dla
sum prostych. Wypowiemy je i udowodnimy ponizej. Twierdzenie to i jego dowdd zo-
stato zawarte w pracy [3]. Nalezy jeszcze podkresli¢, ze twierdzenie o wlasnosci (/)
dla sum prostych zostalo zapowiedziane w pracy [37], jednak praca, w ktorej miato
sie ono ukazaé, nigdy nie zostala opublikowana. Jedynie rezultaty dotyczace wtasnosci
(B) dla skoniczonych sum prostych zostaly przedstawione w pracy [35]. W tej rozpra-
wie bedziemy jednak rozpatrywaé bardziej ogolny przypadek, w ktéorym przestrzen
bazowa moze by¢ przestrzenia nieskoniczenie wymiarowa. Zaczniemy od podania wer-
sji lematu 2.5 z pracy |37], ktorego dowod analogiczny do tego z pracy [37] zamiescimy
dla zupetnosci rozprawy. W lemacie tym uzywamy pewnego rodzaju granic podwoj-
nych. Istnienie takich granic gwarantuje twierdzenie 10.1.1 z monografii [1]. Zgodnie z
nim dla dowolnego ciaggu ograniczonego (z,) w przestrzeni Banacha X mozna znalez¢

podciag (x,, ), dla ktérego istnieje granica podwojna limy~; .o ||Zn, — Tn,||-

Lemat 2.6.
Niech X bedzie przestrzeniq Banacha. Jezeli x € X i cigg (v,) w X jest taki, ze
istnieje granica My~ oo ||Tn — Tm||, to zachodzi nastepujgcea nierdwnosé

liminf ||z + z,|| < ||z|| + liminf ||z,||
n—oo n—oo

(2.7)

— 2m1n{HmH,hgg1f 2]} 8x < n>m—oo || Tn m||>

liminf,, . ||z,

Dowéd.
Zatozmy, ze x € X i ciag (z,) w X spelniajg zalozenia lematu. Ustalmy dowolne

v > 0 1 oznaczmy
x Tn,

U=-—r=, U

™"

" liminf,_ lznll +~

Wtedy istnieje podciag (x,,) taki, ze ||u,, || < 1 dla kazdego k € N. Ponadto, odrzu-
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cajac co najwyzej skonczona liczbe elementow ciagu u,, mozemy zalozy¢, ze

liminf, .o ||za]| +

sep(ty, ) >

Rozwazmy teraz dwa przypadki. Zalozmy najpierw, ze ||z| < lminf, . |||
Mamy
T+ @ny = (A w2 4 v, (im inf [, || + 5 = [l]])

i korzystajac z definicji modulu wlasnosci (5), otrzymujemy
lim inf ||z + 2, [| < h}?ig)lf |z + 2, || < h,{&i},}f [t + wp, || 4 lim inf ||z, || + 5 — |||

iy, s oo [|[Zn — Tl — o
<211-— 1 ||z, — .
<2 (1= gy (Mt 2o LN oy a4 o

Po przejsciu do granicy przy 7 — 0 i skorzystaniu z faktu, ze modul whasnosci ()
mozna uwaza¢ za funkcje ciagly (patrz uwaga 1.1), otrzymujemy zadang nieréwnosé.
Rozwazmy teraz przypadek, gdy ||z| > liminf, . ||z,]||. Skorzystamy w tym przy-

padku z tozsamosci
2+ 2, = () (liminf [l + ) + u(e] - lminf .| - ).

Daje nam ona nier6wnos¢

liminf, o ||z.| + v

lim inf ||z + 2,/ < 2 (1 — Bx ( )) (lm inf [z, || +7)

+ lle]l — liminf . - 1.

Analogicznie jak wyzej, wystarczy teraz przejs¢ z v — 0, aby otrzyma¢ zadana nie-
réwWnosc.

O

W dowodzie twierdzenia dotyczacego whasnosci (3) dla sum prostych bedziemy

jeszcze potrzebowali nastepujacego lematu (jest to lemat 3 z pracy [34]).

Lemat 2.7.
Zatdzmy, ze E jest przestrzen bazowq nad zbiorem indekséw I. Niech h : [0,2] — R
bedzie funkcjg niemalejgceq, ograniczong i znikajacq tylko w zerze. Jezeli f € Bg oraz

g:1—1[0,2] sq takie, ze |gf|| > e, to h(g())f(-) € E oraz |[h(g)f]| > $h (5).
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Jestesmy teraz gotowi do sformulowania zapowiedzianego twierdzenia dotyczace-
go wlasnosci () dla sum prostych. Niech {X; : i € I} bedzie rodzina przestrzeni

Banacha. Przez [y, oznaczamy modul wlasnosci (3) przestrzeni X;. Niech ponadto

B(e) = infics Bx,(€).

Twierdzenie 2.8 ([3]).
Jesli przestrzen bazowa E jest jednostajnie wypukta oraz jezeli {X; : i € I} jest takq
rodzing przestrzeni Banacha, Ze 3(¢) > 0 dla kazdego € > 0, to suma prosta (3 ;e Xi)

ma wtasnosé ().

Dowéd.

Niech ¢z oznacza modul wypuktosci przestrzeni E oraz Z = (Y ;c; X;) . Zalézmy,
7e x € Z iciag (z,) w Z sa takie, ze ||x]|z < 1, ||z,||z < 1 dla kazdego n € N oraz
sep(x,,) > € > 0.

Przyjmujemy

r=30e (557 (5):
gdzie ¢,, g oznacza modul monotonicznosci przestrzeni bazowej E. Poniewaz prze-
strzen E jest jednostajnie wypuktla, wiec jest ona takze jednostajnie monotoniczna
i stad v > 0. Korzystajac z tego, ze 4, g(t) < ti B(t) < 1 dla kazdego t € [0,1],
dostajemy

13 19 13
9. <—B(2) < =,
(2.8) 7S 67 (4) 16

Jesli dla nieskoriczenie wielu n € N zachodzi nieréwnosé ||| x] — |z, |||z > 7, to
lminf |lo + @]z <liminf [||2] + |2.]]le < 2(1 = 06(7)),

zatem spelniony jest warunek z definicji wlasnosci (). Zatozmy wiec, ze nieréwnosé
Ilz] — [zn]||le = 7 zachodzi jedynie dla skoriczenie wielu n € N. Mozemy wtedy
przyjac, ze |||x] — |zn]||g < 7 dla kazdego n € N.

Dla niepustego zbioru D C I przez 1p oznaczamy funkcje charakterystyczng zbioru
D. Poniewaz przestrzen F jest jednostajnie wypukla, wiec jest ona refleksywna i kazdy

jej element mozna dowolnie dobrze przybliza¢ elementami o skonczonych nosnikach.
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Wynika stad, ze istnieje zbior skoriczony A C [ taki, ze |21 /|7 < 7, gdzie A’ = T\ A.

Wtedy rowniez ||x,1a/]|7z < 27, poniewaz w przeciwnym wypadku mielibySmy

Izl = Lzallle = (=] = [eaDlxlle = |z lalle = [[lzlalle > 2y =7 =7,

co prowadzi do sprzecznosci z naszym zalozeniem, ze |||z] — |z, ]||g < 7.
Poniewaz ciag (z,) jest ograniczony, mozemy zaktadac, ze wszystkie ponizej roz-

patrywane granice istniejg dla kazdego i € A:

(1) = lim [lz,(2)|

n

(i) = Jim [l2(i) + (0

xoo i) = Tim_[l2,(5) — 2 (i)

Mﬂﬁ(i%)

Zauwazmy, ze poniewaz A jest zbiorem skoriczonym, wiec

Lemat 2.6 daje nam nastepujaca nierdwnosé
(2.9) d(i) < [|lz(2)| (1) = 2min{[lz (i)l x

dlai € A.

|lalalle = hm 2o ]1alle < 11msup||mn||z 1.
Stad
< 1.

(2.10) lz] +a) 1y

¢

Znajdziemy teraz oszacowanie dolne dla Hmin{ |z],a} (i) 1AHE. Mamy

[(zn = 2m)Lallz 2 lon = 2mllz = (20 = 2m)Lacllz > e =47y >

DO | ™

dla dowolnych n # m. Poniewaz

o

leLallp =, lm__[|(n = ) 1allz > 5

wiec stosujac lemat 2.7 otrzymujemy oszacowanie

oo (5) 1], > 52 (3)
Stad
0 (£, o £ - o152
(2.11) > ||ag (;) 14 — Hmin{m —a,0}8 (;) 1

> 28 () - lmin{la] — a,0} 14,
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Zgodnie z naszym zalozeniem ||(|z] — |x,])1alle < |||z] — |za]lle < 7, & zatem

rowniez
I(l2] = a)lalle = lim [[([2] = [za])1alle <7

Poniewaz | min{|z] — «,0}| < ||z] — «f, wicc
[min{|z] — e, 0314l 5 <[(l2] = )1allg <7,

co w potaczeniu z (2.11) prowadzi do oszacowania

e (€ e (€
14 2015 )—v2 =0+
A, > 8" <4> LT <4)

Korzystajac z modutu monotonicznosci przestrzeni bazowej F i z nieréwnosci (2.9),

Hmin{ |x], a}s (;)

otrzymujemy
n d
lim Hxﬂ“ﬂ 1, 4 <1—5mE(55(5>>.
n—oo Z 2 g “\16 \4
Ostatecznie dostajemy nieréwnosé
lim inf [ £ 2 <1iminf( er”””1A T )
n—o0 7 n—o0 2 A
o s
< hggf( =t 5(||gc1A,y|Z+ |zl ))
T+ € € 3
<l " <1-0 ( ()) 2
S nnse 4 ne\167\3)) T3

+§
2
<1 dun(50(5),
27"
co konczy dowod.
O

Analiza powyzszego dowodu daje nastepujace oszacowanie modutu whasnosci (/3)

sumy prostej

w2 (s (5 9)

Rozwazajac moduly (x, zakladamy, ze przestrzenie X; sa nieskoficzenie wymiaro-
we. W dalszej czesci bedziemy tez rozwaza¢ sumy proste postaci (Xo @ X1)g, gdzie

X, jest przestrzenia skonczenie wymiarows.
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Twierdzenie 2.9.
Niech E bedzie przestrzeniq bazowq nad zbiorem I = {0,1} i Z = (Xo ® X1)g, gdzie

Xo gest przestrzeniq nieskoriczenie wymiarowq, za$ dim X; < co. Wtedy

(2.13) Bz(e) > op (iﬁXO (;»

dla kazdego € > 0. W szczegolnoSci jezeli przestrzen E jest jednostajnie wypukta © X

ma wtasno$é (), to Z ma wtasnosé (B).

Dowéd.

Elementy = € Z bedziemy zapisywaé jako pary x = (x(0), z(1)), gdzie z(0) € X,
x(1) € Xy. Zalozmy, ze x € Z i ciag (x,) w Z sa takie, ze ||z||z < 1, ||z,]|z < 1 dla
kazdego n € N oraz sep(x,,) > € > 0. Poniewaz przestrzen X, jest skoniczenie wymiaro-
wa, wiec przechodzac do podciagu mozemy zalozy¢, ze ciag (z,(1)) jest zbiezny w X;.

Wtedy limy,~m—oo |2 (1) —2m(1)||x, = 0. Mozemy takze zakladaé, ze istnieja wszyst-

kie ponizej rozpatrywane granice. W szczegolnosci istnieje (i) = lim, oo || 20 (7)]

1 =0,1. Mamy

X

< < n>lrlnn—l>oo Hxn N meZ

(i ou(0) = 5,0l tim_ L) = 20 )|

n>m-—oo n>m-—oo

= i |2, (0) = 2m(0)]x, < 2a(0).

n>m-—oo

Jesli ||z(0)||x, < £, to

. 9
Jim [l[2] = [2allle > a(0) = [l2(0)]lx, > 7.
a zatem
. e+, . |z] + |z, ] (z—:) (5 (5))
1 < 1 ——— | <1—-9g(-)<1—-9g(- —).

Zalozmy teraz, ze ||z(0)|x, = 5. W tym przypadku, korzystajac z lematu 2.6

dostajemy

(2.14) Jim [2(0) + 2 ()1, < 2(0) 1x, +a(0) = 58x, ()
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Oznaczajac u = 1([|z(0)| x, + @(0), |z(1)]|x, + «(1)) stwierdzamy, ze
1 1 .
lullz < S (lzllz + [[(e(0), a@))lz) < 5 (HﬂEHZ + lim HJ?nHZ> <L

Stad i z nierownosci (2.14) oraz (1.5) otrzymujemy oszacowanie

i 572 [ [0 B0y 000
n—o0 7 n—o0 2 Xo 2 .
€ €
<lu— (8%, () .0
= (2 (3) 0,

SRCE)
1o ()

ktore w oczywisty sposob prowadzi do tezy twierdzenia.
O
JesteSmy teraz gotowi, aby udowodnié¢ twierdzenie o stabilnosci wlasnosci (3) przy

ogoOlnej dyskretnej metodzie interpolacji.

Twierdzenie 2.10 ([3]).

Niech p € (1,00), 6 € (0,1) oraz niech (Xo, X1) bedzie takg parg przestrzeni pordwny-
walnych, ze co najmniej jedna z nich ma wtasnosé (). Zatézmy ponadto, zZe przestrzen
E jest jednostajnie wypukta. Wtedy przestrzen interpolacyjna K, (X, E) rdwniez ma

wtasnosé (f3).

Dowéd.
Zalozmy, ze przestrzen X, ma whasnosé (3). Wtedy, na mocy twierdzenia 2.8, ta

samg wiasno$¢ ma réwniez suma prosta

7 = (Z (XO@R)ZP> .

Niech @ € Bk, ,(x,5), Tn € Bk, ox,5),n € N beda takie, ze ||z, — x|k, ,(x,5) >
e > 0 dla n # m. Dla dowolnego v € (0,1) istnieja rozkltady = = z¢(i) + x1(7),
xp(i) € Xg, k=0,1,1 € Z oraz x,, = x{ (i) + 27 (i), 23 (i) € Xy, k=0,1,i € Z,n € N

takie, ze

S (27 llwo@) %, + 207 e ()%, ) e,

1EZL

< 1+7,
E




02

1
> (277 (i) %, + 207 (|2 (0) 1%, ) e
1€EZ

<147 nel
E

Korzystajac z wniosku 2.2, stwierdzamy, ze jesli n # m, to

1-6

> 2" | (6) — 25 (D) | xoe

1€Z

e < ||zn = Tmllk, ,x,5) < 4°C

9

E

a wiec

> 2|2 (i) — 25" ()| xoes

1€Z

e
>€1':(m) '
E

Podobnie jak w twierdzeniu o stabilnosci niemal jednostajnej wypuktosci, zdefi-

niujmy elementy sumy prostej Z:
7 = {(2%wo(1), 2"V 21(0) | x,) Yiezs

T, = {(2%5 (1), 2 V|27 (D)%, ) iz, n €N

Wtedy ||Z||z < 14+ 7, ||Tullz < 1+ v dla kazdego n € N oraz ||Z, — Tnllz > &1
dla n # m. Korzystajac teraz z modulu wtasnosci () sumy prostej Z, otrzymujemy

nastepujace oszacowanie

T+, .. T+ Ty €
lim inf < lim inf < (14 1— _— .
e T e Rl (e Erer==nd)
Zatem
lim nf | <(1+7) (1—52 (€>)
n—0o0 Ky 0(X,E) 8C

co po przejéciu do granicy przy v — 0 konczy dowod twierdzenia.



Rozdzial 3

Rzeczywista metoda interpolacji

3.1 Podstawowe pojecia i definicje

W tym podrozdziale przypomnimy podstawowe pojecia i definicje dotyczacych rze-
czywistej metody interpolacji. W tzw. ciaglej wersji tej metody uzywa sie przestrzeni
Lebesgue’a-Bochnera L, (X), gdzie X jest dana przestrzenia Banacha. Przypomnijmy,
ze dla ustalonej miary p na o-ciele podzbioréw zbioru €2 jest to przestrzen wszystkich
(klas abstrakcji wzgledem relacji rownosci prawie wszedzie) funkeji silnie mierzalnych

f:Q — X dla ktorych norma

1
£ 1,00 = ([ 17 @) i)

jest skoriczona (patrz na przykltad [57]). Przestrzenie Lebesgue’a-Bochnera beda cze-
sto pojawialy sie w rozwazaniach dotyczacych stabilno$ci wtasnosci geometrycznych
przy ciaglej wersji metody interpolacji Yoshikawy-Sparra oraz zespolonej metodzie
interpolacji.

Mozemy teraz przejs¢ do definicji zwigzanych z metoda interpolacji Yoshikawy-
Sparra. Klasyczna metoda Lionsa-Peetrego zostala przedstawiona w pracy [38| oraz
uogdlniona na wiecej niz dwie przestrzenie przez Gunnara Sparra i Atsushi’ego Yoshi-
kawe (zobacz [55], [58]). Niech (X, X1, ..., X,,) bedzie ciagiem poréwnywalnych prze-
strzeni Banacha i oznaczmy Z,, = {0,1,...,n}. Aby opisa¢ rzeczywista metode inter-

polacji Yoshikawy-Sparra zaczniemy od wprowadzenia normy réwnowaznej w sumie

53
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przestrzeni Y. o X;. Dla ¢ € [1,00) i x € > ; X; oznaczamy

1

K,(t,z) = inf { (Z(tiniHXi)q)q x=Sm, mEX, i€ zn} ,

=0 i=0

gdzie t = (t1,ts,...,t,) € R} oraz ¢y = 1. Przez R, rozumiemy zbior liczb dodatnich.

Dodatkowo przyjmujemy

Ko(t,z) = inf{max {tillzi|lx, :i € T}, x = in, x, € X5, 1€ In}.

i=0
Dla elementow t = (t1,...,t,), s = (S1,...,5,) 2 R} piszemy t < s, gdy t; < s;
dla wszystkich i = 1,...,n. Jezeli t < s, to oczywiscie K,(t,z) < K (s, z). Ponadto,

1 < £, wige

K,(s,r) < max {?, - in} K,(t,z),
1 n
co ostatecznie daje nam nieréwnosci
3.1 K, (t,z) < K,(s,r) < max ﬂ,...,s—" K, (t, z).
q q t ; q

Definicja 3.1.

Niech (Xo, X1, ..., X,,) bedzie ciggiem pordwnywalnych przestrzeni Banacha, q € [1, 00],
p € [1,00) i cigg @ = (01,6, ...,0,) spetnia warunki: 0; > 0 dlai=1,2,...,n oraz
0o = 1 —37",0; > 0. Przestrzen interpolacyjna (Xo, X1,...,Xn)epq Olrzymana za
pomocg metody Yoshikawy-Sparra to przestrzen wszystkich wektorow x € Y1  X;, dla

ktorych

fe’e) o) o] n pdtldtQ dt %
) (o ([ ) e
32 lallosg ( ), ((H B0 )

ma skoticzong wartosé. Wzor (3.2) definiuje norme w przestrzeni (Xo, X, ..., Xn)opq-

Zauwazmy, ze zmieniajac parametr g € [1, oo] w powyzszej definicji, otrzymujemy
calg rodzine norm réwnowaznych w tej samej przestrzeni interpolacyjnej. Mozliwe
jest zdefiniowanie réwniez innych norm réownowaznych. Metoda interpolacji, ktora

opisaliémy powyzej — z norma zadana wzorem (3.2) — jest znana jako ciagla wersja
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metody interpolacji Yoshikawy-Sparra. Definicje 3.1 mozna zmodyfikowaé¢ zastepujac

calki szeregiem, co daje nam nastepujaca norme rownowazna;

(3.3) lzll6s , = ( > (a-"”qu",x))”) -

vern

Powyzej a > 1, v = (vy,vs,...,v,) € Z", Qv = 31 | O,v; oraz a¥ = (a**,a™,...,a"").

Jezeli rozpatrujemy norme zadana wzorem (3.3), to mowimy o dyskretnej wersji
metody interpolacji Yoshikawy-Sparra. W literaturze rozwaza sie zwykle konkretne
wartos$ci parametru a. NajczeSciej sa to: a = 2 lub a = e. W tym przypadku state
rownowaznosci powyzszych norm sa znane (zobacz na przyktad [6] dla dwoch prze-
strzeni). Dla nas jednak wazne sa stale rownowaznosci dla dowolnego a > 1, wobec
tego wyprowadzimy nier6wno$ci miedzy normami (3.3) i (3.2).

Z nieréwnosci (3.1) wynika, ze jesli a” < t < a”*1, to

K,(a",z) < K (t,z) < max {;;1, e at:n } K,(a",z) < aK,(a”, x),
wiec
(aeo’la’e"’Kq(a", x))p (Ina)”
< /aanH . ../;:1+1 (.. .tn(’an(t,x))pCZl . i?
<al (a‘e'”Kq(a”, x))p (Ina)".
Po zsumowaniu tych nieréwnosci po vy,...,v, € Z i podniesieniu wynikéw do potegi

1/p dostajemy

(3.4) a® Y(na)v||z]|§) < |[]lope < a(lna)s||z]|5) .

Inne normy réwnowazne byly rozpatrywane na przyktad w pracy Minga Fana [22].
Zalozmy, ze mamy dana przestrzen Banacha X, liczbe p € [1, 00), oraz wektor 0 taki,
jak w Definicji 3.1. Przez L;,’O(X), 1 € Z,, oznaczamy przestrzen Lebesgue’a-Bochnera
wszystkich funkcji silnie mierzalnych x : R} — X, dla ktérych nast¢pujaca norma jest

skoriczona

1
p >
oo 00 [e%S) ” _ dtldtg dtn P
x| (x) = 6T 6% ) (b, e oot — =)
225 o1 (/0 [ (( 14 )u (1t >||X) — tn)
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dty dty dtn przypadku, gdy

Rozwazamy tutaj R’} z miarg, ktora daje calke po 2. g

1 = 0 przyjmujemy to = 1.
Podobnie przez l;:é(X), i € I, oznaczamy przestrzen tych ciagow x : Z" — X, dla

ktorych nastepujacy szereg jest zbiezny

1
:
I liso0 = (Z (a7 l"(”)”X)p) ’

vezn
przy czym vy = 0, gdy 7 = 0.
Nastepujace wzory definiuja inne normy réwnowazne w przestrzeni interpolacyjnej

(Xo, Xl; e 7Xn)9,p,q:

(5.5) el = mf{(; ol i, ) }
L;’Q(Xi) }} )

gdzie kresy dolne bierzemy po wszystkich rozktadach x = Y1  z;(¢) takich, ze z;(t) €

(3.6 el = inf {mave {

X; dla dowolnego t € R’} oraz ¢ € Z,,. Podobnie w przypadku dyskretnym definiujemy

normy
n 1
(@) _; 1|7 !
(37) ”|'CE’”0,p,q = inf { <§) ||xl|’l;:;(XL)> } ’
() el . = inf {mae { iy

gdzie kresy dolne bierzemy po wszystkich rozktadach x = YI' | z;(v) takich, ze x;(v) €
X, dla dowolnego v € Z" oraz i € Z,,.
Korzystajac z nier6wnosci miedzy l,-normami i nieréwnosci Holdera otrzymujemy

nastepujace nieré6wnosci:

1
[2llopg < 2llops < llzlllgy: < (n+ D) [llllg,,

1 1
g g < (4 1)ell2lllg 00 < (n+ 1) ||2]l0p.q,

1
(152, < llzllgay < Mzlls, < (n+ D)7 (2]l .

a L a 1 a
2§, < (n+ V5 fl2fl§ . < (n+ 1) [z]5,.

gdzie ¢’ oznacza wykladnik sprzezony do ¢, czyli takg liczbe ¢/, dla ktorej é + i =1,

przy czym w tych nieréwnosciach, gdzie wystepuje ¢’ zakladamy, ze ¢ € (1, 00).
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Zauwazmy jeszcze, ze studiowane w tej rozprawie wlasnosci geometryczne nie za-
chowuja sie przy przejéciu do przestrzeni izomorficznej z dana przestrzeniag Banacha,
zatem kazde z twierdzen dotyczace stabilnosci rozwazanych wtasnosci musi byé udo-

wodnione oddzielnie dla kazdej z rozwazanych norm.

3.2 Nowe wyniki

W tej sekcji przedstawimy nowe wyniki uzyskane dla rzeczywistej metody inter-
polacji Yoshikawy-Sparra. Czes¢ z nich zawarta jest w pracy [3].

Przejdziemy teraz do stabilnosci jednostajnej wypuktoséci przy dyskretnej wersji
metody interpolacji Yoshikawy-Sparra. Bedziemy rozwazali normy zadane za pomo-
ca wzorow (3.3), (3.7). Do udowodnienia twierdzen bedziemy potrzebowali jeszcze
wyniku analogicznego do lematu 2.1 dla wiecej niz dwoch przestrzeni. Poniewaz w
dalszej czesci istotna bedzie warto$¢ wspolczynnika wystepujacego w nieréwnosci w

tezie lematu, wiec zamieszczamy jego pelny dowod.

Lemat 3.1 ([3]).

Niech p € [1,00), q € [1,00] i (Xo, X1,...,X,) bedzie ciggiem przestrzeni poréwny-
walnych. Zatozimy, ze v € (Xo, X1,...,Xn)ep ma rozktad x = Y7 x;(v) taki, Ze
ri(v) € Xy, 1t € I,, v € 7. Jezeli || - || oznacza jedng z norm zadanych za pomocq

wzordw (3.3), (3.7), to zachodzi nastepujgca nieréwnosé
(3.9) 2]l < (1 + na) TT A5,
i=0

gdzie A; = Hmi||l2’;(Xi)7 i €1,

Dowéd.

Niech g € Z". Wtedy mamy réowniez rozktad x = 37 j2;(v 4+ p) dla kazdego
v € Z". Z definicji norm okreslonych za pomoca wzorow (3.3), (3.7) otrzymujemy
nastepujaca nierébwnosé

n
el < 2 s + ) e x,
=0
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przy czym dokonujac zamiany zmiennych n = v + p dostajemy

3=

o —Ov+vy; p
|zi(v + M)HlZ:;(Xi) = (ng:n (a * Xi) )

zi(v + p)
B ( Z (a_g(n—#)+7li—m ; Xv)p>
nezm"

B =

zi(n)]

1
P
— qOn—mi ( Z q Ot ( |5Ez(77)| Xi)p)
nezn
= CLBH_IMAD

gdzie w przypadku, gdy ¢« = 0 przyjmujemy vy = po = 0, a wiec takze ny = 0.
Ostatecznie otrzymujemy nieréwnoscé
(3.10) 2| < a®*Ag+ > a®* 1A,
i=1

Jezeli Ag = 0 to ktadac p = (p, pt, ..., p) i przechodzac z u — oo widzimy, ze za-
dana nieréwnos¢ jest spelniona. Podobnie, jezeli A; = 0 dla pewnego i € {1,2,...,n},
to wystarczy potozy¢ ux = 0 dla k # i i przejé¢ z u; — —oo.

Zatozmy teraz, ze kazda z liczb A; jest dodatnia. Przyjmijmy za u; taka liczbe

catkowity, ze ati < Af‘—é < aftlezyli afi Ay < Ap < aitr Ay Weedy afiti A < A%

wiec
CLGHAO — H aGiMiAO < H A(l)—GZA?z — Ago H A?z
i=1 i=1 i=1
i stad
A, LA
aPri A = ae"T < aa® 4, < aAgo H A?Z.
ar i=1
W polaczeniu z (3.10) daje nam to zagdana nieréwnosé.
U
Dla normy ||-[lly,, ., mamy wynik znacznie mocniejszy niz lemat 3.1. Ze stwierdze-
nia 2.3 w pracy [58] wiemy, ze
T 0 (16
(3.11) el o0 = inf T I O1%
i=0 v

gdzie kres dolny jest wziety po wszystkich rozkladach z = 7" x;(t), t € R ta-
kich, ze z; € L 4(X;), i € T,,. Korzystajac ze wzoru (3.11), w pracy [5] Beauzamy
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wykazal, ze jezeli (Xo, X1) jest para przestrzeni poréwnywalnych taka, ze Xy lub X;
jest jednostajnie wypukta, to przestrzen interpolacyjna (Xo, X1)g .00 jest jednostajnie
wypukta. Rozwazane przez nas normy w przestrzeni interpolacyjnej sa rownowazne,
ale jednostajna wypuklosé nie zachowuje sie przy przejsciu od danej normy do nor-
my réwnowaznej. Wobec tego z twierdzenia Beauzamy’ego nie mozna wnioskowaé o
jednostajnej wypuktosci przestrzeni interpolacyjnej rozwazanej z innymi normami.

W pracy tej wykazemy twierdzenia dotyczace stabilnosci jednostajnej wypukto-
Sci przy dyskretnej wersji metody interpolacji Yoshikawy-Sparra z norma zadang za
pomoca wzoru (3.3). W dowodzie tego twierdzenia wykorzystamy technike dowodo-
wa zastosowana w pracy [44] do udowodnienia twierdzenia o stabilnosci jednostajnej
wypuktosci przy ogoélnej dyskretnej metodzie interpolacji. Podobna technike stosowa-
lismy w dowodach z poprzedniego rozdzialu. Tam korzystaliSmy ze stabilnosci danej
wtlasnosci przy przechodzeniu do sum prostych. Teraz bedziemy korzystaé¢ ze stabil-
nosci przy przechodzeniu do przestrzeni postaci [,(X). Przypomnijmy wiec, ze dla
dowolnej przestrzeni Banacha X i przestrzeni L, nad dowolng miara, jesli p € (1, 2],
to

5LP(X)<E) = aéx(bG)

dla pewnych stalych a,b > 0, a jesli p € (2,00), to
r,(x)(€) = ce’éx (de)

dla pewnych statych ¢,d > 0 (patrz [23] lub [39, str. 229]). W szczegolnosci wynika
stad, ze jezeli X jest przestrzenia jednostajnie wypukla i p € (1,00), to przestrzen
l,(X) jest jednostajnie wypukla.

Twierdzenie 3.2.

Niech (Xo, X1, ..., X,) bedzie ciggiem poréwnywalnych przestrzeni Banacha takich, ze
co nagmniej jedna z nich jest jednostajnie wypukta oraz zatézmy, ze p,q € (1,00). Wte-
dy przestrzen interpolacyjna (Xo, Xi1,...,Xn)opq # normag zadang za pomocqg wzoru

(3.3) rowniez jest jednostajnie wypukia.
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Dowéd.

Zalozmy, ze przestrzen Xy jest jednostajnie wypukta. Niech ¢ € (0,2] i x,y €
(X0, X1, -+, Xn)apg beda takie, 7e [|lz|§2 . < 1, [ylly2, < 1illz —yll§2, > e Dla
dowolnego v € (0, 1) wybieramy ciag {c(v)}yezn taki, ze Hc||l;:g(R) <vic(v) >0dla
kazdego v € Z". Znajdujemy rozklady z = 37 2:(v), y = Ziovi(v), 2:(v), y:(v) €
X;, 1 €1, veZtakie, ze

;
(:O (a

1
n 1\ P\ »
q
(Z (( <a”i||xi<u)||xi>q) )) < N2l + el < 1+7
=0 )

vezn 7

(,,;Z:n (ag” (ino (a"|lys(v)] Xz.)"> ;>p> : <147.

Korzystajac z lematu 3.1, otrzymujemy

Q=

M=

(a”

wi(v) XM) < K,(a*,2) + c(v)

I
=)

Q=

b)) X»‘I) < Ky(a*,y) + c(v).

IS

Wtedy

i podobnie

e < |z —yly), < (1+na) [] A,
=0

gdzie A; = ||x; — yi”za*g(x‘)a i € I,,. Poniewaz A; < 2(1+ ) < 4, wiec
D, 1

[] A% < 42iei % = 41,

i=1

Stad

1

7%

o = w0l oy = 1= (M) |
Rozwazmy teraz sume prosta ¥ = (Xg @ R @ --- @ R);,, w ktorej jest n kopii
przestrzeni R i potézmy Z = [,(Y'). Poniewaz przestrzen X jest jednostajnie wypukla,
to rowniez przestrzen Y i w konsekwencji takze Z ma te wlasnosé. Dla v € Z"

ktadziemy

fw) = (@ zo@),a ™ a1(V) | x,, a™ 2|22 (V) [, - a0 |2 (V)1 x,),
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g(v) = ("), a™” " g1 (W)llx, a2 ly2(0) | xes o a™ T [y ()]

Wtedy f,g€ Zi|fllz <147, |lgllz <1+~ oraz

X'n)'

1f —gllz > l|zo — ?JOHz;;g(xo)>5

Zatem

Hx“f'y”epq (Zﬂ ( (Zo HZE +yl( )HX@)q)q) )

3

1
n INP\ p
—0v —0v—+v; a\?
<(Z(<(aeﬂxo(v)+yo HXO) +Z( 0| (v) (V) x ))))
veLN i=1
—f+gllz <20+~ (10, -2 <201+ )(1 5 (gl))
- 9z & Y Z 1+7 = Y Z 2 )
co po podzieleniu przez 2 i przejéciu z v — 0 daje nier6wnosé
z+y|@ (51)
<1—-90z(—
H 2 0.,p,q h Z 2
implikujaca teze twierdzenia.
O

Przejdziemy teraz do twierdzenia o stabilnosci jednostajnej wypuktosci dla normy

zadanej za pomoca wzoru (3.7).

Twierdzenie 3.3 ([3]).

Niech (Xo, X1,...,X,) bedzie ciggiem pordwnywalnych przestrzeni Banacha takich,
Ze co najmniej jedna z nich jest jednostajnie wypukta oraz zatdzmy, ze p € (1,00) i
q € [1,00). Wtedy przestrzen interpolacyjna (Xo, X1, ..., Xn)epq 2 normg zadang za

pomocg wzoru (3.7) rowniez jest jednostajnie wypukta.

Dowéd.

Bez straty ogdlnosci rozwazan mozemy zalozyé, ze przestrzenn Xy jest jednostajnie
wypukta. Wtedy te sama wlasno$é ma réowniez przestrzen l“’O(XO) Niech € € (0,2] i
vy € (X0, X1, K)oy beda takie, ze ||z, = Iyl = 1 oraz ||z — yll), >
e. Dla dowolnego v € (0,1) istnieja rozktady =z = >0 jx;(v), v = i, vi(v),
zi(v),yi(v) € X;, 1 € I, v € Z" takie, ze

1 1
(Sl <149 (Sl ) <147
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Oznaczmy u = 1, v = 5. Wtedy u = 3 wi(v), v = 2L, vi(v), gdzie w;(v) =
ﬁ’i’;), v(v) = %’;) naleza do Xj.

Bez straty ogolnosci rozwazan mozemy zalozyé, ze on”z;:g(xo < HyOHZa (o) . Wte-
dy A = ||x0||lZ:3(XO)/Hy0||l2:g(xo) < 1. Zauwazmy, ze ||z — )\y|||f97pq > 5. Istotnie, jesli
I=XA2>35, to

£
lle = Xl g = Il = Mlllgh, =12 > 2.
ajeslil—A< 5, to

a a a g
Il = Ml > Nl =yl — (= Vllyllgy, > 5

Ostatecznie dostajemy nier6wnosé

a €
H!«%’ — Myl

€
llu— )‘Ume 0.pq = m > 1

g

Korzystajac z tej nierownosci i lematu 3.1 otrzymujemy

(3.12) Z < u — Avmgpq (1+na H)A

gdzie A; = ||u; _)\Uing’;(Xi)’ i € Z,,. Poniewaz A; < ||“i”z;-f;(xz-) +/\||UiHlf,’§(X1:) < 2, wiee

[] A% < 250t — 910

(]
i=1
i nieréwno$¢ (3.12) daje nam nastepujace oszacowanie

1
€

9
4210 (1 + na)> '

[uo — AUOH[Z:?(XO) 2 1= (

Korzystajac z nier6wnodci (1.2), dostajemy zatem oszacowanie

o + vy lolligoxy +lvolligony A
2 |leoxg 2 ~ Oty (1o = Aolliesixy)
p,0
||U,O||la,0(X0) + ||UO||la’O(XO)
ST Togee @)
wiec
q
‘ o+ U | p ||u0||l;:2(X0) + ||U0||z;:3(Xo) — G0y (€1)7.
2 s 2 o
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Prowadzi to do nastepujacych nieréwnosci

(a) g n . 119
L) gl
2 Mopa ol 20 o)

- Hui”l“’i(x-) + HUZ'Hl“vi(X.) !

= ( ] e @)
=0 ,
n willfa oy + Vil

oo (Xi) e (Xs)
S g (@)

—0

~

<1-— 512:3()(0)(51)‘1.

Stad
z+y||@ a
5 <(1+7) (1 - 5l§:2<xo)(51)q>

i wystarczy teraz przej$¢ do granicy z v — 0, aby otrzymaé teze twierdzenia.

0,p,q

U

Twierdzenie 3.3 obejmuje przypadek, gdy ¢ = 1. Wystarczy wiec, ze co najmniej
jedna z przestrzeni Xy, Xi,..., X, jest jednostajnie wypukta, aby przestrzen inter-
polacyjna Y = (Xo, X1,..., Xn)ep1 z norma (3.7) byta jednostajnie wypukta. Warto
zwrdci¢ uwage na to, ze przestrzen Y mozna utozsamiaé¢ z przestrzenia ilorazowa Z/Z,

sumy prostej Z = (ZZ:O ;:;(X,-))ll przez podprzestrzen Z ztozona z tych ciggow ele-

a,t

mentow x; € (g

(Xi), i € Z,, dla ktorych > jx; = 0, ale nawet jesli wszystkie
przestrzenie Xy, Xq,..., X, sa jednostajnie wypukle, to suma prosta Z nie jest jed-
nostajnie wypukla.

Udowodnimy teraz analogiczne twierdzenia dotyczace niemal jednostajnej wypu-
klosci i whasnosci () przestrzeni interpolacyjnej Yoshikawy-Sparra wyposazonej w
norme zadang za pomoca wzoru (3.7). Dowody tych twierdzen sa podobne do dowodow

odpowiadajacych im twierdzen zawartych w pracy [37] (zobacz dowod twierdzenia 4.1

w pracy [37]).

Twierdzenie 3.4.

Niech (Xo, X1, ..., X,) bedzie ciggiem poréwnywalnych przestrzeni Banacha takich, ze
co najmniej jedna z nich jest niemal jednostajnie wypukta oraz zatézmy, zep € (1,00) i
q € [1,00). Wtedy przestrzen interpolacyjna Y = (Xo, X1, ..., Xn)epq 2 norma zadang

za pomocg wzoryu (3.7) réwniez jest niemal jednostajnie wypukta.
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Dowéd.

Zatozmy ze przestrzen X jest niemal jednostajnie wypukta. Wtedy rowniez prze-
strzen lg:g(XO) ma te wlasno$¢ (zobacz [46]). Niech ¢ > 0 i (xy) bedzie ciagiem w
(X0, X1, .., Xn)op, takim, ze |||xk|||§a;q < 1 dla kazdego k € N oraz sep(xy) > €. Dla
dowolnego v € (0, 1) istnieja rozklady x), = Y0, 2F(v), 2¥(v) € X, i € Z,,, v € Z7,
k € N takie, ze

q

E i Ve <1+ 7.

Polozmy uy = 1. Wtedy rowniez uy = Y21, uf(v) gdzie uf(v) = 7)o X;.

i

Korzystajac z lematu 3.1 otrzymujemy

9 € (a) L 0;
5 < i <l wll, < (1 n) [T 47
gdzie A; = ||uf — uﬁHl;,;(Xi), i € L, oraz k # [. Poniewaz A; < 2, wiec nieréwnos¢ ta

daje nam nastepujace oszacowanie

dla k # 1.

Rozwazmy teraz sume prosta Z = (l;:g(Xo) ®R@---®R),, w ktorej jest n
kopii przestrzeni R. Poniewaz X, jest niemal jednostajnie wypukla, wiec przestrzen
Z rowniez jest niemal jednostajnie wypukla (zobacz stwierdzenie 3.3 z pracy [37]).

Zdefiniujmy nastepujace elementy przestrzeni Z:

2k = <ul§7 Hulle;:;(Xl), ce “uZHz;;g(Xn)) , keN.

Wtedy |lzx|lz < 1 dla kazdego k € N oraz sep(z,) > ¢;. Istnieje zatem element
z € co(z) taki, ze ||z]|z < 1— Az (e1). Mamy 2 = 327, Ajz;,; dla pewnych indeksow
ki,..., ks oraz wspolczynnikow Aq,..., A > 0 takich, ze >25_; A\; = 1. Przyjmujac

u =% Ajug, otrzymujemy nierownosci

llulllgy g < lzllz < 1= Az (),

czyli
152, < (1+7) (1= Az (1))



65

gdzie x = (1 + y)u = >75_; A\jzy, € co(zy). Pokazuje to, ze
1—inf {[|l]l§), : @ € co(ax) } > 1= (1+7) (1 - Az (er)).

Wystarczy teraz wzia¢ infimum po wszystkich ciagach (z,) C By takich ze sep(zy) > €

i przejs¢ z v — 0, aby zauwazy¢, ze
Ay (e) > Az(er) > 0,

co konczy dowdd twierdzenia.

Twierdzenie 3.5.

Niech (Xo, X1, ..., X,) bedzie ciggiem poréwnywalnych przestrzeni Banacha takich, ze
co najmniej jedna z nich ma wtasnosé () oraz zatézmy, zZe p € (1,00) i q € [1,00).
Wtedy przestrzen interpolacyjina Y = (Xo, X1, ..., Xn)epq 2 normq zadang za pomocq

wzoru (3.7) rowniez ma wlasnosé (B).

Dowéd.

Zalozmy ze przestrzen X, ma wlasnosé (3). Wtedy rowniez przestrzen lg:g(Xo)
ma te wlasno$¢ (na mocy twierdzenia 2.8). Niech € > 0 bedzie dowolne, ale ustalone.
Niech x € By i (x}) bedzie ciggiem w Y takim, ze 2, € By dla kazdego k € N oraz
sep(zr) = € > 0. Dla dowolnego v € (0,1) istnieja rozklady =z = > z;(v) oraz
T = S, ¥ (v) takie, ze x;(v), 2F(v) € X; dla dowolnego v € Z", i € T,,, k € N oraz

1

(znxzulm BIESEet (znx'fnlm )) <1

Kladziemy v = 7, uf = 1. Weedy v = YL wi(v), w = X, uf(v), gdzie
ulv) = $8. utw) = 2.

Korzystajac z lematu 3.1 otrzymujemy

£ (a)
< < — (1+ A
T [l 2k ul|||9pq na Z| IO

Do M

dla k # [, gdzie A; = |Juf — uﬁHla,;(XV), i € T,, skad podobnie jak w poprzednim
D, 1

dowodzie dostajemy nier6wnosé

1

ik — bl eoy s e (oo )"
0 0l g(xo) = <1~ 22-60(1 4 na)
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dla k # [.

Dla uproszczenie w dalszej czesci dowodu bedziemy operowa¢ granicami ciggow
norm. Ich istnienie mozemy zagwarantowaé przechodzac do odpowiednich podciagow.
Ponadto, bez straty ogdlnosci rozwazan, mozemy zalozy¢ rowniez, ze |||x|||§a;q > 1

. (a) 1 . o . 1. . . d . . h . , s .
oraz limy_.o [|zkllg,, = 3- Istotnie, jezeli zamiast jednej z powyzszych nieréwnosci
mamy nieré6wnos¢ przeciwna, to

T+ T

(a) 3
<

B .
kﬂoo H‘ 0.p,q 4

Przy powyzszych zalozeniach, ponownie korzystajac z lematu 3.1 i przeprowadza-

jac analogiczne obliczenia jak powyzej, widzimy, ze

1 %
[uolli20(xgy = € = <2<1+na)>

i podobnie
. k
]}1_{20 ||Uo||zg;g(xo) 2 c.

Korzystajac z lematu 2.6 i powyzszych nieréwnosci otrzymujemy

Jim (-4 5, < 3 fm |

u uk I
S ur|
Lo (Xs)

q
. s
lZf2<X0>_ 2min {HUOHIZ,’S ooy [ ”l;?;S(Xw} @Z:&Xo)(gl))

q
)

. k
< (HUOHlZ:g(Xo) + lim H“O

+Z (uuzulu

n q q
. k
; < |ul||la1 ]}erolo ‘ u; l;:f,(Xﬂ) (2cﬁlao (51)>
q
<2(1- (Cﬂlz:é’m(gl)) ):
Stad
. €T —|- Tk ( ) q %
i [ L, < 00 (- (o))

i dla zakoriczenia dowodu Wystarczy jeszcze przejsé¢ do granicy przy v — 0.
O
W powyzszych dowodach korzystaliSmy z twierdzen o zachowaniu danej wlasnosci
geometrycznej przy przejsciu do przestrzeni [,(X). Przy ciaglej wersji metody inter-

polacji Yoshikawy-Sparra mamy do czynienia z przestrzeniami L,(X) i problem w
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dowodzeniu twierdzen o stabilno$ci nieskonczenie wymiarowych odpowiednikéw jed-
nostajnej wypuklosci takich jak niemal jednostajna wypuklosé, czy wlasnosé (5) przy
ciaggtej wersji metody interpolacji Yoshikawy-Sparra polega na tym, ze wtasnosci te
nie przenosza sie z danej przestrzeni Banacha X na przestrzen L,(X). W pracy [46]
wykazano, ze jesli miara nie jest czysto atomowa, to przestrzen Lebesgue’a-Bochnera
L,(X) dla p € (1,00) jest niemal jednostajnie wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy X
jest jednostajnie wypukta. Analogiczny wynik jest takze prawdziwy dla wlasnosci (/).

W pracy [2] wykazano w sposob bezposredni, ze niemal jednostajna wypuklosé
zachowuje sie przy ciagtej wersji metody interpolacji Yoshikawy-Sparra. Tuta] przed-
stawimy og6lna metode, ktéra umozliwi nam udowodnienie twierdzenn dotyczacych
stabilnosci wlasnosci geometrycznych o jednostajnym charakterze dla cigglej wersji
interpolacji Yoshikawy-Sparra, korzystajac z odpowiednich wynikéw dla dyskretne;j
wersji. Opis tej metody znajduje si¢ w pracy [3].

Zanim jednak to zrobimy, podamy najpierw przyktad, ktéry pokazuje, ze prze-
strzenie otrzymane za pomoca ciaglej i dyskretnej wersji interpolacji mogg nie by¢
izometryczne, mimo ze zawsze sa izomorficzne. Nie mozna zatem przejs¢ od jednej
wersji do drugiej z geometryczng wlasnoscia, ktora zachowuje sie jedynie przy izome-

triach.

Przyktad 3.1 ([3]).
Dla o > 0, 3 > 1i 2 € R? oznaczamy

(€l = (21, 22)lap = y/a2a? + f2a3.

Wzor ten definiuje rodzine norm pochodzacych od iloczynéw skalarnych w przestrzeni
R2. Niech (Xy, X;) bedzie para poréwnywalnych przestrzeni Banacha taka, ze X, =
(R?%,|-]1.1), czyli Xj jest przestrzenia euklidesowa, zas X, = (R?,|-|;3). W przestrzeni

Xo + X rozpatrzmy norme zadang za pomoca wzoru
Ky (t,r) = inf{|ul11 + tvp: 2 =u+v, u,v € R*}.

Zatozmy najpierw, ze 0 < t < % Niech z = u + v bedzie dowolnym rozkladem.
Wtedy
tzls < tlulys + tvlie < fulin + Hofip.
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Biorac teraz infimum po wszystkich takich rozktadach, widzimy, ze t|z|; g5 < Ki(t, x).
Nieréwnosé przeciwna otrzymujemy rozpatrujac rozktad x = 0 4+ x, wiec w rozpatry-
wanym przypadku K (t,x) = t|z|; .

Zalozmy teraz, ze t > 1 i niech x = u + v bedzie dowolnym rozkladem. Wtedy
2|1 <ulig + vl < Juli + v,

co daje nam nieréwnos¢ |z|1; < Ki(t,x). Nieréwnos¢ przeciwna otrzymujemy roz-
patrujac rozktad z = z + 0, wiec K;(t,x) = |z|11. Widzimy zatem, ze jezeli ¢ €
(0, %} U[1, 00), to norma K7 (¢, x) pochodzi od iloczynu skalarnego i spetniona jest dla
niej tozsamo$¢ réwnolegtoboku.

Rozwazmy teraz przypadek, gdy % < t < 1. Pokazemy, ze w tym przypadku
tozsamo$¢ réownolegtoboku nie jest spelniona. Niech = u + v bedzie dowolnym

rozktadem. Wtedy

|z]e1 < |uler + V|1 < |ulig + tv)s,

co daje nam nier6wnosé
(313) ‘l’|t71 < Kl(t,l')

Zalozmy, ze w nierownosci tej zachodzi rownosé, czyli |x|,; = Ki(t, x). Z uwagi na
to, ze rozpatrujemy tutaj przestrzeri R?) infimum w definicji K, (¢, ) jest osiagnigte
(por. uwagi przed twierdzeniem 2.3), wiec Ki(t,x) = |u|11 + t|v|1s dla pewnych

wektorow u, v € R? takich, ze v = v + v. Mamy
[Tle1 = |u+ v < |uler + o1 < |ulig + vl = Ki(t, z) = |2]e1,

Zatem |u—+wvl|yy = |ufe1+|v]e1 1 |uley = |uli1 oraz |v],; = t|v|1 g. Z pierwszej rownosci
wynika, ze v = 0 lub u = Av dla pewnego A € R, czyli x = u lub x jest wspolliniowe z
v. W pierwszym przypadku z rownosci |ul, 1 = |u|i,1 wynika, ze |z],1 = |2]11 1 wtedy
1 = 0, za§ w drugim réwnos¢ |v|,; = t|v|1 s implikuje, ze |z|;1 = t|x]1 5 1 wtedy
xo = 0. Widzimy zatem, ze jezeli z; # 0 oraz x5 # 0, to nier6wnos¢ (3.13) jest ostra.

Niech teraz e; = (1,0), eo = (0,1). Wtedy t = |ei|s1 < Ki(t,e1) < tleil1p = 1,
zatem K (t,e;) = t. Podobnie 1 = |ea|;1 < Ki(t,e2) < |ea]11 = 1, zatem K (t,e3) = 1.

Ponadto dla z = e; £ ey nier6wnosé (3.13) jest ostra, czyli

Kl(t,el +€2) > |€1 + 62|t71 = \/t2 + 1, Kl(t,el — 62) > |€1 — €2|t71 =Vt + 1.



69

7 powyzszych nieréwnosci wynika, ze
(314) Kl(t, ey + 62)2 + Kl(t, €1 — 62)2 -2 (Kl(t, 61)2 + Kl(t, 62)2) > O,

co pokazuje, ze tozsamo$¢ rownolegtoboku nie jest spelniona dla normy Ki(¢,-).
Zalozmy teraz, ze a > 1 oraz 6 € (0,1) i rozpatrzmy przestrzen interpolacyjna
(Xo, X1)p2.1 z norma zadana za pomoca wzoru

1
a - —n n 2 2
el = (32 (e atara)’)
Jezelia > (,toa™ € (O, %} U[1, 00) dla kazdego n € Z i tozsamos¢ rownolegltoboku
zachodzi dla normy K;(a",-), zatem zachodzi ona réwniez dla normy || - Héa2)1

Jezeli a < 3, to zbior I = {n € Z : % < a™ < 1} jest niepusty i zgodnie 7 (3.14)
dla n € I mamy

K1<6Ln, €1 + 62)2 + Kl(a”, €1 — 62)2 -2 (Kl(CLn, 61)2 —+ Kl(a”, €2>2> > 0.
Pokazuje to, ze réwniez
a 2 a 2 a 2 a 2
(lex + eall3)" + (ler = eallsh)” = 2 ((leal)” + (leallsd)”) > o,

wiec tozsamosé rownolegtoboku nie zachodzi dla normy || - Héa% 1

Rozwazmy teraz norme w przestrzeni (Xo, Xi)gp 21 zadana za pomoca catki

zl6,21 = (/OOO (t_aKl(t,x)f Off)Q :

Nierownosé (3.14) pokazuje, 7e

lex + e2ll5.o0 + llex — eallgon — 2(llexllf o0 + lle2llz o) > 0,

a zatem tozsamos¢ rownolegloboku nie jest spetniona dla tej normy.

Poniewaz tozsamos¢ réownolegtoboku jest niezmiennikiem izometrii, to nasze roz-
wazania pokazuja, ze przestrzenie interpolacyjne otrzymane za pomoca ciagltej i dys-
kretnej wersji metody interpolacji Yoshikawy-Sparra moga nie by¢ izometryczne. Po-
nadto, to samo dotyczy réwniez przestrzeni otrzymanych za pomocg dyskretnej wersji

tej metody z réznymi parametrami a > 1.
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Przejdziemy teraz do zaprezentowania wyzej zapowiedzianej metody. Zal6zmy naj-

pierw, ze dana jest przestrzen Banacha X oraz dwie okreslone w niej normy réwno-

wazne || - ||1, || - ||2- Istnieja wiec state My, My > 0 takie, ze

(3.15) Mzl < flzfla < Ms|j]l

dla kazdego » € X. Niech 0x; oznacza modul wypuklosci przestrzeni (X, || - ||1)
i 0x2 oznacza modul wypuklodci przestrzeni (X, | - [|2). W monografii [27] zostala

udowodniona nastepujaca nier6wnosé¢ dla tych modutow

(3.16) Sxa(e) > 1—%? (1—5X1 (%; ))

dla kazdego ¢ € [0, 2].

Wykazemy teraz rowniez analogiczne nieréwnoéci dla modutéw niemal jednostajne]
wypuklosci 1 wlasnosei (3). Niech Ax; i Ay s oznaczaja moduly niemal jednostajnej
wypuklosci odpowiednio przestrzeni (X, || - |[1) 1 (X, || - ||l2). Zalézmy, ze ciag (z,) w
X spelnia warunki: ||z,|s < 1 dla kazdego n € N oraz inf{||x, — x|z : n #m} > ¢
Wtedy [|[Miz,]l; < 1 dla kazdego n € N oraz inf {||My(z, — zn)|l, : n #m} > {fe.

Zatem

M
inf{[ Myl < u € co(wn)} = inf{[lo] @ € oM} < 1= Axa (1¢)
2

czyli
inf{||ul; : v € co(z,)} < A <1 —Ax; <]\/[2€)> ,

co dalej implikuje, ze
M M
nt{{|ul)s : u € co(zn)} < 22 (1 ~Axs (%)) 7

czyli
. M. M
L= inf{fJully : u € co(wn)} > 1 - 7= (1- 8 (Ml ).

Biorac teraz infimum po wszystkich takich ciggach, otrzymujemy

(3.17) Axa(e) > 1—]\]\2 (1—AX1 (‘?\2 ))

dla kazdego ¢ > 0.
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Podobnie niech By, i Bx 2 beda modutami wtasnosci (3) odpowiednio przestrzeni
(X, |- 110) 1 (X, ]| ]l2). Zalozmy, ze © € X spelnia warunek ||z||s < 11 (x,) jest ciagiem
w X takim, ze ||z,||2 < 1 dla kazdego n € N oraz inf{||x, — x|z : n # m} > . Wtedy
|Miz||: < 1, || Miz,||, <1 dla kazdego n € N oraz inf {||M1(x, — z,,)||, : 0 # m} >
%5. Daje nam to nier6wnosé

n 1 M
ligri)g)lf x—;x 1<M<1_ﬁx,1< 15))7

co implikuje, ze

. T+, M- M
lninf | —5 Mi(l_ﬁ)“(M:))‘

Biorac teraz infimum po Wszystkich takich ciagach (x,) i elementach z, otrzymujemy

(3.18) Bxa(e) > 1—]\]\2(1_5)“ <%2 )>

dla kazdego ¢ > 0.

Nierownosci (3.4) pokazuja, jakie sa state rownowaznoSci norm w przestrzeni in-
terpolacyjnej Yoshikawy-Sparra okreslonymi za pomoca catki i szeregu. Przyjmujac

za X przestrzen (Xo, Xi,...,Xn)opg za || - |1 norme || - za$ za || - ||o norme

HB?p,q’
| - |l0.p.q> Widzimy, ze spelnione sa nieréwnosci (3.15) ze statymi M; = a®*(Ina)»,

M, = a(Ina)>. Zatem nieréwnosé (3.16) pokazuje, 7e
(3.19) 0x(e) > 1—a*"% (1= dw, (a™ %)),

gdzie X oznacza przestrzen (Xo, X1,..., X, )ep rozwazana z norma (3.2), zas W, =
(Xo, X1, ..., Xn)opg z norma (3.3). Analizujac dowod twierdzenia 3.2 widzimy, ze dla
modutu wypuktosci przestrzeni W, zachodzi nier6wnosé

dw, (£) > max 4z, (87’) :

0<ikn 2

gdzie Z; = [,(X; ®R® --- ®R),,) oraz ¢; = (%)1/(%. Jezeli a € (1,2] to

41-% (14na

1/0; . .
1 )) i otrzymujemy oszacowanie

1 1/6; 3 1
igi > [e2S) / y glee oy = 5 (m

dw,(€) > max Iz, <ai5"1@') :

0<i<n
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ktorego prawa strona nie zalezy od a. Laczac powyzsza nieréwnosé z (3.19) dostajemy

0<isn

%=2 1
>1—a>% (1 — max Oy, (ai2 0 591-)) ’

0<isn

%-2 1
Sx(e) >1—a*" (1 — max 0z, (aia % €9i>)

co po przejéciu do granicy z a — 1 daje ostatecznie oszacowanie

0g—2 1
dx(e) > max 0z, (2 % €% |,
0<i<n

z ktorego wynika nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.6.

Niech (Xo, X1, ..., X,) bedzie ciggiem poréwnywalnych przestrzeni Banacha takich, Ze
co najmniej jedna z nich jest jednostajnie wypukta oraz zatézmy, ze p,q € (1,00). Wte-
dy przestrzen interpolacyjina (Xo, X1,...,Xpn)ope 2 normag zadang za pomocg wzoru

(3.2) réwniez jest jednostajnie wypukia.

Powyzsza metode mozna zastosowaé takze do niemal jednostajnej wypuktosei i

wlasnosci (). W pracy [37] wykazano twierdzenie 4.1 o niemal jednostajnej wypu-
(2)

klosci przestrzeni (Xo, X1,..., Xpn)opq 2 norma [ - [[g7, s

gdzie p € (1,00) i ¢ € [1,00).
Analizujac dowod tego twierdzenia stwierdzamy, ze istnieja state C, Cy > 0 takie, ze

dla kazdego a € (1,2] zachodzi nier6wnos¢

Aw,(g) > € max (AXi (0259%))7)7

0<i<n
gdzie W, oznacza przestrzen (Xo, X1, ..., X»)e,4 2 norma (3.3). Rozumujac podobnie,

jak powyzej przechodzimy od tej nieréwnosci do oszacowania

9(60-2) g p
Ax(e) > C; max <AX7; (022 0; 591'>> )

0<ign
gdzie X oznacza przestrzen (Xo, Xi,...,Xn)epe z norma (3.2). Daje nam to naste-

pujace twierdzenie wykazane wczesniej inna metoda w [2].

Twierdzenie 3.7 (|3]).

Niech (Xo, X1, ..., X,) bedzie ciggiem poréwnywalnych przestrzeni Banacha takich, ze
co najmniej jedna z nich jest niemal jednostajnie wypukta oraz zatézmy, ze p € (1, 00)
i q € [1,00). Wtedy przestrzer interpolacyjna (Xo, X1, ..., Xn)opqe 2 normq zadang za

pomocg wzoru (3.2) rowniez jest niemal jednostajnie wypukta.
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Powyzsza metode mozemy réwniez zastosowaé do wlasnosci (). Analizujac dowod
w pracy [37] mozna wywnioskowaé, ze prawdziwe jest nastepujace oszacowanie

Bw, (e) = max B, (Ce"li> ,

0<i<n
gdzie E; = [,((X; @ R);,), przy czym stata C' > 0 nie zalezy od liczby a € (1,2].
Rozumujac podobnie, jak powyzej przechodzimy od tej nieréwnosci do oszacowania

Bx(e) > max fBp, <C20@7_:2591i> ,

0<ign

ktore w potaczeniu z twierdzeniami 2.8 i 2.9 daje nastepujacy wynik.

Twierdzenie 3.8 ([3]).

Niech (Xo, X1, ..., X,) bedzie ciggiem poréwnywalnych przestrzeni Banacha takich,
ze co najmniej jedna z nich ma wtasnosé (B) oraz zatézimy, ze p,q € (1,00). Wiedy
przestrzeni interpolacyjna (Xo, X1, ..., Xn)ep 2 normq zadang za pomocg wzoru (3.2)

réwniez ma wltasno$é ().



Rozdzial 4

Zespolona metoda interpolacji

4.1 Podstawowe pojecia i definicje

Zespolona metoda interpolacji dla dwoch przestrzeni Banacha zostala opisana
przez Alberto Calderéna w pracy [9]. Podczas gdy metoda rzeczywista jest stosowana
do przestrzeni Banacha okreslonych nad ciatem liczb rzeczywistych, metoda zespolona
ma zastosowanie do tych przestrzeni, ktore sa zdefiniowane nad ciatem liczb zespo-
lonych. W poprzednich rozdziatach byta mowa o poréwnywalnych parach przestrzeni
rzeczywistych, ale definicja ta przenosi sie na przestrzenie zespolone.

Niech (Xj, X1) bedzie porownywalna para zespolonych przestrzeni Banacha. Przez
S oznaczamy pas ztozony z tych liczb zespolonych, ktorych czesé rzeczywista nalezy
do przedziatu [0,1], czyli S = {2 € C: z = s+it, s € [0,1], t € R}. Ponadto przez
F = F(Xo+ X1) oznaczamy przestrzen Banacha wszystkich funkcji f: S — Xo+ X,
ktore sa analityczne we wnetrzu pasa S, ciagle na calym tym pasie (wzgledem normy
w Xo + Xi) oraz takie, ze dla ustalonego j = 0,1 wzor f;(t) = f(j + it) definiuje
funkcje ciagla z R do X spelniajaca warunek: f;(t) — 0 przy |t| — oo. Przestrzen

Banacha F wyposazamy w norme
115 = max { e 18) L, s £ (1 + i) v, |
Ponizsza definicje przestrzeni interpolacyjnej podajemy za praca [9].

Definicja 4.1.

Niech (Xo, X1) bedzie parq pordwnywalnych przestrzeni Banacha nad ciatem C oraz
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niech 0 € (0,1). Przestrzen interpolacyjna (Xo, X1)g otrzymana za pomocq zespolonej
metody interpolacyi jest przestrzeniq tych wszystkich wektorow x € Xo+X1, dla ktorych
istnieje funkcja f € F taka, zZe f(0) = x. Norma w tej przestrzeni interpolacyjnej jest

zadana za pomocqg wzoru

[zllo = mf{ || f[|=: f € F, f(0) ==}

Powyzej opisana wersja zespolonej metody interpolacji jest znana jako dolna meto-
da Calderéna. W swojej pracy [9] Alberto Calderon opisat rowniez drugg metode znana
jako gorna metoda Calderéna. Aby ja zdefiniowa¢, wprowadzimy najpierw przestrzen
G = G(Xo+X7). Jest to przestrzen wszystkich funkcji g : S — Xo+ X7, ktore sa ciagle
na calym pasie S, analityczne w jego wnetrzu oraz takie, ze ||g(2)||x,+x, < ¢(1+ |2])
dla pewnej statej ¢ € R, zaleznej od funkcji g. Ponadto wektor g(j + ity) — g(j + ito)
nalezy do przestrzeni X; dla kazdych t;,7o € Rij = 0,1. W przestrzeni tej wprowa-

dzamy norme za pomoca wzoru

g(j +it1) — g(j + ita)
t1 — o

lgllg = max [ sup
J=0,1 1 1 t2€R
t1#£t2

Xj
Ponizsza definicje gornej metody Calderéna podajemy rowniez za praca [9)].

Definicja 4.2.

Niech (Xo, X1) bedzie parq pordwnywalnych przestrzeni Banacha nad ciatem C oraz
niech 0 € (0,1). Przestrzen interpolacyjna (Xo, X1)? otrzymana za pomocq gérnej
metody Calderdna jest przestrzeniq tych wszystkich wektorow x € Xo+ Xy, dla ktorych
istnieje funkcja g € G taka, Ze ¢'(0) = x. Norma w tej przestrzeni interpolacyjnej jest

zadana za pomocqg wzoru

lz(|” = inf{llgllg : g € G.4'(0) = x}.

Jezeli bedziemy moéwili o zespolonej metodzie interpolacji, zawsze bedziemy rozu-
mieli przez to dolng metode interpolacji Calderéna, a w kazdym miejscu, w ktérym
bedziemy rozpatrywali metode gorna, zaznaczymy to w tekscie rozprawy. Gérna meto-
da interpolacji Calderdna jest istotna w tej rozprawie gtéwnie z powodu nastepujacych

dwoch twierdzen, ktore podajemy za monografia (6.
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Twierdzenie 4.1 (Twierdzenie 4.3.1 w monografii [6]).
Dla dowolnej pary (Xo, X1) przestrzeni pordwnywalnych i 0 € (0,1) ma miejsce na-
stepujgca inkluzja

(X0, X1)s C (X0, X1)’.

Ponadto
Iz]|” < |lzlls, =z € (Xo, Xa)o.

Co wiecej, jezeli co nagmniej jedna z przestrzeni Xo, Xy jest refleksywna, to
(X07 X1>9 == (XOa X1)97

a takze

Iz]l” = llzlls, = € (Xo, X1)o.

W dalszej czesci tej rozprawy bedziemy rozpatrywali rowniez problem stabilnosci
wtasnosci geometrycznych krat Banacha przy zespolonej metodzie interpolacji Calde-
rona. Kraty Banacha zazwyczaj rozpatruje sie nad ciatem liczb rzeczywistych, jednak
pojecie kraty mozna rozszerzy¢ w ten sposob, aby obejmowalo ono réwniez prze-
strzenie okreslone nad ciatem liczb zespolonych. W tej rozprawie bedziemy rozwazali
jedynie zespolone kraty funkcyjne, ktérych definicje teraz przytoczymy. Podajemy
ja zgodnie z pracg Alberto Calderona [9] (my jednak bedziemy rozwazali funkcje o

wartosciach zespolonych, a nie jedynie rzeczywistych).

Definicja 4.3 (zobacz [9], punkt 13.1).

Niech (2, %, 1) bedzie przestrzeniq z miarg takg, ze miara p jest o-skoriczona. Przez
M oznaczamy przestrzen wszystkich funkcji mierzalnych okreslonych na zbiorze <)
o warto$ciach zespolonych. Funkcyjng kratq Banacha nazywamy przestrzen Banacha
(X, ||||) taka, Ze X jest podprzestrzeniq liniowq przestrzeni M spetniajaca nastepujgcy
warunek: jezeli f € X, g € M i |g(w)| < |f(w)| p-prawie wszedzie w 2, to g € X

oraz ||g| < fII

Rozpatrujac kraty funkcyjne, utozsamiamy funkcje réwne p-prawie wszedzie. Po-

nadto dodatkowo zakladamy, ze wszystkie funkcje charakterystyczne zbioréw o mierze
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skoniczonej naleza do rozpatrywanej kraty. Jezeli f jest elementem kraty funkcyjnej
X, to czesé rzeczywista Re f nalezy do X. Zbior Re X wszystkich funkcji z X o war-
tosciach rzeczywistych ze standardowym porzadkiem jest rzeczywista krata Banacha
X. Przez X, oznaczamy stozek dodatni rzeczywistej czesci funkcyjnej kraty Banacha
X izbiory B(X,) oraz S(X ) definiujemy odpowiednio jako przeciecie kuli By i sfery
Sx ze stozkiem X .

Rozwazajac problem stabilnosci wlasnosci geometrycznych krat Banacha przy ze-
spolonej metodzie interpolacji Calderéna, bedziemy potrzebowali jeszcze jednej kon-
strukeji, ktora teraz zdefiniujemy. Pochodzi ona rowniez z pracy Calderona [9]. Mo-
wimy, ze (X, X1) jest para porownywalnych krat funkcyjnych, jezeli obie te kraty sa
przestrzeniami funkcji zespolonych na tej samej przestrzeni z miara (2, X, 1) (zobacz

9], punkt 13.5).

Definicja 4.4.

Niech (Xo, X1) bedzie parg pordwnywalnych funkeyjnych krat Banacha oraz niech 6 €
(0,1). Przez X3 °X? oznaczamy przestrzen tych wszystkich elementow h € Xy + X1,
dla ktorych istniejq: stata ¢ > 0 i elementy f € B(Xo1), g € B(X1y) takie, Ze

b <cftfg’.

Norma w przestrzeni X&’eXf zdefiniowana jest jako infimum statych c, ktére sq do-

puszczalne w powyzszej nierdwnosct.

4.2 Nowe wyniki

Przejdziemy teraz do zaprezentowania otrzymanych wynikéw dla zespolonej meto-
dy interpolacji. Od teraz bedziemy zaktadali, ze wszystkie rozpatrywane przestrzenie
Banacha sa zdefiniowane nad ciatem liczb zespolonych.

W dowodach twierdzen dotyczacych zespolonej metody interpolacji bedziemy po-
trzebowali znanej nieréwnosci z pracy Alberto Calderona [9]. Zatozmy, ze funkcja f
nalezy do przestrzeni F rozpatrywanej przy zespolonej metodzie interpolacji. Wtedy

zachodzi nastepujgca nieré6wnosé

4D 1Ol < (72 [ 1 Io@na) (5 [ 150+ im0, nar).
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Powyzej p1;(-,-), 7 =0, 1 oznaczaja jadra Poissona dla pasa S dane wzorami

—7(T—t)

e sin s

po(z,7) = = s+it,

sin s + [cos Ts — e~ (T—1)]2

—7(T—t)

e sin s

pi(z,7) = z = s+ it.

sin® s + [cos s + e~ m(T—1)]2’
W dalszej czesci rozprawy bedziemy korzystali z nastepujacych tozsamosci (zobacz
9], punkt 29.4):

(4.2) / po(6,t)dt = 1 — 0, / p1(0,8)dt = 6.

W dowodach niektoérych twierdzen bedziemy potrzebowali takze wersji nieréwnosci
(4.1) dla funkcji z klasy G, ktora jest rozpatrywana przy gornej metodzie Calderona.
Zalozmy zatem, ze obie przestrzenie Xy i X; z pary poréwnywalnych przestrzeni
Banacha (Xj, X;) sa refleksywne. Z twierdzenia 4.1 wiemy, ze w takim przypadku
gorna i dolna metoda Calderona daja te samg przestrzen z rownoscia norm. Ponadto
w dowodzie twierdzenia 4.3.1 w monografii [6] wykazano, ze jezeli g € G, to przy
powyzszym zalozeniu o refleksywnosci funkcje ¢g; : R — X; dane wzorami g;(t) =
g(j +1it), 5 = 0,1 sg rézniczkowalne prawie wszedzie. Co wiecej, lemat 4.3.3 z 6]
pokazuje, ze wtedy ¢'(0) € (Xo, X1)g. Dla g € G in € N oznaczmy

g(z+1)—g(2)
gn(2) = ; :

2
n

Wtedy €%’ g, € F dla kazdego n € Ni~ > 0 (zobacz dowod lematu 4.3.3 w [6]).
Stosujac nierownosé (4.1) do powyzszych funkeji €7*°g, i przechodzac do granicy z

n — 00, a nastepnie z v — 0, otrzymujemy nastepujaca nieroOwnosé

43 16O < (g [l @lxmona) (5[ 190+l m o na).

Przejdziemy teraz do zaprezentowania nowych wynikéw dotyczacych stabilnosci
wlasnosci geometrycznych przy zespolonej metodzie interpolacji Calderéna. Zacznie-

my od wynikéw dotyczacych $cistej wypuktosci i lokalnej jednostajnej wypuktosci.

Uwaga 4.1.

W dowodach nastepnych twierdzenn wykorzystamy fakt, ze infimum w definicji normy
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w przestrzeni interpolacyjnej otrzymanej za pomoca goérnej metody interpolacji Cal-
derona jest osiagniete pod warunkiem, ze (Xo, X;) jest para sprzezonych przestrzeni
Banacha takich, ze jezeli X; =Y, j = 0,1, to Yo MY} jest zbiorem gestym zaréwno
w Yp jak 1 Y] (zobacz [12], uwaga 2.29).

Twierdzenie 4.2.

Niech 0 € (0,1) 1 (Xo, X1) bedzie parg pordwnywalnych przestrzeni Banacha takq, ze
obie te przestrzenie sq refleksywne oraz zbior XN X7 jest gesty zarowno w przestrzensi
X gak o X7, Jezeli ponadto co najmniej jedna z tych przestrzeni jest Scisle wypukia,
to rowniez przestrzen interpolacyjna (Xo, X1)e otrzymana za pomocq dolnej metody

Calderéna jest scisle wypukta.

Dowod.

Zatozmy, ze przestrzen X, jest Scisle wypukta, z,y € (Xo, X1)g, ||zl = 1 =
lylle i © # y. Wybierzmy funkcje ¢1,9o € G w ten sposob, ze ¢;(0) = x, gh(0) = y
oraz ||g1llg = |lg2llg = 1. Jest to mozliwe na mocy twierdzenia 4.1 oraz uwagi 4.1.
Zauwazmy, ze taki wybor g1, go gwarantuje, ze [|g}(it)||x, < 1 oraz ||gj(1 +it)||x, <1

prawie wszedzie, 7 = 0, 1. Korzystajac z nierownosci (4.3), otrzymujemy
1 o 1-6
0< ko= ylo < (775 | _lot(it) = gh(it)xopol6, )d)

L : , 4 0
X(e/mwﬂkww—%u+wmxmw¢ug,

Pokazuje to, ze ||g] (it) — g5(it)||x, > 0 dla t ze zbioru A, ktérego miara jest Scisle wiek-

sza od zera. Zatem ¢ (it) # gi(it) dlat € A1 ||g;(it)||x, < 1, ||gh(it)||x, < 1 prawie

g1 (it)+g5 (it)
1 5 2 < 1

wszedzie w A, wiec ze Scislej wypuklosci przestrzeni X, wynika, ze Y

prawie wszedzie w A. W polaczeniu z (4.3) daje nam to nieréwnos$¢

1 00
(]
(i
y (1/00 ‘g’l(l+it)+g§(1+it)

0 )

2
ktora konczy dowdd twierdzenia.

g1(it) + g5(it)
2

Tty
2

1-6
/Lo(@, t)dt) X

Xo

0
,u1(9, t)dt) <1,

X1

Przejdziemy teraz do wyniku dotyczacego lokalnej jednostajnej wypuktosci.
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Uwaga 4.2.
W dowodzie ponizszego twierdzenia wykorzystamy wynik z pracy [53], ktory pokazu-
je, ze jezeli p € (1,00), to lokalna jednostajna wypuklo$é przenosi sie z przestrzeni

Banacha X na przestrzen Lebesgue’a-Bochnera L, (X).

Twierdzenie 4.3.

Niech 0 € (0,1) 1 (Xo, X1) bedzie parg pordwnywalnych przestrzeni Banacha takq, ze
obie te przestrzenie sq refleksywne oraz zbior XN X7 jest gesty zarowno w przestrzens
X gak v X7 Jezeli ponadto co nagmniej jedna z tych przestrzeni jest lokalnie jedno-
stajnie wypukta, to réwniez przestrzen interpolacyjna (Xo, X1)g otrzymana za pomocq

dolnej metody Calderona jest lokalnie jednostajnie wypukta.

Dowéd.

Bez straty ogo6lnosci rozwazan mozemy zalozyé, ze przestrzen X, jest lokalnie
jednostajnie wypukla. Ustalmy wektor x € (Xo, X1)g taki, ze ||z||p = 1 i zalozmy,
ze wektor y € (Xo, X1)p spelnia warunki: |lyllp < 11 ||z — ylls > ¢ > 0. Wybierzmy
funkcje g1, 92 € G w ten sposob, ze g1 () = x, g4(0) = y oraz ||¢g1|lg = 1, ||g2]lg < 1.

Nierownosé¢ (4.3) daje nam nastepujace oszacowanie

oo ). 7. /LO(eat) =
e<lr—ylo < ([ loiit) - ghlit) Ix, =t ) x

> / . / . Ml(evt) ’
<[ llgh(1+it) = gL+ i) FE =t )

Korzystajac z tego, ze %dt, %dt sa miarami probabilistycznymi oraz z tego, ze

g1 (1 + it) — gh(1 + it)||x, < 2 prawie wszedzie, otrzymujemy

1-6
13 o0 ! /- VAR /’LO(97t) 2
(4.4) 5 < </Oo lg1(it) = g5(i) 1%, T d’f)

Funkcja h(t) = g;(it) nalezy do Lo(Xy) i przyjmujemy hy = h/||h||1,(x,)- Nieréwnosci
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(4.3), (4.4) i lemat 1.1 daja nam nastepujace oszacowanie

. . 1-0
Ty o /OO qi(@) + g(@) || pol8:2) L\
2 0 J—0o0 2 Xo 1—9
([ |purirdOrn) .0, '
. 2 v 0
([ | )t e, 129<(1_15 )
S . 5 . 1—_0 < 1 Lo(Xo),l 4’ 1 .

Koriczy to dowdd twierdzenia.
O
Przedstawimy teraz rezultaty dotyczace stabilnosci jednostajnej wlasnosci Kadeca-
Klee’ego i wlasnosci (). Zatoézmy, ze X jest przestrzenia Banacha, dla ktorej istnieje
ciag uogolniony operatorow (II))rea indeksowany elementami zbioru skierowanego A

spetniajacy nastepujace warunki:
1. TI,(X) jest podprzestrzenia skonczenie wymiarowa przestrzeni X,
2. limyep [Tz — z||x = 0 dla kazdego x € X,

3. dla kazdego € > 0 istnieje 0 > 0 taka, ze dla dowolnego A\ € A, jezeli z € By
i [[Ilx —z||x > ¢, to |[|[ILz|x <1-06.

Zauwazmy, ze warunek 3 implikuje, ze ||I,|| < 1 dla kazdego A € A.

Uwaga 4.3.
Zdefiniujmy nastepujacy modut:

(4.5) d(e) =inf{l — ||l z||x : A € A, x € By, ||llhx —z||x > ¢}

Warunek 3 oznacza, ze §(¢) > 0 dla kazdego ¢ > 0. Zgodnie z uwaga 1.1 mozemy

zatozyé¢, ze O jest funkcja wypukta.

Pokazemy teraz, ze takie zalozenia o operatorach II, implikuja, ze przestrzen X
ma jednostajna wlasnosé¢ Kadeca-Klee’ego. Niech zatem (z,) bedzie ciagiem w By,
ktory jest stabo zbiezny do z oraz sep(x,) > ¢ > 0. Dla dowolnego v € (0, %6 (i)),
gdzie 0 jest funkcja z uwagi 4.3, istnieje A takie, ze ||z — x||x < 7. Korzystajac z
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wlasnosci 1, mozemy wybraé¢ podciag (z,, ) w taki sposob, ze ciag (I x,, ) jest zbiezny
w X. Wtedy mozemy dodatkowo zalozy¢, ze ||l\z,, — Lz, |x < § dla dowolnych

indeksow k # [. Dla takich indekséw mamy
€< Hxnk - xanX < Hxnk - H/\InkHX + |’H>\Ink - H)\xanX + ||]'_‘[)\xnl - xnl”X7

wiec
€

5 < |‘xnk - HAxnkHX + HHA:UM - xanX'

Bez straty ogolno$ci rozwazan mozemy zatem zatozy¢, ze I, — x,,[|x > § dla
kazdego k € N. Poniewaz podciag (z,,) réwniez dazy stabo do z, to z wlasnosci 1
stwierdzamy, ze ciag (Il z,,) dazy do IIyz w normie. Zatem

. 3 1 /e
Jllx < T = llx + Ml <7+ Jim [ x <v+1-8(5) <135 (5),

co pokazuje, ze istotnie przestrzein X ma jednostajng wtasno$é¢ Kadeca-Klee’ego.

Twierdzenie 4.4.

Niech (Xo, X1) bedzie parq pordwnywalnych przestrzeni Banacha takich, Ze istnieje
cigg uwogdlniony operatorow Iy : Xo + X1 — Xo + X1, A € A taki, Ze II\(X;) C X,
j = 0,1, |TL\|| < 1 dla kazdego N\ € A, jako norma operatora 11, dzialajgcego na
przestrzent X1 oraz dla przestrzeni X = Xo spelnione sq powyzsze warunki 1, 2, 3.
Wtedy dla dowolnego 0 € (0,1) rodzina operatoréw Iy rozpatrywanych na przestrzeni
interpolacyjnej Y = (Xo, X1)g otrzymanej za pomocq zespolonej metody Calderéna
rowniez spetnia warunki 1, 2, 3. W konsekwencji Y ma jednostajng wtasnosé Kadeca-

Klee’ego.

Dowéd.

Dla dowolnego A\ € A, II, dziala jako operator liniowy z Y w Y i dla jego normy
T, ]l¢ zachodzi nieréwnosé ||TIy|le < [|TIa]lo~?ITTA]|Y < 1, gdzie ||I1,]|; oznacza norme
II) dzialajacego jako operator z X; do X, j = 0,1 (zobacz np. twierdzenie 4.2.1 w
6])-

Dla wykazania warunku 1 stosujemy rozumowanie z pracy [56]. Rozwazamy I,
jako operator z Xy + X do Xy + X i bierzemy dowolny funkcjonal b* € (Xy + X1)*
zerujacy sie na podprzestrzeni I1(Xp). Dla dowolnej funkcji f € F wartosé¢ f(it)
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nalezy do X, dla kazdego t € R, wiec b*(II\(f(it))) = 0. Zatem funkcja b*(II,(f)),
ktora jest analityczna w pasie S = {z : 0 < Rez < 1}, zeruje sie na osi rzeczywistej
i stad b*(I1,(f)) jest funkcja zerowa. W szczegdlnosci b*(I1,(f(0)) = 0 dla kazdego
funkcjonatu b* € (Xo + X1)* zerujacego si¢ na II,(Xy). Stad II,(f(6)) € I\(Xo), co
pokazuje, ze I1\(Y") C I1,(Xy), a wiec I1,(Y') jest przestrzenia skonczenie wymiarowa.

Zbior XoNX jest gesty w Y (zobacz np. twierdzenie 4.22 w [6]), wiec dla dowolnego
y €Y i~ >0 istnieje x € Xy N X taki, ze ||z — ylls < 7. Stad

ITLx(y) — yllo < [[TIx(

(@) = zllo + [HIx(y) — Ix(2)llo + [l — yllo
[T\ (=

(

(

N

llo + [Mallollz = wllo +~

N

Poniewaz © € Xy N X4, wiec I (z) — 2z € Xg N X1, a zatem

ITTA(y) = ylle — 2y < Ta(@) = @llo < [Ma(2) — 2] [TTA(z) — 2k,

) =
) —
y\(z) — ||g + 27.
) =
(
< (@) — 215 2ll2 ] x, )’

(zobacz wniosek 2.1.8 w [41]). Korzystajac z wlasnosci 2 znajdujemy A, € A takie,
e I (2) — ollx, < (1(2lallx) )" " dia wszystkich A > A,. Dla takich A mamy
ITI\(y) — yllo < 37, co pokazuje, ze spelniony jest warunek 2.

Pozostaje jeszcze pokazanie, ze warunek 3 przenosi sie na przestrzen Y. W tym
celu bierzemy dowolny = € By i A € A takie, ze ||x — I z||s > € > 0. Dla dowolnego
v > 0 znajdujemy funkcje f € F taka, ze f(0) = x i ||f]|lr < 1+ ~. Korzystajac z

nieréwnosci (4.1) dostajemy

00 1-6
Il = @) < (15 [~ I FGn)xopo(6.0de)
0o 0
< (5 I ol e, o)

< (2 [ =80 0) — Dl Dl6. ) (147
1-0
< (1 _ (/_Z Ly £ (it) — f(it)]x, ’“‘f(f’;) dt)) (1+7),

gdzie zgodnie z uwaga 4.3 przyjmujemy, ze modut § jest funkcja wypukla i ostatnia

nieréwnos¢ wynika z tozsamosci (4.2) i uogélnionej nieréwnosci Jensena. Ponadto

1 0o ) . 1-6
e < o=l < (7= [ IMfGit) = £t) o0, )dt)
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00 0
< (5 ) I i - £+ i) 0, )

< (125 [ s ) = FG@0)llxapuo@,00dt) (2427

Daje nam to nastepujace oszacowanie

((2:.27)9) g [ — S8 ol

bLaczac te dwa oszacowania, otrzymujemy

1y 16
Tzl < (1—5 ((M) )) (1+)°,

co po przejsciu do granicy z 7 — 0 daje nam ostatecznie nier6wnos¢
N 1-6
1—-6

Niech X bedzie przestrzenia Banacha z baza (e, )nen ze staly bazowa réwna jeden.

O

Wtedy ciag operatorow (I1,,),en zdefiniowanych za pomoca wzoru Il,x = ¥ | aye;,
gdzie x = > 7%, o€, spelnia warunki 11 2. Ponadto jesli X jest jednostajnie wypukla,
to spelniony jest warunek 3. Istotnie, jezeli ¢ < ||z — II,,z||, to z definicji modulu

wypuktosci otrzymujemy

IL,x + x

|z < < 1—9dx(e).

Podamy teraz przyktad przestrzeni Banacha X, ktora nie jest jednostajnie wypu-

kta, a dla ktorej istnieja operatory spelniajace warunki 1, 2, 3.

Przyktlad 4.1.
Niech X = (R@® ly);,. Element z = (t,y) € X, gdzie t € R oraz y = (y,)5>; € o,
bedziemy zapisywaé jako ciag x = (t,y1, 92, ...). Mamy ||z|| = |¢t| + ||y||2, gdzie || - |2
jest standardowa norma w przestrzeni [s.

Definiujemy ciag operatorow II,, wzorem Il,x = (£,y1,Y2,...,Yn,0,0,...). Oczy-

wiscie dla tego ciagu spelnione sg warunki 1 i 2. Pokazemy, ze spelniony jest takze
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warunek 3. Zalozmy w tym celu, ze © € By, v = (t,y) jest taki, ze ||z — I, z|| > ¢,

gdzie € € [0,1). Wtedy |t| + ||yl < 1, co daje nam nier6wnos¢

H(ylay2>' E 7yn707 N )Hg +€2 < ”(y17y2>' o 7yn707' . )Hg + H(07 E 7oayn+17yn+27' . )Hg
< (1t

czyli
H(y1>y27"'>yn707"')”2 < (1_ ‘t’)2_€2'

Ostatecznie
L]l = [t + ([ (Y1, Y25 - - -5 Y, 05 ) [[2 < JE] 44/ (1 = [E])2 — &2

Zdefiniujmy funkcje f : [0,1 — &] — R wzorem f(s) = s+ /(1 —s)? — 2. Wtedy
fl(s) =1— ——=— zatem f'(s) <0dlas €[0,1—c¢). Oznacza to, ze f(s) < f(0),

co daje nam nieréwnogsé

M) < V1 —e?,

pokazujaca, ze ciag operatoréw (IL,) spetnia warunek 3. Ponadto przestrzen X nie jest
nawet $cisle wypukta. Istotnie, wystarczy potozy¢ v = (1,0,0,...), v = (0,1,0,0,...),
= 1.

aby zauwazy¢, ze ||ul| = |lv]| =11 ||*2*

Przejdziemy teraz do analogicznych wynikow dotyczacych wlasnosci (). Zatézmy,
ze X jest przestrzenia Banacha, dla ktorej istnieje cigg uogélniony operatorow (I1y)ea

indeksowany elementami zbioru skierowanego A spelniajacy nastepujace warunki:
I II,(X) jest podprzestrzenia skorniczenie wymiarowa przestrzeni X,
IT limyey ||ILyx — z||x = 0 dla kazdego x € X,

IIT dla kazdego € > 0 istnieje 6 > 0 taka, ze dla dowolnego A € A, jezeli x,y € By
i[[ILy —yllx > €, to

N

HH,\%"i‘y 1-6

2

W tym przypadku definiujmy modut:

HA:c—i-y

(4.6) d(e) = inf {1 - || 5

A€, z,y € By, ||ILy —ylx > 5}
X
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Warunek III oznacza, ze 6(¢) > 0 dla kazdego £ > 0 i zgodnie z uwaga 1.1 mozemy
zatozyé¢, ze o jest funkcja wypukta.

Pokazemy, 7e takie zalozenie o operatorach (II)),ecp implikuje wlasnosé (5) dla
przestrzeni X. Zalézmy w tym celu, ze x € Bx oraz (x,) jest ciagiem w By takim, ze
sep(z,) = € > 0. Niech A bedzie takie, ze ||[IIxz — z||x < ¢ (%) . Dla dowolnych liczb

n,m € N, n # m mamy
€ < Hxn - meX < Hxn - H)\mnHX + HH)\mn - H)\meX + HH/\{Em - $mHX

7 wtasnosci I powyzej, mozemy dobraé ng, mg € N tak, ze ||[[Iyz,, — Mz, |lx <

Wl wlm

Wtedy [[IIz2Zn, —Zn, || x = § b [[IL\Zme —2m, || x > §. Zalozmy, ze ||Iz2p, —2n, || x >

Daje nam to nieréwnosci

T+ Xp,

2

HHAm_Fan
< || =22 oo
X 2

co pokazuje, ze przestrzenn X ma wlasnosé¢ ().

z— 1«
2

<1—5(5>+6<§)=1—;5(8),

3 2 3

X X

Twierdzenie 4.5.

Niech (Xo, X1) bedzie parq pordwnywalnych przestrzeni Banacha takich, Ze istnieje
cigg wogdlniony operatorow Iy : Xo + X7 — Xo + X1, A € A taki, ze II\(X;) C X,
j = 0,1, |Ily]| < 1 dla kazdego A\ € A, jako norma operatora 11, dziatajgcego na
przestrzeni Xy oraz dla przestrzent X = Xy spelnione sq powyzsze warunk:s I, II, ITI1.
Wtedy dla dowolnego 0 € (0,1) rodzina operatoréw 11y rozpatrywanych na przestrzeni
interpolacyjnej Y = (Xo, X1)g otrzymanej za pomocq zespolonej metody Calderdna

réowniez spetnia warunki I, II, ITI. W konsekwencji Y ma wltasnosé (3).

Dowéd.

W dowodzie twierdzenia 4.4 pokazaliémy, ze rodzina operatoréw II, spelnia wa-
runki I, IT. Wystarczy zatem pokazaé, ze spetniony jest warunek ITI.

Niech z,y € By beda takie, ze |II,y — ylls = ¢ > 0. Dla dowolnego v > 0
wybieramy funkcje f,g € F takie, ze f(0) =z, g(0) = y oraz || fllr < 1+7, ||lg|lr <
1 4.

Na mocy nierownosci (4.1) mamy

HHAf<9)+9(9) < (1 /00 “ka(it)+g<it)
2 s \1-0/-

2

HHW‘F?J
2

1-6
M0<87 t)dt) X

0 Xo
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y (1 /oo HHAf(l%—z't) + g(1 +it)

0
9/ 5 (0, t)dt>

X1

< (119 /:(1 — 0(||Trg(it) —g(it)||Xo))No(97t)dt) (14

. 1-9
< (1 — 6 (/Oo Mg (it) — g(it)]|x, “f(f’? dt)) (1+7)°,

gdzie w ostatniej nier6wnosci rowniez skorzystalismy z tozsamosci (4.2) i uogolnionej

nieréwnosci Jensena. Ponadto

1 50 - ' 1-6
e <y =Tl < (=5 [ IMaglit) - glit)x,po(6, )dt)

L oo . . ’
< (5 [ Mgt +t) = g1+ i) (0, )t

fe’e) 1-6
< (=5 /7 Imagtit) = g(it) | xouo(@, 0)dt) (2427

Daje nam to nastepujace oszacowanie

(aay) <o) Imati - s (s, 0

Otrzymujemy zatem ostatecznie

< (15((m)”))19<m)e.

i aby otrzymaé¢ warunek ITI wystarczy przej$¢ do granicy z v — 0.

HAa:—Fy
2

OJ

Podobnie jak w przypadku wlasnosci Kadeca-Klee'go, zatézmy teraz, ze X jest
przestrzenia Banacha z baza (e,)nen ze stala bazowa rowna jeden oraz zdefiniujmy
operatory 1I, : X — X, n € N wzorami II,z = ' ; oye;, gdzie £ = > 07 apep,.
Pokazemy, ze jezeli przestrzen X jest jednostajnie wypukta, to operatory te spetniaja

warunek III. Istotnie, jezeli x,y € Bx, ||[Il,y —y||x =& > 0, to
2z — yllx = |1 = W[z — yllx = |(1 = 1L) (e = y)[|x = [[Hay — yllx > €,
zatem

£
(1.7) Moz = yllx > 3,
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co z definicji modutu jednostajnej wypuktosci daje nier6wnosé

19
<1—5X(>.
. 5

Podamy teraz przyklad przestrzeni Banacha X z baza, ktora nie jest jednostajnie

I,z +y
2

wypuktla, jednak dla ktorej istnieja operatory spetniajace warunek III.

Przyklad 4.2.

Niech X =5, oraz niech R : X — X bedzie operatorem danym wzorem
R(x1,29,23,...) = (0,29, 23,24, .. .).
Wprowadzmy w przestrzeni X nastepujaca norme
ol = max{ ], 2 Rell}, @ € X,

gdzie || - || oznacza standardowa norme w przestrzeni lo. Przestrzen ta nie jest nawet

scisle wypukta. Tstotnie, jezeli z = (%2, 1,0,...),y = (=%, 1,0,...), to ||z]| = [y = 1

20
oraz L‘;’H =1.

Niech operatory I1,,, n € N, beda zdefiniowane wzorami Il,,x = (x1,...,x,,0,0,...),
gdzie © = (x1, 29, ...). Oczywiscie spelniaja one warunki I, II. Pokazemy, ze spetniaja

one takze warunek III. Niech z,y € By, |[Il,y — y|| > ¢ > 0. Wtedy
(4.8) My =yl = 2| R(ny — y)ll2 = 2Ty —ylla > €

i nieréwnos¢ (4.7) pokazuje, ze ||[Il,z — y|2 > 5, Mozliwe sa dwa przypadki. Zatoz-

Mpz+y —
2

Myz+y
2

my najpierw, ze ’ ) 7 definicji modutu jednostajnej wypuktosci

przestrzeni [y otrzymujemy

e
=

Zalozmy teraz, ze

Han +yH _ HR(anﬂ + )
2 n 2

_ |\2Rx + 2Ry
, 2

2

Z nieréwnosci (4.8) i (4.7) wynika, ze ||II,2Rx — 2Ry)||2 > €, wiec w tym przypadku

< 1— 5[2(8).

2

H I,z +y H B H I1,2Rx + 2Ry
2 N 2
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Przejdziemy teraz do wyniku dotyczacego stabilnosci jednostajnej monotonicznosci
krat Banacha przy zespolonej metodzie interpolacji Calderona. W dalszej czesci tego
rozdziatlu bedziemy zaktadali, ze wszystkie rozpatrywane przestrzenie sa funkcyjnymi
kratami Banacha. Zaczniemy od przytoczenia dwoch wynikéw, z ktorych bedziemy

korzysta¢ w dowodzie naszego twierdzenia.

Lemat 4.6 (Lemat 1 z pracy [48]).
Zatozmy, ze (Xo, X1) jest parg pordwnywalnych krat funkcyjnych i niech 0 € (0,1).

Jezeli dla funkcji h € X} XY zachodzi nierdumosé
[hl < £,

gdzie f € Xoi, g € Xq4, to istniejg funkcje 0 < f1 < f, 0 < g1 < g takie, Ze
h] = fi~g].

Przytoczymy teraz rezultat, ktory dla krat funkcyjnych byl wykazany w pracy
|52], a nastepnie zostal udowodniony w pracy [47] dla dowolnych krat Banacha.

Twierdzenie 4.7 ([47], [52]).

Niech (Xo, X1) bedzie parg poréwnywalnych funkcyjnych krat Banacha oraz niech 0 €
(0,1). Przestrzeri interpolacyjna (Xo, X1)g otrzymana za pomocq zespolonej metody
interpolacyi Calderona jest przestrzeniq tych wszystkich funkcji f € Xo + X1, ktore
nalezq do domkniecia zbioru Xo N X, w kracie Banacha X} X0, czyli

1-0
(XOaXl)G == XD N X1XO Xf

Ponadto normy w tych przestrzeniach sq rowne, czyli

1fllo = 1171l x1-0 x0
dla kazdego f € (Xo, X1)s-

Na koniec podamy wynik dotyczacy stabilnosci jednostajnej monotonicznosci przy

zespolonej metodzie interpolacji Calderona.

Twierdzenie 4.8.
Niech 6 € (0,1) ¢ (Xo, X1) bedzie parg pordwnywalnych funkcyjnych krat Banacha.
Jezeli co nagmniej jedna z krat Banacha Xy, X jest jednostajnie monotoniczna, to

przestrzen interpolacyjna (Xo, X1)e jest jednostajnie monotoniczna.
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Dowéd.

Zatozmy, ze krata X jest jednostajnie monotoniczna. Niech x,y beda takimi ele-
mentami przestrzeni interpolacyjnej (Xo, X1)g, ze ||z]le < 1, |lylle = € > 0 oraz
0 <y < z. W $wietle twierdzenia 4.7 mozemy traktowaé x,y jako elementy prze-
strzeni X] XY, Dla dowolnego v € (0,1) wybieramy g € B(Xo.), h € B(X1)
takie, ze * < (1 + 7)g' ?h’. Wtedy, na mocy lematu 4.6, mozemy znalez¢ funkcje
0< g1 < (14+7)g 0<h < (1+7)h takie, ze = gi ?hf. Zatem spetnione sa

nieréwnosci

Zdefiniujmy funkcje A wzorem A(w) = E ),Jesh z(w) #0iAw) =0, jesli z(w) =0

oraz polozmy yo(w) = Aw)g1(w), y1(w) = AMw)hi(w). Poniewaz |A(w)| < 1, wiec

y; € Xjy, 5 =0,10raz ||yollx, < 1+7i|lnllx, <1+7. Ponadto y = 33 ~%¢. Zatem

y 1-6 y 0
v = ool 1%, (Hyoux ) (Hyle ) |
0 1

< llylle < llyoll ) llyalls, < llyollg"2,

rowniez

co pokazuje, ze

czyli

1

E\1-0
luollxo > 21 := ()"

z—y=1-XNaz=1-Ng °hl = (g1 —y)" (hi — 1)’

1-6 0
g — ol A — % (g‘y) (’“y)
0 \Ulgr — vollx, N1 —willx, )

Nastepnie mamy

a wiec

le = wllo < llgr = woll 3" 11 — 1%,

1-6
< ) (1= (L)) g

<o (- 3)

Wystarczy teraz przej$¢ do granicy z v — 0, aby otrzymac teze twierdzenia.
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