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Wst¦p

Jednostajna wypukªo±¢ jest jedn¡ z klasycznych wªasno±ci rozwa»anych w geo-

metrii przestrzeni Banacha. Wªasno±¢ ta, jej liczne mody�kacje i uogólnienia znalazªy

wiele zastosowa«, w szczególno±ci w metrycznej teorii punktów staªych. Równie inten-

sywne badania prowadzone s¡ tak»e w zakresie geometrii krat Banacha. Podstawow¡

wªasno±ci¡ geometryczn¡ normy zwi¡zan¡ z porz¡dkiem jest jednostajna monotonicz-

no±¢, b¦d¡ca w pewnym sensie odpowiednikiem jednostajnej wypukªo±ci. Równie»

jednostajna monotoniczno±¢ ma szereg odmian i zastosowa«.

Jednym z zagadnie« geometrii przestrzeni Banacha jest problem zachowania geo-

metrycznych wªasno±ci przy pewnych konstrukcjach rozwa»anych w analizie funkcjo-

nalnej. Nale»¡ do nich konstrukcje przestrzeni Lebesgue'a-Bochnera, sum prostych, a

tak»e przestrzeni interpolacyjnych. W przypadku tych ostatnich gªówne problemy do-

tycz¡ interpolacji operatorów, ale jest tak»e obszerna literatura dotycz¡ca wªasno±ci

geometrycznych.

W tej rozprawie rozwa»amy problem przenoszenia pewnych wªasno±ci geometrycz-

nych przestrzeni i krat Banacha z jednej z przestrzeni wyj±ciowych na przestrze« po-

wstaª¡ w wyniku ich interpolacji. Metody interpolacji, jakie rozpatrujemy, to ogólna

dyskretna metoda interpolacji, rzeczywista metoda interpolacji Lionsa-Peetrego i jej

uogólnienie na wi¦cej ni» dwie przestrzenie � metoda Yoshikawy-Sparra oraz zespolona

metoda interpolacji Calderóna. Warto podkre±li¢, »e nawet je±li dwie metody inter-

polacji daj¡ t¦ sam¡ przestrze«, to normy otrzymane w ich wyniku s¡ na ogóª ró»ne

i badanie wªasno±ci geometrycznych wymaga osobnego rozpatrywania poszczególnych

norm.

W pierwszym rozdziale podajemy de�nicje rozwa»anych wªasno±ci geometrycznych

przestrzeni i krat Banacha. Dla krat badamy lokalne wersje jednostajnej monotonicz-
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no±ci � doln¡ i górn¡. W rozdziale tym przedstawiamy równie» nowe wyniki dotycz¡ce

charakteryzacji innej wªasno±ci krat Banacha � porz¡dkowej gªadko±ci. Charaktery-

zacja ta prowadzi tak»e do de�nicji nowych wªasno±ci geometrycznych, dualnych do

lokalnych wersji jednostajnej monotoniczno±ci. Wykazujemy twierdzenia o dualno±ci

tych nowych wªasno±ci geometrycznych i dolnej oraz górnej lokalnej jednostajnej mo-

notoniczno±ci. Na koniec tego rozdziaªu podajemy równie» przykªady, które pokazuj¡,

»e dolna i górna lokalna jednostajna monotoniczno±¢ s¡ wªasno±ciami nieporównywal-

nymi. W szczególno±ci prezentujemy metod¦ konstruowania krat Banacha, które s¡

dolnie, ale nie górnie lokalnie jednostajnie monotoniczne oraz opisujemy takie przenor-

mowanie klasycznej przestrzeni ci¡gów zbie»nych c, »e powstaªa w ten sposób krata

Banacha jest górnie lokalnie jednostajnie monotoniczna, ale nie jest dolnie lokalnie

jednostajnie monotoniczna.

Drugi rozdziaª jest po±wi¦cony ogólnej dyskretnej metodzie interpolacji i sumom

prostym przestrzeni Banacha. Dyskretna metoda interpolacji znalazªa interesuj¡ce

zastosowanie w teorii operatorów. W pracy [14] metoda ta posªu»yªa do znalezienia

faktoryzacji operatorów sªabo zwartych przez przestrzenie re�eksywne. Problem sta-

bilno±ci wªasno±ci geometrycznych dla tej metody interpolacji nie byª dot¡d obszernie

studiowany. Jednym ze znanych wyników w tym zakresie jest twierdzenie o stabilno-

±ci jednostajnej wypukªo±ci, które zostaªo udowodnione w pracy [44]. W tej rozprawie

dowodzimy twierdzenia, które dotycz¡ zarówno wªasno±ci sªabszych od jednostajnej

wypukªo±ci, jak i jej niesko«czenie wymiarowych odpowiedników. W szczególno±ci po-

kazujemy, »e (przy odpowiednich zaªo»eniach o przestrzeni E w de�nicji rozpatrywanej

metody) ±cisªa i lokalna jednostajna wypukªo±¢ przenosz¡ si¦ z jednej z przestrzeni

z wyj±ciowej pary przestrzeni Banacha na przestrze« interpolacyjn¡ otrzyman¡ za

pomoc¡ ogólnej dyskretnej metody interpolacji oraz, »e to samo dotyczy niemal jed-

nostajnej wypukªo±ci i wªasno±ci (β). Aby udowodni¢ twierdzenie o wªasno±ci (β),

wykazujemy równie» twierdzenie o przenoszeniu si¦ wªasno±ci (β) na sumy proste.

W trzecim rozdziale zaprezentowane s¡ nowe wyniki otrzymane dla metody inter-

polacji Yoshikawy-Sparra. Jeden z pierwszych wyników dotycz¡cych stabilno±ci wªa-

sno±ci geometrycznych przy rzeczywistej metodzie interpolacji zostaª otrzymany przez

Bernarda Beauzamy'ego w pracy [5]. Udowodniª on, »e je»eli co najmniej jedna z prze-
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strzeni X0, X1 jest jednostajnie wypukªa, to przestrze« interpolacyjna otrzymana dla

tej pary przestrzeni za pomoc¡ ci¡gªej wersji metody interpolacji Lionsa-Peetrego

równie» ma t¦ wªasno±¢. Bernard Beauzamy badaª tak»e wªasno±¢ sªabsz¡ ni» jedno-

stajna wypukªo±¢ � ±cisª¡ wypukªo±¢. Udowodniª »e, przy dodatkowych zaªo»eniach

o parze porównywalnych przestrzeni Banacha, ±cisªa wypukªo±¢ przenosi si¦ z jednej

z przestrzeni na przestrze« interpolacyjn¡ otrzyman¡ za pomoc¡ dyskretnej wersji

metody interpolacji Lionsa-Peetrego. Dowód tego twierdzenia mo»na znale¹¢ w mo-

nogra�i [32].

Niesko«czenie wymiarowe odpowiedniki jednostajnej wypukªo±ci � takie jak wªa-

sno±¢ Kadeca-Klee'ego, byªy studiowane w pracy [19]. Autorzy tej pracy rozpatrywali

konstrukcje ogólniejsze ni» klasyczna metoda Lionsa-Peetrego dla dwóch przestrzeni.

Z twierdzenia, które udowodnili, wynika w szczególno±ci, »e wªasno±¢ Kadeca-Klee'ego

przenosi si¦ z jednej z przestrzeni z pary przestrzeni Banacha (X0, X1) na przestrze«

interpolacyjn¡ Lionsa-Peetrego otrzyman¡ zarówno przez ci¡gª¡, jak i dyskretn¡ wer-

sj¦ tej metody.

Wyniki dotycz¡ce niemal jednostajnej wypukªo±ci oraz wªasno±ci (β) s¡ równie»

znane, jednak tylko dla dyskretnej wersji metody interpolacji Yoshikawy-Sparra. Zo-

staªy one przedstawione w pracy [37]. Autorzy tej pracy udowodnili, »e je»eli jedna

z przestrzeni z n+ 1 porównywalnych przestrzeni (X0, X1, . . . , Xn) jest niemal jedno-

stajnie wypukªa, to przestrze« interpolacyjna otrzymana za pomoc¡ dyskretnej wersji

metody interpolacji Yoshikawy-Sparra równie» ma t¦ wªasno±¢. W powy»ej cytowanej

pracy znajduje si¦ równie» analogiczny wynik dla wªasno±ci (β), jednak w dowodzie

twierdzenia dla tej wªasno±ci autorzy wykorzystali wynik dotycz¡cy stabilno±ci wªa-

sno±ci (β) dla sum prostych, który ostatecznie nigdy si¦ nie ukazaª. Wynik z rozdziaªu

drugiego uzupeªnia t¦ luk¦.

W twierdzeniach, o których mowa powy»ej rozpatruje si¦ przestrzenie interpolacyj-

ne wyposa»one w pewne szczególne normy. W tej rozprawie rozwa»amy szereg innych

norm i osi¡gni¦tych dla nich rezultatów nie mo»na w bezpo±redni sposób wyprowadzi¢

ze znanych wcze±niej twierdze«.

Na pocz¡tku trzeciego rozdziaªu s¡ przedstawione podstawowe poj¦cia i de�nicje

zwi¡zane z rzeczywist¡ metod¡ interpolacji. Nast¦pnie podajemy dwa nowe twierdze-
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nia dotycz¡ce stabilno±ci jednostajnej wypukªo±ci przy metodzie interpolacji Yoshikawy-

Sparra. W dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu zajmujemy si¦ gªównie niesko«czenie wymia-

rowymi odpowiednikami jednostajnej wypukªo±ci. Najpierw dowodzimy twierdzenia

dotycz¡ce stabilno±ci niemal jednostajnej wypukªo±ci i wªasno±ci (β) w przypadku,

gdy przestrze« interpolacyjna jest wyposa»ona w norm¦ w wersji dyskretnej. Nast¦p-

nie przechodzimy do przedstawienia metody, która umo»liwia otrzymanie wyników dla

ci¡gªej wersji tej metody interpolacji, korzystaj¡c z wcze±niej udowodnionych twier-

dze« dla jej dyskretnego odpowiednika. W ten sposób otrzymujemy twierdzenia o sta-

bilno±ci jednostajnej wypukªo±ci, niemal jednostajnej wypukªo±ci i wªasno±ci (β) dla

ci¡gªej wersji metody Yoshikawy-Sparra. Podajemy tak»e przykªad, który pokazuje,

»e przestrzenie interpolacyjne otrzymane za pomoc¡ ci¡gªej i dyskretnej wersji rozwa-

»anej metody interpolacji mog¡ nie by¢ izometryczne, a zatem twierdzenia dotycz¡ce

stabilno±ci wªasno±ci geometrycznych dla tych wersji nale»y rozpatrywa¢ oddzielnie.

Ostatni, czwarty rozdziaª tej rozprawy po±wi¦cony jest zespolonej metodzie inter-

polacji Alberto Calderóna. Dla tej metody jest mniej znanych wyników dotycz¡cych

stabilno±ci wªasno±ci geometrycznych ni» dla rzeczywistej metody interpolacji.

Stabilno±¢ jednostajnej wypukªo±ci przy zespolonej metodzie interpolacji Calde-

róna byªa najpierw studiowana przez Michaela Cwikela i Shlomo Reisnera w pracy

[13]. Wykazali oni, »e je»eli jedna z przestrzeni z pary porównywalnych przestrzeni

Banacha jest jednostajnie wypukªa, to t¦ sam¡ wªasno±¢ ma równie» przestrze« in-

terpolacyjna. Inny dowód tego twierdzenia w ogólniejszej wersji zostaª podany przez

Maura Salvatoriego i Marco Vignatiego w pracy [51].

Na pocz¡tku rozdziaªu czwartego przytaczamy poj¦cia i de�nicje zwi¡zane z ze-

spolon¡ metod¡ interpolacji. Prezentacj¦ nowych wyników zaczynamy od twierdze«

dotycz¡cych stabilno±ci wªasno±ci geometrycznych sªabszych od jednostajnej wypu-

kªo±ci. Wykazujemy twierdzenia dotycz¡ce stabilno±ci ±cisªej wypukªo±ci i lokalnej

jednostajnej wypukªo±ci przy zespolonej metodzie interpolacji Calderóna.

W dalszej cz¦±ci czwartego rozdziaªu skupiamy si¦ na niesko«czenie wymiarowych

odpowiednikach jednostajnej wypukªo±ci. Problem stabilno±ci takich wªasno±ci jak

wªasno±¢ Kadeca-Klee'ego i wªasno±¢ (β) pozostaje nierozwi¡zany w ogólnej postaci.

W tej rozprawie przedstawiamy wyniki pokazuj¡ce, »e przy dodatkowych zaªo»eniach
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o parze porównywalnych przestrzeni Banacha, wªasno±ci te przenosz¡ si¦ z jednej z

przestrzeni na przestrze« interpolacyjn¡ otrzyman¡ za pomoc¡ zespolonej metody

interpolacji Calderóna.

Na koniec rozdziaªu czwartego zajmujemy si¦ jeszcze problemem stabilno±ci wªa-

sno±ci geometrycznych krat Banacha przy zespolonej metodzie interpolacji. Wykazuje-

my, »e jednostajna monotoniczno±¢ przenosi si¦ z jednej z interpolowanych przestrzeni

na przestrze« interpolacyjn¡ otrzyman¡ za pomoc¡ tej metody.

Cz¦±¢ autorskich wyników przedstawionych w tej pracy znajduje si¦ równie» w

artykuªach [2], [3] i [4].



Rozdziaª 1

Geometryczne wªasno±ci przestrzeni

i krat Banacha

1.1 Geometryczne wªasno±ci przestrzeni Banacha

W tym rozdziale przypominamy de�nicje studiowanych wªasno±ci geometrycznych

przestrzeni Banacha. Przestrzenie Banacha b¦dziemy oznacza¢ przez X, Y, Z, . . ., na-

tomiast ich normy � przez ‖ · ‖, ‖ · ‖X , ‖ · ‖∞ i tym podobnie. Ponadto przez BX ozna-

czamy domkni¦t¡ kul¦ jednostkow¡ przestrzeni Banacha X: BX = {x ∈ X : ‖x‖ ¬ 1},
a przez SX � jej brzeg, czyli sfer¦ jednostkow¡: SX = {x ∈ X : ‖x‖ = 1}.

Jedn¡ z najwcze±niej zde�niowanych wªasno±ci geometrycznych przestrzeni Bana-

cha jest jednostajna wypukªo±¢. Jej de�nicj¦ podaª James Clarkson w pracy [11] z

roku 1936.

De�nicja 1.1.

Przestrze« Banacha X jest jednostajnie wypukªa, je»eli dla ka»dego ε ∈ (0, 2] istnieje

δ > 0 taka, »e dla dowolnych dwóch wektorów x, y ∈ SX takich, »e ‖x− y‖ ­ ε mamy∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ ¬ 1− δ.

W cytowanej powy»ej pracy James Clarkson udowodniª, »e klasyczne przestrzenie

Lp s¡ jednostajnie wypukªe dla 1 < p <∞ oraz, »e sko«czone sumy proste przestrzeni

jednostajnie wypukªych równie» maj¡ t¦ wªasno±¢ (przy dodatkowych zaªo»eniach o

normie w sumie prostej).
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Jednostajna wypukªo±¢ jest wªasno±ci¡, która ma wiele zastosowa«, na przykªad

przestrzenie jednostajnie wypukªe s¡ re�eksywne oraz maj¡ struktur¦ normaln¡, a za-

tem podzbiory domkni¦te, wypukªe i ograniczone w tych przestrzeniach maj¡ wªasno±¢

punktu staªego dla przeksztaªce« nieoddalaj¡cych (zobacz [26]).

Jednostajn¡ wypukªo±¢ przestrzeni BanachaX mo»na opisa¢ przy pomocy moduªu

tej wªasno±ci.

De�nicja 1.2 ([15, str. 145]).

Funkcj¦ δX : [0, 2]→ [0, 1] okre±lon¡ wzorem

δX(ε) = inf
{

1−
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ : x, y ∈ SX , ‖x− y‖ ­ ε
}

nazywamy moduªem wypukªo±ci przestrzeni Banacha X.

Przestrze« Banacha X jest jednostajnie wypukªa wtedy i tylko wtedy, gdy δX(ε) >

0 dla ka»dego ε ∈ (0, 2]. W powy»szej de�nicji warunek x, y ∈ SX mo»na zast¡pi¢

przez x, y ∈ BX , a tak»e ‖x − y‖ ­ ε przez ‖x − y‖ = ε. Ponadto funkcja δX(ε)

jest niemalej¡ca i ci¡gªa na przedziale (0, 2) oraz te same wªasno±ci ma funkcja δX(ε)
ε

(zobacz [27]).

W przestrzeniach jednostajnie wypukªych speªniona jest silniejsza wersja nierów-

no±ci trójk¡ta dla normy. Z pracy Lecha Maligrandy [42] wiemy, »e w ka»dej przestrzeni

Banacha X speªniona jest nierówno±¢

‖x+ y‖ ¬ ‖x‖+ ‖y‖ −
(

2−
∥∥∥∥∥ x

‖x‖
+

y

‖y‖

∥∥∥∥∥
)

min{‖x‖, ‖y‖},

gdzie x, y ∈ X s¡ dowolnymi niezerowymi wektorami. Z powy»szej nierówno±ci, uwzgl¦d-

niaj¡c de�nicj¦ moduªu wypukªo±ci, otrzymujemy nast¦puj¡c¡ nierówno±¢, z której

b¦dziemy korzystali w dalszej cz¦±ci tej rozprawy

(1.1)
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ ¬ ‖x‖+ ‖y‖
2

− δX
(∥∥∥∥∥ x

‖x‖
− y

‖y‖

∥∥∥∥∥
)

min{‖x‖, ‖y‖}.

Zauwa»my, »e poniewa» δX(ε)
ε

jest funkcj¡ niemalej¡c¡, wi¦c

δX(λε)
λε

¬ δX(ε)
ε
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dla dowolnego λ ∈ (0, 1]. Przy uwzgl¦dnieniu tej obserwacji, z nierówno±ci (1.1) wnio-

skujemy, »e je±li ‖x‖ = min{‖x‖, ‖y‖} ¬ 1, to

(1.2)
‖x+ y‖ ¬ ‖x‖+ ‖y‖ − 2‖x‖δX

(∥∥∥∥∥ x

‖x‖
− y

‖y‖

∥∥∥∥∥
)

¬ ‖x‖+ ‖y‖ − 2δX

(∥∥∥∥∥x− ‖x‖‖y‖y
∥∥∥∥∥
)
.

Nierówno±¢ analogiczna do nierówno±ci (1.1) zostaªa wykazana ju» przez Clarksona w

pracy [11].

Lokaln¡ wersj¦ jednostajnej wypukªo±ci zde�niowaª Lovaglia w pracy [40].

De�nicja 1.3.

Przestrze« Banacha X jest lokalnie jednostajnie wypukªa, je»eli dla ka»dego x ∈ SX i

ka»dego ε ∈ (0, 2] istnieje δ > 0 taka, »e dla dowolnego y ∈ SX takiego, »e ‖x−y‖ ­ ε

mamy ∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ ¬ 1− δ.

Lokaln¡ jednostajn¡ wypukªo±¢ mo»na tak»e scharakteryzowa¢ przy u»yciu ci¡gów.

Istotnie, przestrze« X jest lokalnie jednostajnie wypukªa wtedy i tylko wtedy, gdy dla

dowolnego x ∈ SX i dla dowolnego ci¡gu (yn) in X takiego, »e limn→∞ ‖yn‖ = 1 i

limn→∞ ‖x + yn‖ = 2 ma miejsce równo±¢ limn→∞ ‖x − yn‖ = 0 (patrz [40]). Wynika

st¡d, »e w de�nicji 1.3 warunek y ∈ SX mo»na zast¡pi¢ przez y ∈ BX i zde�niowa¢

nast¦puj¡cy moduª lokalnej jednostajnej wypukªo±ci w punkcie x ∈ SX :

δX,l(ε, x) = inf
{

1−
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ : y ∈ BX , ‖x− y‖ ­ ε
}
.

Przestrze« X jest lokalnie jednostajnie wypukªa wtedy i tylko wtedy, gdy ka»dego

x ∈ SX i ka»dego ε ∈ (0, 2] zachodzi nierówno±¢ δX,l(ε, x) > 0.

Nast¦puj¡cy techniczny lemat pozwala w warunku lokalnej jednostajnej wypukªo-

±ci uwolni¢ si¦ od zaªo»enia, »e x ∈ SX .

Lemat 1.1.

Je»eli przestrze« Banacha X jest lokalnie jednostajnie wypukªa, to dla dowolnych wek-

torów x, y ∈ BX takich, »e x 6= 0 i ‖x− y‖ ­ ε zachodzi nierówno±¢∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ ¬ 1− 1
4
δX,l

(
ε

2
,
x

‖x‖

)
.
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Dowód.

Zaªó»my, »e przestrze« X jest lokalnie jednostajnie wypukªa i wektory x, y ∈ BX

speªniaj¡ zaªo»enia lematu. Oznaczmy δ1 = δX,l
(
ε
2 ,

x
‖x‖

)
. Je±li ‖x‖ < 1− 1

2δ1, to∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ ¬ 1
2

(‖x‖+ ‖y‖) < 1− 1
4
δ1.

Zaªó»my teraz, »e ‖x‖ ­ 1 − 1
2δ1. Wtedy

∥∥∥ x
‖x‖ −

y
‖x‖

∥∥∥ = 1
‖x‖‖x − y‖ ­ ε oraz

∥∥∥ y
‖x‖

∥∥∥ ¬
(1− 1

2δ1)−1 ¬ 1 + δ1, wi¦c lemat 1 z pracy [53] pokazuje, »e 1
2

∥∥∥ x
‖x‖ + y

‖x‖

∥∥∥ ¬ 1− 1
2δ1,

czyli
1
2
‖x+ y‖ ¬ ‖x‖

(
1− 1

2
δ1

)
¬ 1− 1

2
δ1.

�

Inn¡ wªasno±ci¡ sªabsz¡ ni» jednostajna wypukªo±¢ jest ±cisªa wypukªo±¢, która

byªa studiowana ju» przez Jamesa Clarksona w cytowanej wy»ej pracy [11], gdzie

udowodniª on, »e dla ka»dej o±rodkowej przestrzeni Banacha X mo»na skonstruowa¢

norm¦ równowa»n¡, dla której przestrze« X jest ±ci±le wypukªa.

De�nicja 1.4.

Mówimy, »e przestrze« Banacha X jest ±ci±le wypukªa, je»eli dla ka»dych wektorów

x, y ∈ SX takich, »e x 6= y mamy ∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ < 1.

Jednostajna wypukªo±¢ implikuje ±cisª¡ wypukªo±¢. Ponadto w przestrzeniach sko«-

czenie wymiarowych obie te wªasno±ci s¡ równowa»ne, co wynika ze zwarto±ci kul w

takich przestrzeniach. Mimo »e ±cisªa wypukªo±¢ jest wªasno±ci¡ sªabsz¡ od jej jed-

nostajnej wersji, ±ci±le wypukªe przestrzenie równie» maj¡ wiele �dobrych� wªasno±ci,

na przykªad dowolny funkcjonaª liniowy i ci¡gªy okre±lony na podprzestrzeni prze-

strzeni Banacha X ma jednoznaczne rozszerzenie do caªej przestrzeni wtedy i tylko

wtedy, gdy przestrze« Banacha X∗ jest ±ci±le wypukªa (twierdzenie to znane jest jako

twierdzenie Taylora-Foguela, zobacz [27]).

Wszystkie powy»ej zde�niowane wªasno±ci, mimo »e zazwyczaj s¡ stosowane do

przestrzeni niesko«czenie wymiarowych, maj¡ charakter sko«czenie wymiarowy. Nie-

sko«czenie wymiarowy odpowiednik jednostajnej wypukªo±ci zostaª zde�niowany przez
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Roberta Hu�a w pracy [31]. Jest to niemal jednostajna wypukªo±¢. Poni»ej przez

sep(xn) b¦dziemy oznaczali separator ci¡gu (xn), tj. sep(xn) = inf{‖xn−xm‖ : n 6= m}
oraz przez co(xn) � powªok¦ wypukª¡ zbioru zªo»onego z elementów ci¡gu (xn), czyli

co(xn) =
{
x ∈ X : x =

k∑
i=1

λixni , λi ­ 0,
k∑
i=1

λi = 1
}
.

De�nicja 1.5 ([31]).

Mówimy, »e przestrze« Banacha X:

1. ma wªasno±¢ Kadeca-Klee'ego, je»eli dla ka»dego ci¡gu (xn) elementów kuli jed-

nostkowej BX takiego, »e sep(xn) > 0 oraz (xn) d¡»y sªabo do elementu x, mamy

‖x‖ < 1,

2. ma jednostajn¡ wªasno±¢ Kadeca-Klee'ego je»eli dla ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0

taka, »e dla ka»dego ci¡gu (xn) elementów kuli jednostkowej BX , który speªnia

warunek sep(xn) ­ ε oraz d¡»y sªabo do elementu x, mamy

‖x‖ ¬ 1− δ,

3. jest niemal jednostajnie wypukªa je»eli dla ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0 taka, »e

dla ka»dego ci¡gu (xn) elementów kuli jednostkowej BX , który speªnia warunek

sep(xn) ­ ε, istnieje taki element x ∈ co(xn), »e

‖x‖ ¬ 1− δ.

Warunki z de�nicji 1.5 maj¡ istotny sens jedynie dla przestrzeni niesko«czenie

wymiarowych, ale formalnie przyjmuje si¦, »e równie» przestrzenie sko«czenie wymia-

rowe maj¡ zde�niowane powy»ej wªasno±ci. W pracy [31] Robert Hu� udowodniª, »e

przestrze« X jest niemal jednostajnie wypukªa wtedy i tylko wtedy, gdy X ma jedno-

stajn¡ wªasno±¢ Kadeca-Klee'ego i jest re�eksywna. Niezale»nie wªasno±¢ równowa»n¡

niemal jednostajnej wypukªo±ci wprowadzili Kazimierz Goebel i Tadeusz S¦kowski w

pracy [28]. Dla swojej wªasno±ci u»ywali oni nazwy niezwarta jednostajna wypukªo±¢.

Zde�niowali oni moduª tej wªasno±ci i udowodnili, »e przestrzenie niemal jednostajnie
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wypukªe s¡ re�eksywne i maj¡ struktur¦ normaln¡, a co za tym idzie � zbiory wypu-

kªe, domkni¦te i ograniczone w tych przestrzeniach maj¡ wªasno±¢ punktu staªego dla

przeksztaªce« nieoddalaj¡cych.

Moduªy niemal jednostajnej wypukªo±ci oraz wªasno±ci Kadeca-Klee'ego de�niu-

jemy nast¦puj¡co (zobacz na przykªad [28], [46]).

De�nicja 1.6 ([28]).

Funkcj¦ ∆X dan¡ wzorem

∆X(ε) = inf{1− inf{‖x‖ : x ∈ co(xn)} : (xn) ⊂ BX , sep(xn) ­ ε}

nazywamy moduªem niemal jednostajnej wypukªo±ci przestrzeni Banacha X.

De�nicja 1.7 ([46]).

Funkcj¦ ∆K,X dan¡ wzorem

∆K,X(ε) = inf {1− ‖x‖ : (xn) ⊂ BX , sep(xn) ­ ε, (xn) d¡»y sªabo do x}

nazywamy moduªem wªasno±ci Kadeca-Klee'ego przestrzeni Banacha X.

Inn¡ wªasno±ci¡ o charakterze niesko«czenie wymiarowym jest wªasno±¢ (β). Byªa

ona badana w zwi¡zku z wªasno±ci¡ znan¡ jako �drop property� (zobacz [49], [50]).

De�nicj¦ wªasno±ci (β) podaª Stefan Rolewicz w pracy [50], my jednak przytoczymy

de�nicj¦ równowa»n¡, zawart¡ w pracy [18].

De�nicja 1.8.

Mówimy, »e przestrze« Banacha X ma wªasno±¢ (β) je»eli dla ka»dego ε > 0 ist-

nieje δ > 0 taka, »e dla dowolnego elementu x ∈ BX i dowolnego ci¡gu (xn) w kuli

jednostkowej BX takiego, »e sep(xn) ­ ε istnieje taki indeks n0, »e∥∥∥∥x+ xn0
2

∥∥∥∥ ¬ 1− δ.

Wªasno±¢ (β) ma istotny sens jedynie dla przestrzeni niesko«czenie wymiarowych,

ale przyjmuje si¦, »e przestrzenie sko«czenie wymiarowe maj¡ wªasno±¢ (β). Przy

rozwa»aniu wªasno±ci (β) b¦dzie nam potrzebny moduª tej wªasno±ci. De�nicja, któr¡

podamy, ró»ni si¦ nieznacznie od tych, które mo»na znale¹¢ w literaturze, na przykªad

w pracy [18], jednak jest ona bardziej odpowiednia dla naszych rozwa»a«.
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De�nicja 1.9.

Funkcj¦ βX zadan¡ wzorem

βX(ε) = inf
{

1− lim inf
n→∞

∥∥∥∥x+ xn
2

∥∥∥∥ : x ∈ BX , (xn) ⊂ BX , sep(xn) ­ ε
}

nazywamy moduªem wªasno±ci (β) przestrzeni Banacha X.

Warto zauwa»y¢, »e jednostajna wypukªo±¢ implikuje wªasno±¢ (β), a ta z kolei

implikuje niemal jednostajn¡ wypukªo±¢, zatem przestrzenie Banacha z wªasno±ci¡ (β)

równie» maj¡ struktur¦ normaln¡. Ponadto, jak zostaªo udowodnione w pracy [36],

wªasno±¢ (β) implikuje równie» struktur¦ normaln¡ w przestrzeni sprz¦»onej X∗. Jest

to wa»ne, poniewa» struktura normalna przestrzeni Banacha X nie musi zachowywa¢

si¦ przy przechodzeniu do przestrzeni dualnej.

W odró»nieniu od moduªów zwi¡zanych z wariantami jednostajnej wypukªo±ci,

dziedzin¡ moduªów niemal jednostajnej wypukªo±ci, wªasno±ci Kadeca-Klee'ego i wªa-

sno±ci (β) jest przedziaª postaci [0, c], gdzie c zale»y od rozwa»anej przestrzeni. Moduªy

wªasno±ci geometrycznych przestrzeni Banacha, takie jak na przykªad moduª wypu-

kªo±ci lub moduª niemal jednostajnej wypukªo±ci, nie musz¡ by¢ funkcjami wypukªymi

(zobacz na przykªad [27]). Na koniec tego podrozdziaªu zaprezentujemy jednak fakt,

który umo»liwi nam traktowanie moduªów ró»nych wªasno±ci geometrycznych jako

funkcji wypukªych, co pozwoli nam mi¦dzy innymi na stosowanie nierówno±ci Jense-

na.

Uwaga 1.1.

Niech f : [0, a]→ [0,∞) b¦dzie funkcj¡ niemalej¡c¡ tak¡, »e f(0) = 0 oraz f(t) > 0 dla

ka»dego t > 0. Wtedy istnieje funkcja wypukªa g : [0, a]→ [0,∞), która równie» jest

niemalej¡ca i speªnia warunki: g(0) = 0, g(t) > 0 dla ka»dego t > 0 oraz g(t) ¬ f(t)

dla ka»dego t ∈ [0, a].

Wystarczy przyj¡¢

g(t) =
∫ t

a

0
f(as)ds.

Wtedy g jest funkcj¡ wypukª¡ oraz

g(t) ¬
∫ t

a

0
f(t)ds =

t

a
f(t) ¬ f(t)
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dla ka»dego t ∈ [0, a]. Ponadto

g(t) ­
∫ t

a

t
2a

f(as)ds ­
∫ t

a

t
2a

f
(
t

2

)
ds =

t

2a
f
(
t

2

)
> 0

dla t > 0.

1.2 Geometryczne wªasno±ci krat Banacha

Wi¦kszo±¢ znanych przestrzeni Banacha posiada dodatkow¡ struktur¦ � mo»na

wprowadzi¢ w nich relacj¦ cz¦±ciowego porz¡dku. Krat¡ Banacha nazywamy rzeczy-

wist¡ przestrze« Banacha X, w której zadany jest cz¦±ciowy porz¡dek ¬ speªniaj¡cy

nast¦puj¡ce warunki:

1. x ¬ y ⇒ x+ z ¬ y + z dla dowolnych x, y, z ∈ X,

2. 0 ¬ x ⇒ 0 ¬ tx je±li t ­ 0,

3. dla dowolnych x, y ∈ X istnieje x ∨ y = sup{x, y},

4. |x| ¬ |y| ⇒ ‖x‖ ¬ ‖y‖ dla dowolnych x, y ∈ X, gdzie |z| = z ∨ (−z).

Z warunku 3 wynika, »e dla dowolnych x, y ∈ X, istnieje tak»e x ∧ y = −((−x) ∨
(−y)) = inf{x, y}.

Dla kraty Banacha X, przez X+ oznaczamy dodatni sto»ek kraty X, tj. X+ =

{x ∈ X : x ­ 0}. Ponadto przez S(X+) oznaczamy cz¦±¢ dodatni¡ sfery jednostkowej,

czyli S(X+) = SX ∩ X+, a przez B(X+) � cz¦±¢ dodatni¡ kuli jednostkowej, czyli

B(X+) = BX ∩X+.

Przestrze« sprz¦»ona X∗ do kraty Banacha X jest tak»e krat¡ Banacha ze stan-

dardowym porz¡dkiem, zgodnie z którym nierówno±¢ f ¬ g dla f, g ∈ X∗ oznacza, »e
f(x) ¬ g(x) dla wszystkich x ∈ X+. Dla tego porz¡dku supremum pary funkcjonaªów

f, g ∈ X∗ wyra»a si¦ wzorem

(1.3) (f ∨ g)(x) = sup{f(y) + g(x− y) : y ∈ X, 0 ¬ y ¬ x}

dla x ∈ X+. Poniewa» kanoniczne wªo»enie X w X∗∗ jest izometri¡ porz¡dkow¡ (patrz

np. [39, Proposition 1.a.2]), wi¦c prawdziwy jest tak»e wzór otrzymany z (1.3) przez
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zamian¦ rolami krat X i X∗, czyli

(1.4) f(x ∨ y) = sup{g(x) + (f − g)(y) : g ∈ X∗, 0 ¬ g ¬ f}

dla dowolnych x, y ∈ X i dowolnego funkcjonaªu f ∈ X∗+.
Porz¡dkowym odpowiednikiem jednostajnej wypukªo±ci dla krat Banacha jest jed-

nostajna monotoniczno±¢. Zostaªa ona zde�niowany przez Garretta Birkho�a w ksi¡»-

ce [7]. De�nicje poni»szych wªasno±ci podajemy zgodnie z [24].

De�nicja 1.10.

Mówimy, »e krata Banacha X jest

1. ±ci±le monotoniczna, je»eli dla dowolnych dwóch wektorów x, y ∈ X, x 6= y

takich, »e 0 ¬ y ¬ x mamy ‖y‖ < ‖x‖,

2. dolnie lokalnie jednostajnie monotoniczna, je»eli dla ka»dego x ∈ S(X+) i dla

ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0 taka, »e je»eli y ∈ B(X+) speªnia warunki: 0 ¬ y ¬
x, ‖y‖ ­ ε, to

‖x− y‖ ¬ 1− δ,

3. górnie lokalnie jednostajnie monotoniczna, je»eli dla ka»dego x ∈ S(X+) i dla

ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0 taka, »e je»eli y ∈ B(X+) speªnia warunek ‖y‖ ­ ε,

to

‖x+ y‖ ­ 1 + δ,

4. jednostajnie monotoniczna, je»eli dla ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0 taka, »e dla

dowolnych x, y ∈ X speªniaj¡cych warunki: 0 ¬ y ¬ x, ‖x‖ = 1, ‖y‖ ­ ε

zachodzi nierówno±¢

‖x− y‖ ¬ 1− δ.

Jednostajna monotoniczno±¢ jest najsilniejsz¡ spo±ród wªasno±ci z de�nicji 1.10

i zarówno dolna jak i górna lokalna jednostajna monotoniczno±¢ implikuj¡ ±cisª¡ mo-

notoniczno±¢ (zobacz [24]). Przestrzenie jednostajnie monotoniczne nie musz¡ jednak

by¢ re�eksywne � typowym przykªadem jest klasyczna przestrze« l1.
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Warunki monotoniczno±ci mo»na scharakteryzowa¢ przy pomocy ci¡gów. Rzeczy-

wi±cie, krata X jest dolnie lokalnie jednostajnie monotoniczna wtedy i tylko wtedy,

gdy dla ka»dego x ∈ S(X+) i ka»dego ci¡gu (xn) w X takiego, »e 0 ¬ xn ¬ x dla

wszystkich n ∈ N oraz limn→∞ ‖xn‖ = 1, zachodzi równo±¢ limn→∞ ‖x− xn‖ = 0.

Podobnie, X jest górnie lokalnie jednostajnie monotoniczna wtedy i tylko wtedy,

gdy dla ka»dego x ∈ S+(X) i ka»dego ci¡gu (xn) wX takiego, »e x ¬ xn dla wszystkich

n ∈ N oraz limn→∞ ‖xn‖ = 1, zachodzi równo±¢ limn→∞ ‖xn − x‖ = 0 (patrz [24]).

Uwaga 1.2.

Korzystaj¡c z powy»szych warunków i ci¡gowej charakteryzacji lokalnej jednostajnej

wypukªo±ci mo»na stwierdzi¢, »e wªasno±¢ ta implikuje zarówno doln¡, jak równie»

gór¡ lokaln¡ jednostajn¡ monotoniczno±¢.

Rzeczywi±cie, zaªó»my, »e krata X jest lokalnie jednostajnie wypukªa. Je»eli x ∈
S(X+) i ci¡g (xn) w X jest taki, »e 0 ¬ xn ¬ x dla wszystkich n ∈ N oraz

limn→∞ ‖xn‖ = 1, to z nierówno±ci 2xn ¬ x+xn ¬ 2x wynika, »e limn→∞ ‖x+xn‖ = 2

i wobec naszego zaªo»enia zachodzi równo±¢ limn→∞ ‖x−xn‖ = 0. Zatem X jest dolnie

lokalnie jednostajnie monotoniczna.

Podobnie je±li x ∈ S+(X) i ci¡g (xn) w X jest taki, »e x ¬ xn dla wszystkich

n ∈ N oraz limn→∞ ‖xn‖ = 1, to z nierówno±ci 2x ¬ x + xn ¬ 2xn wynika, »e

limn→∞ ‖x + xn‖ = 2 i wobec lokalnej jednostajnej wypukªo±ci X zachodzi równo±¢

limn→∞ ‖xn − x‖ = 0. Zatem X jest górnie lokalnie jednostajnie monotoniczna.

W dalszej cz¦±ci rozprawy, w dowodach niektórych twierdze«, b¦dziemy potrzebo-

wali funkcji nazywanej moduªem monotoniczno±ci kraty Banacha.

De�nicja 1.11.

Funkcj¦ δm,X : [0, 1]→ [0, 1] dan¡ wzorem

δm,X(ε) = inf{1− ‖x− y‖ : 0 ¬ y ¬ x, ‖x‖ ¬ 1, ‖y‖ ­ ε}

nazywamy moduªem monotoniczno±ci kraty Banacha X.

W de�nicji jednostajnej monotoniczno±ci warunek ‖x‖ = 1 mo»na zast¡pi¢ przez

‖x‖ ¬ 1, wi¦c krata Banacha X jest jednostajnie monotoniczna wtedy i tylko wtedy,
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gdy δm,X(ε) > 0 dla ka»dego ε > 0. Je±li X jest jednostajnie wypukªa, to X jest

jednostajnie monotoniczna. Wynika to z nast¦puj¡cej nierówno±ci mi¦dzy moduªami

wypukªo±ci i monotoniczno±ci

(1.5) δX(ε) ¬ δm,X(ε) ¬ ε

dla ka»dego ε ∈ [0, 1] (patrz [24]).

Wªasno±ci dualne do ±cisªej i jednostajnej monotoniczno±ci zastaªy scharakteryzo-

wane przez Wiesªawa Kurca w pracy [33].

De�nicja 1.12 ([33]).

Mówimy, »e krata Banacha X jest porz¡dkowo gªadka w punkcie x ∈ S(X+), je»eli

nie istnieje »aden nietrywialny przedziaª porz¡dkowy [g, f ] ⊂ S(X∗+) taki, »e f(x) =

g(x) = 1. Krat¦ Banacha X nazywamy porz¡dkowo gªadk¡, je»eli jest ona porz¡dkowo

gªadka w ka»dym punkcie x ∈ S(X+).

W pracy [33] Wiesªaw Kurc pokazaª, »e je»eli krata Banacha X∗ jest porz¡dkowo

gªadka, to krata Banacha X jest ±ci±le monotoniczna, oraz »e je»eli krata Banacha X∗

jest ±ci±le monotoniczna, to krata Banacha X jest porz¡dkowo gªadka.

Wªasno±ci¡ silniejsz¡ od porz¡dkowej gªadko±ci jest jednostajna porz¡dkowa gªad-

ko±¢, która równie» zostaªa zde�niowana w pracy [33]. Mo»na j¡ wprowadzi¢ przy

pomocy funkcji zwanej moduªem porz¡dkowej gªadko±ci, okre±lonej wzorem

ρX(τ) = sup{‖x ∨ τy‖ − 1 : x, y ∈ S(X+)}

dla τ ­ 0. Zauwa»my, »e ρX : [0,∞)→ [0,∞) jest funkcj¡ wypukª¡ i ρX(0) = 0, wi¦c

iloraz ró»nicowy ρX(τ)
τ

jest funkcj¡ niemalej¡c¡.

De�nicja 1.13 ([33]).

Mówimy, »e krata Banacha X jest jednostajnie porz¡dkowo gªadka, je»eli

lim
τ→0+

ρX(τ)
τ

= 0.

Dla przestrzeni jednostajnie porz¡dkowo gªadkich Kurc wykazaª w pracy [33] peªn¡

dualno±¢: krata Banacha X jest jednostajnie monotoniczna (jednostajnie porz¡dkowo
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gªadka) wtedy i tylko wtedy, gdy krata Banacha X∗ jest jednostajnie porz¡dkowo

gªadka (jednostajnie monotoniczna).

Przejdziemy teraz do zaprezentowania nowych wyników dotycz¡cych wªasno±ci

geometrycznych krat Banacha. Cz¦±¢ z nich zostaªa zawarta w pracy [4]. Podamy

charakteryzacj¦ porz¡dkowej gªadko±ci, która z kolei b¦dzie prowadziªa do de�nicji

wªasno±ci dualnych do dolnej i górnej lokalnej jednostajnej monotoniczno±ci. Podamy

równie» przykªady, które poka»¡, »e te dwie ostatnie wªasno±ci s¡ nieporównywal-

ne. Zaczniemy od przypomnienia charakteryzacji porz¡dkowej gªadko±ci podanej w

twierdzeniu 2 z pracy [33]. Zgodnie z nim krata Banacha X jest porz¡dkowo gªadka

w punkcie x ∈ S(X+) wtedy i tylko wtedy, gdy

lim
t→0+

‖x ∨ ty‖ − 1
t

= 0

dla ka»dego y ∈ S(X+).

1.3 Nowe wyniki

Podamy teraz nast¦puj¡c¡, now¡ charakteryzacj¦ porz¡dkowej gªadko±ci w punk-

cie, analogiczn¡ do charakteryzacji Szmuliana gªadko±ci normy w dowolnej przestrzeni

Banacha (zobacz na przykªad twierdzenie 1.4 w monogra�i [17]).

Twierdzenie 1.2 ([4]).

Krata Banacha X jest porz¡dkowo gªadka w punkcie x ∈ S(X+) wtedy i tylko wtedy,

gdy dla dowolnych dwóch ci¡gów funkcjonaªów (fn), (gn) w B(X∗+) takich, »e 0 ¬
gn ¬ fn dla ka»dego n ∈ N oraz limn→∞ gn(x) = 1, ci¡g (fn− gn) d¡»y do 0 w topologi

sªabej z gwiazdk¡ w X∗.

Dowód.

Zaªó»my, »e krata Banacha X jest porz¡dkowo gªadka w punkcie x ∈ S(X+) i

ustalmy dowolny y ∈ S(X+). Wtedy dla ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0 taka, »e je±li

0 < t ¬ δ, to

‖x ∨ ty‖ − 1 ¬ tε.
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We¹my funkcjonaªy fn, gn takie, jak w tre±ci twierdzenia. Poniewa» x ¬ x ∨ ty oraz

ty ¬ x ∨ ty, za± funkcjonaªy gn i fn − gn s¡ nieujemne, wi¦c

fn(x ∨ ty) ­ gn(x) + t(fn − gn)(y),

zatem

gn(x) + t(fn − gn)(y)− 1 ¬ fn(x ∨ ty)− 1 ¬ ‖x ∨ ty‖ − 1 ¬ tε,

czyli

gn(x)− 1 + t(fn − gn)(y) ¬ tε

dla 0 < t < δ. Przechodz¡c w powy»szej nierówno±ci do granicy górnej z n → ∞,
otrzymujmy

t lim sup
n→∞

(fn − gn)(y) ¬ tε.

St¡d

0 ¬ lim inf
n→∞

(fn − gn)(y) ¬ lim sup
n→∞

(fn − gn)(y) ¬ ε,

przy czym ε > 0 byªo wybrane dowolnie, a wi¦c limn→∞(fn − gn)(y) = 0, co wobec

dowolno±ci y ∈ S(X+) daje nam pierwsz¡ z implikacji w twierdzeniu.

Aby wykaza¢ implikacj¦ w drug¡ stron¦, zaªó»my, »e krata Banacha X nie jest

porz¡dkowo gªadka w x ∈ S(X+). Wtedy istnieje malej¡cy ci¡g liczb dodatnich (tn)

zbie»ny do 0 oraz ε > 0 i y ∈ S(X+) takie, »e mamy

‖x ∨ tny‖ − 1 ­ tnε

dla ka»dego n ∈ N. Wybierzmy funkcjonaªy fn ∈ S(X∗+) w ten sposób, »e

fn(x ∨ tny) ­ ‖x ∨ tny‖ −
tn
n
.

Korzystaj¡c ze wzoru (1.4), mo»emy wybra¢ funkcjonaªy gn ∈ B(X∗+) tak, »e gn ¬ fn

oraz

gn(x) + tn(fn − gn)(y) ­ fn(x ∨ tny)− tn
n
.

Wtedy równie»

gn(x) + tn(fn − gn)(y) ­ ‖x ∨ tny‖ −
2tn
n
.
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Przechodz¡c w powy»szej nierówno±ci do granicy z n→∞, widzimy, »e limn→∞ gn(x) =

1. Ponadto mamy

gn(x) + tn(fn − gn)(y)− 1 ­ ‖x ∨ tny‖ − 1− 2tn
n
­ tnε−

2tn
n
,

czyli

tn(fn − gn)(y) ­ tnε−
2tn
n

+ 1− gn(x) ­ tnε−
2tn
n
.

Daje nam to nast¦puj¡c¡ nierówno±¢

(fn − gn)(y) ­ ε− 2
n
,

która pokazuje, »e

lim inf
n→∞

(fn − gn)(y) ­ ε,

a wi¦c ci¡g (fn − gn) nie d¡»y do 0 w topologi sªabej z gwiazdk¡ w X∗. Ko«czy to

dowód twierdzenia.

�

Podamy teraz de�nicj¦ jednostajnej porz¡dkowej gªadko±ci w punkcie oraz jej cha-

rakteryzacj¦ (analogiczn¡ do charakteryzacji Szmuliana gªadko±ci normy zawartej na

przykªad w twierdzeniu 1.4 w monogra�i [17]).

De�nicja 1.14.

Mówimy, »e krata Banacha X jest jednostajnie porz¡dkowo gªadka w punkcie x ∈
S(X+), je»eli

lim
‖y‖→0

‖x ∨ y‖ − 1
‖y‖

= 0.

Krata X jest lokalnie jednostajnie porz¡dkowo gªadka, je±li X jest jednostajnie po-

rz¡dkowo gªadka w ka»dym punkcie x ∈ S(X+).

Zauwa»my, »e warunek z de�nicji 1.14 jest równowa»ny temu, »e

(1.6) lim
t→0+

1
t

(
sup

y∈S(X+)
‖x ∨ ty‖ − 1

)
= 0.

Twierdzenie 1.3 ([4]).

Krata Banacha X jest jednostajnie porz¡dkowo gªadka w punkcie x ∈ S(X+) wtedy i

tylko wtedy, gdy dla dowolnych dwóch ci¡gów funkcjonaªów (fn), (gn) w B(X∗+) takich,

»e 0 ¬ gn ¬ fn dla ka»dego n ∈ N oraz limn→∞ gn(x) = 1 mamy limn→∞ ‖fn−gn‖ = 0.
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Dowód powy»szego twierdzenia pomijamy, poniewa» jest on analogiczny jak dowód

twierdzenia 1.2. Korzystaj¡c z twierdzenia 1.3, mo»na uzyska¢ nast¦puj¡ce twierdzenie

(jest to analogon wniosku 1.5 z monogra�i [17]).

Twierdzenie 1.4.

Krata Banacha X jest jednostajnie porz¡dkowo gªadka w punkcie x ∈ S(X+) wtedy

i tylko wtedy, gdy dla ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0 taka, »e je»eli funkcjonaªy f, g ∈
B(X∗+) speªniaj¡ warunki: 0 ¬ g ¬ f oraz g(x) > 1− δ, to ‖f − g‖ ¬ ε.

Dowód.

Zaªó»my, »e krata Banacha X nie jest jednostajnie porz¡dkowo gªadka w punkcie

x ∈ S(X+). Wtedy z twierdzenia 1.3 otrzymujemy ci¡gi (fn), (gn) w B(X∗+) takie, »e

0 ¬ gn ¬ fn dla ka»dego n ∈ N, limn→∞ gn(x) = 1 oraz infn∈N ‖fn − gn‖ = ε > 0. Dla

ka»dego δ > 0 mo»emy wybra¢ n0 takie, »e gn0(x) > 1 − δ. Pokazuje to, »e warunek

w powy»szej charakteryzacji nie jest speªniony.

Aby dowie±¢ implikacji w przeciwn¡ stron¦, zaªó»my »e powy»szy warunek nie

jest speªniony. Wtedy istnieje ε > 0 taki, »e dla dowolnego n ∈ N mo»na znale¹¢

funkcjonaªy fn, gn ∈ B(X∗+) speªniaj¡ce warunki: 0 ¬ gn ¬ fn, gn(x) > 1 − 1
n
i

‖fn−gn‖ ­ ε dla ka»dego n ∈ N. Zatem limn→∞ gn(x) = 1 i normy ‖fn−gn‖ nie d¡»¡
do 0, co pokazuje na mocy twierdzenia 1.3, »e kata Banacha X nie jest jednostajnie

porz¡dkowo gªadka w punkcie x ∈ S(X+).

�

Wyka»emy teraz zale»no±¢ mi¦dzy jednostajn¡ porz¡dkow¡ gªadko±ci¡, a górn¡

lokaln¡ jednostajn¡ monotoniczno±ci¡ analogiczn¡ do twierdzenia Kurca o dualno±ci

mi¦dzy porz¡dkow¡ gªadko±ci¡ a ±cisª¡ monotoniczno±ci¡.

Twierdzenie 1.5 ([4]).

Niech X b¦dzie krat¡ Banacha. Je»eli krata X∗ jest lokalnie jednostajnie porz¡dkowo

gªadka, to X jest górnie lokalnie jednostajnie monotoniczna.

Dowód.

Zaªó»my, »e krata X nie jest górnie lokalnie jednostajnie monotoniczna. Wtedy

istniej¡: ε > 0, punkt x ∈ S(X+) oraz ci¡g (xn) w X+ taki, »e limn→∞ ‖xn‖ = 1,

0 ¬ x ¬ xn i ‖xn − x‖ > ε dla dowolnego n ∈ N.
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Wybierzmy funkcjonaªy f, gn ∈ S(X∗+), dla których f(x) = 1 i gn(xn − x) > ε.

Korzystaj¡c ze wzoru (1.3), otrzymujemy

‖xn‖ sup
g∈S(X∗+)

‖f ∨ tg‖ ­ ‖xn‖‖f ∨ tgn‖ ­ (f ∨ tgn)(xn)

­ f(x) + tgn(xn − x) > 1 + εt

dla wszystkich n ∈ N oraz t > 0. Przechodz¡c do granicy przy n → ∞, dostajemy

nierówno±¢

sup
g∈S(X∗+)

‖f ∨ tg‖ ­ 1 + εt,

czyli
1
t

 sup
g∈S(X∗+)

‖f ∨ tg‖ − 1

 ­ ε,

która pokazuje, »e X∗ nie jest lokalnie jednostajnie porz¡dkowo gªadka.

�

Zajmiemy si¦ teraz zde�niowaniem wªasno±ci dualnych do dolnej i górnej lokalnej

jednostajnej monotoniczno±ci w punkcie. Wiemy, »e krata BanachaX jest porz¡dkowo

gªadka w punkcie x ∈ S(X+) wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje »aden nietrywialny

przedziaª porz¡dkowy [g, f ] ⊂ S(X∗+) taki, »e f(x) = g(x) = 1. Poniewa» diam[g, f ] =

‖f − g‖, wi¦c sugeruje to nast¦puj¡c¡ de�nicj¦.

De�nicja 1.15.

Mówimy, »e krata Banacha X jest:

1. dolnie lokalnie porz¡dkowo gªadka w punkcie x ∈ S(X+) je»eli dla ka»dego ε > 0

i dla dowolnego f ∈ S(X∗+) takiego, »e f(x) = 1 istnieje δ > 0 taka, »e dla

ka»dego funkcjonaªu g ∈ X∗ speªniaj¡cego warunki: f ­ g ­ 0 oraz g(x) > 1− δ
mamy diam[g, f ] = ‖f − g‖ < ε.

2. górnie lokalnie porz¡dkowo gªadka w punkcie x ∈ S(X+) je»eli dla ka»dego ε > 0

i dla dowolnego f ∈ S(X∗+) takiego, »e f(x) = 1 istnieje δ > 0 taka, »e dla

ka»dego funkcjonaªu g ∈ X∗ speªniaj¡cego warunki: f ¬ g oraz ‖g‖ < 1 + δ

mamy diam[f, g] = ‖g − f‖ < ε.
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Zauwa»my, »e obie powy»sze wªasno±ci implikuj¡ porz¡dkow¡ gªadko±¢ w punkcie

x ∈ S(X+). Istotnie, je»eli krata Banacha X nie jest porz¡dkowo gªadka w punkcie

x ∈ S(X+), to istnieje nietrywialny przedziaª porz¡dkowy [g, f ] ⊂ S(X∗+) taki, »e

g(x) = f(x) = 1. Wtedy g(x) > 1 − δ dla ka»dego δ ∈ (0, 1) oraz ‖f − g‖ = ε > 0.

Zatem krata X nie jest dolnie lokalnie porz¡dkowo gªadka w punkcie x. Podobnie,

je»eli istnieje taki przedziaª porz¡dkowy, jak powy»ej, to równie» ‖f‖ ¬ 1 + δ dla

ka»dego δ > 0 i analogicznie widzimy, »e krata X nie jest górnie lokalnie porz¡dkowo

gªadka.

Podobnie jak dla warunków zwi¡zanych z monotoniczno±ci¡, równie» warunki zwi¡-

zane z porz¡dkow¡ gªadko±ci¡ mo»na scharakteryzowa¢ przy pomocy ci¡gów.

Twierdzenie 1.6.

Krata Banacha X jest

1. dolnie lokalnie porz¡dkowo gªadka w punkcie x ∈ S(X+) wtedy i tylko wtedy, gdy

speªniony jest nast¦puj¡cy warunek:

Dla dowolnego f ∈ S(X∗+) takiego, »e f(x) = 1 i dla dowolnego ci¡gu (gn) ⊂ X∗+

takiego, »e 0 ¬ gn ¬ f dla ka»dego n ∈ N oraz limn→∞ gn(x) = 1 mamy

limn→∞ ‖f − gn‖ = 0.

2. górnie lokalnie porz¡dkowo gªadka w punkcie x ∈ S(X+) wtedy i tylko wtedy,

gdy speªniony jest nast¦puj¡cy warunek:

Dla dowolnego f ∈ S(X∗+) takiego, »e f(x) = 1 i dla dowolnego ci¡gu (gn) ⊂
X∗+ takiego, »e 0 ¬ f ¬ gn dla ka»dego n ∈ N oraz limn→∞ ‖gn‖ = 1 mamy

limn→∞ ‖gn − f‖ = 0.

Dowód.

1. Zaªó»my, »e krata Banacha X nie jest dolnie lokalnie porz¡dkowo gªadka w

punkcie x ∈ S(X+). Wtedy istnieje ε > 0 i funkcjonaª f ∈ S(X∗+) taki, »e f(x) = 1

oraz dla ka»dego n ∈ N mo»na znale¹¢ funkcjonaª gn ∈ X∗ speªniaj¡cy warunki:

f ­ gn ­ 0, gn(x) > 1 − 1
n
oraz ‖f − gn‖ ­ ε > 0 dla ka»dego n ∈ N. Poniewa»

limn→∞ gn(x) = 1, wi¦c otrzymujemy sprzeczno±¢ z warunkiem sformuªowanym w

punkcie 1.
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Na odwrót, zaªó»my, »e istniej¡ funkcjonaªy f ∈ S(X∗+) oraz gn ∈ X∗+, n ∈ N takie,

»e f(x) = 1, 0 ¬ gn ¬ f dla ka»dego n ∈ N, limn→∞ gn(x) = 1 i ci¡g norm ‖f−gn‖ nie
d¡»y do zera. Przechodz¡c do podci¡gu mo»emy zaªo»y¢, »e infn∈N ‖f − gn‖ = ε > 0.

Poniewa» dla dowolnego δ > 0 mo»emy wybra¢ n ∈ N tak, »e gn(x) > 1 − δ, wi¦c

krata X nie jest dolnie lokalnie porz¡dkowo gªadka w punkcie x.

2. Zaªó»my, »e krata Banacha X nie jest górnie lokalnie porz¡dkowo gªadka w

punkcie x ∈ S(X+). Wtedy istnieje ε > 0 i f ∈ S(X∗+) taki, »e f(x) = 1 oraz dla

ka»dego n ∈ N mo»na znale¹¢ funkcjonaª gn ∈ X∗ speªniaj¡cy warunki: f ¬ gn,

‖gn‖ < 1 + 1
n
oraz ‖gn − f‖ ­ ε. Poniewa» limn→∞ ‖gn‖ = 1, wi¦c otrzymujemy

sprzeczno±¢ z warunkiem sformuªowanym w punkcie 2.

Na odwrót, zaªó»my, »e istniej¡ fumkcjonaªy f ∈ S(X∗+) oraz gn ∈ X∗+, n ∈ N takie,

»e f(x) = 1, 0 ¬ f ¬ gn dla ka»dego n ∈ N, limn→∞ ‖gn‖ = 1 oraz normy ‖gn − f‖
nie d¡»¡ do 0. Przechodz¡c do podci¡gu mo»emy zaªo»y¢, »e infn∈N ‖gn− f‖ = ε > 0.

Poniewa» dla dowolnego δ > 0 mo»emy wybra¢ n ∈ N tak, »e ‖gn‖ < 1+δ, wi¦c krata

Banacha X nie jest górnie lokalnie porz¡dkowo gªadka w punkcie x.

�

Korzystaj¡c z powy»szych charakteryzacji i twierdzenia 1.3 mo»emy dowie±¢, »e

jednostajna porz¡dkowa gªadko±¢ w punkcie x ∈ S(X+) implikuje zarówno doln¡ jak

i górn¡ lokaln¡ porz¡dkow¡ gªadko±¢ w punkcie x ∈ S(X+). Istotnie, je»eli f, gn s¡

takie, jak w twierdzeniu 1.6, punkt 1, to kªad¡c fn = f i korzystaj¡c z twierdzenia 1.3

widzimy, »e limn→∞ ‖f − gn‖ = 0, co pokazuje, »e jednostajna porz¡dkowa gªadko±¢

implikuje doln¡ lokaln¡ porz¡dkow¡ gªadko±¢ w punkcie x. Analogicznie, je»eli f, gn s¡

takie, jak w twierdzeniu 1.6, punkt 2, to na mocy twierdzenia 1.3 mamy limn→∞ ‖gn−
f‖ = 0, co pokazuje, »e jednostajna porz¡dkowa gªadko±¢ implikuje górn¡ lokaln¡

porz¡dkow¡ gªadko±¢ w punkcie x.

De�nicja 1.16.

Mówimy, »e krata Banacha X jest:

1. dolnie lokalnie porz¡dkowo gªadka, je»eli jest ona dolnie lokalnie porz¡dkowo

gªadka w ka»dym punkcie x ∈ S(X+),

2. górnie lokalnie porz¡dkowo gªadka, je»eli jest ona górnie lokalnie porz¡dkowo
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gªadka w ka»dym punkcie x ∈ S(X+).

Wyka»emy teraz rezultat, który jest odpowiednikiem twierdzenia Kurca z pracy

[33] o dualno±ci mi¦dzy ±cisª¡ monotoniczno±ci¡ i porz¡dkow¡ gªadko±ci¡.

Twierdzenie 1.7.

Niech X b¦dzie krat¡ Banacha.

1. Je»eli krata X∗ jest dolnie lokalnie jednostajnie monotoniczna, to krata X jest

dolnie lokalnie porz¡dkowo gªadka.

2. Je»eli krata X∗ jest górnie lokalnie jednostajnie monotoniczna, to krata X jest

górnie lokalnie porz¡dkowo gªadka.

3. Je»eli krata X∗ jest górnie lokalnie porz¡dkowo gªadka, to krata X jest górnie

lokalnie jednostajnie monotoniczna.

Dowód.

1. Zaªó»my, »e krata X∗ jest dolnie lokalnie jednostajnie monotoniczna. Je»eli

x ∈ S(X+) i funkcjonaªy f, gn ∈ X∗ speªniaj¡ warunki: ‖f‖ = f(x) = 1, 0 ¬ gn ¬ f

dla ka»dego n ∈ N oraz limn→∞ gn(x) = 1, to limn→∞ ‖gn‖ = 1. Zatem z dolnej

lokalnej jednostajnej monotoniczno±ci kraty X∗ wynika, »e limn→∞ ‖f − gn‖ = 0, co

wobec twierdzenia 1.6 dowodzi, »e krata X jest dolnie lokalnie porz¡dkowo gªadka.

2. Zaªó»my, »e krata X∗ jest górnie lokalnie jednostajnie monotoniczna. Je»eli

x ∈ S(X+) i funkcjonaªy f, gn ∈ X∗ speªniaj¡ warunki: ‖f‖ = f(x) = 1, 0 ¬ f ¬ gn

dla ka»dego n ∈ N oraz limn→∞ ‖gn‖ = 1, to z górnej lokalnej jednostajnej monoto-

niczno±ci kraty X∗ wynika, »e limn→∞ ‖gn−f‖ = 0, co wobec twierdzenia 1.6 dowodzi,

»e krata X jest górnie lokalnie porz¡dkowo gªadka.

3. Zaªó»my, »e krata Banacha X∗ jest górnie lokalnie porz¡dkowo gªadka. Niech

x ∈ S(X+) i (xn) b¦dzie ci¡giem w X takim, »e x ¬ xn dla ka»dego n ∈ N oraz

limn→∞ ‖xn‖ = 1. Istnieje funkcjonaª f ∈ S(X∗+) taki, »e f(x) = 1. Traktuj¡c po-

wy»sze wektory x, xn jako funkcjonaªy na X∗ i stosuj¡c twierdzenie 1.6 dla kraty X∗,

stwierdzamy, »e limn→∞ ‖xn − x‖ = 0, co dowodzi, »e krata X jest górnie lokalnie

jednostajnie monotoniczna.
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�

Nie wiadomo, czy ogólnie dolna lokalna porz¡dkowa gªadko±¢ X∗ implikuje doln¡

lokaln¡ jednostajn¡ monotoniczno±¢ kraty X. Oczywi±cie dolna lokalna porz¡dkowa

gªadko±¢ X∗ implikuje porz¡dkow¡ gªadko±¢ X∗, wi¦c z twierdzenia Kurca [33], krata

X jest wtedy ±ci±le monotoniczna. Istnieje rodzina krat Banacha, dla których dolna

lokalna jednostajn¡ monotoniczno±¢ jest równowa»na ±cisªej monotoniczno±ci. Jest tak

w przypadku, gdy dla ka»dego x ∈ S(X+) przedziaª porz¡dkowy [0, x] jest zbiorem

zwartym. Rzeczywi±cie, wtedy dla danego x ∈ S(X+) oraz ci¡gu (xn) w X takiego, »e

0 ¬ xn ¬ x dla ka»dego n ∈ N i limn→∞ ‖xn‖ = 1, przechodz¡c do podci¡gu, mo»emy

zaªo»y¢, »e istnieje granica y = limn→∞ xn ∈ [0, x]. Mamy ‖y‖ = 1 = ‖x‖, co, wobec
±cisªej monotoniczno±ci kraty X jest niemo»liwe, je±li x 6= y. St¡d y = x, co pokazuje

to, »e krata X jest dolnie lokalnie jednostajnie monotoniczna. Zatem przy naszym

zaªo»eniu ±cisªa monotoniczno±¢ implikuje doln¡ lokaln¡ jednostajn¡ monotoniczno±¢,

a implikacja przeciwna jest ogólnie prawdziwa.

Rodzin¡ krat Banacha, dla których przedziaªy porz¡dkowe [0, x] s¡ zbiorami zwar-

tymi s¡ przestrzenie Banacha z bazami bezwarunkowymi ze staª¡ bezwarunkow¡ rów-

n¡ jeden. Przestrze« taka z porz¡dkiem po wspóªrz¦dnych jest krat¡ Banacha (patrz

np. [39, str. 2]). W ka»dej przestrzeni Banacha X z baz¡ bezwarunkow¡ (en), dla

danego zbioru niepustego A ⊂ N mo»na zde�niowa¢ rzut

(1.7) SA (x) =
∑
i∈A

αiei,

gdzie x =
∑∞
i=1 αiei. W szczególno±ci bior¡c Ak = {1, 2, . . . , k} otrzymujemy sko«cze-

nie wymiarowy operator Pk = SAk , za± przyjmuj¡c Bk = {i ∈ N : i > k} otrzymujemy
rzut Rk = SBk . Je±li (en) jest baz¡ bezwarunkow¡ ze staª¡ bezwarunkow¡ równ¡ jeden,

to rzuty SA maj¡ normy równe jeden.

Zaªó»my, »e X jest krat¡ Banacha z baz¡ bezwarunkow¡ (en) ze staª¡ bezwarunko-

w¡ równ¡ jeden. Niech x ∈ X+ i xn ∈ [0, x] dla ka»dego n ∈ N. Istnieje podci¡g (xnk)

zbie»ny po wspóªrz¦dnych, przy czym granica βi ci¡gu i-tych wspóªrz¦dnych wektorów

xnk nie przekracza i-tej wspóªrz¦dnej wektora x. St¡d istnieje y =
∑∞
i=1 βiei i y ¬ x.

Wektor y jest granic¡ ci¡gu (xnk). Istotnie, dla dowolnego ε > 0 istnieje m ∈ N takie,

»e ‖Rm(x)‖ ¬ ε
3 . Ponadto poniewa» (xnk) jest zbie»ny po wspóªrz¦dnych do y, wi¦c
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istnieje l ∈ N takie, »e ‖Pm(xnk − y)‖ ¬ ε
3 dla wszystkich k ­ l. St¡d

‖xnk − y‖ ¬ ‖Pm(xnk − y)‖+ ‖Rm(xnk − y)‖ ¬ ε

3
+ ‖Rm(xnk)‖+ ‖Rm(y)‖

¬ ε

3
+ 2‖Rm(x)‖ ¬ ε

je±li k ­ l.

Twierdzenie 1.8 ([4]).

Niech X b¦dzie re�eksywn¡ przestrzeni¡ Banacha z baz¡ bezwarunkow¡ (en), której

staªa bezwarunkowa jest równa jeden. Wówczas X jest górnie lokalnie jednostajnie

monotoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy krata X∗ jest lokalnie jednostajnie porz¡dkowo

gªadka.

Dowód.

Wobec twierdzenia 1.5 wystarczy wykaza¢, »e je±li X jest górnie lokalnie jednostaj-

nie monotoniczna, to X∗ jest lokalnie jednostajnie porz¡dkowo gªadka. Zaªó»my wi¦c,

»e X∗ nie jest lokalnie jednostajnie porz¡dkowo gªadka w pewnym punkcie f ∈ S(X∗+).

Wtedy istnieje ε ∈ (0, 1) takie, »e

sup
g∈S(X∗+)

∥∥∥∥f ∨ 1
n
g
∥∥∥∥− 1 >

ε

n

dla ka»dego n ∈ N i mo»emy wybra¢ funkcjonaª gn ∈ S(X∗+) taki, »e ‖f∨ 1
n
gn‖ > 1+ ε

n
.

Nast¦pnie znajdujemy xn ∈ S(X+), dla którego (f ∨ 1
n
gn)(xn) > 1 + ε

n
. Ze wzoru (1.3)

wynika, »e istnieje yn ∈ X taki, »e 0 ¬ yn ¬ xn i

f(yn) +
1
n
gn(xn − yn) > 1 +

ε

n
.

St¡d

‖xn − yn‖ ­ gn(xn − yn) > ε,(1.8)

f(yn) > sn := 1− 1− ε
n

(1.9)

dla ka»dego n ∈ N.

Przestrze« X jest re�eksywna, wi¦c ka»dy ci¡g ograniczony w X ma podci¡g sªabo

zbie»ny. Przechodz¡c do podci¡gów mo»emy zatem zaªo»y¢, »e ci¡g (xn) jest sªabo
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zbie»ny do pewnego x ∈ X i ci¡g (yn) jest sªabo zbie»ny do pewnego y ∈ X. Sªaba

zbie»no±¢ w X implikuje zbie»no±¢ po wspóªrz¦dnych, wi¦c 0 ¬ y ¬ x.

Mamy ‖x‖ ¬ lim infn→∞ ‖xn‖ = 1. Podobnie

‖y‖ ¬ lim inf
n→∞

‖yn‖ ¬ lim sup
n→∞

‖yn‖ ¬ 1,

a ponadto z (1.9) wynika, »e

‖y‖ ­ f(y) = lim
n→∞

f(yn) ­ lim
n→∞

sn = 1.

St¡d ‖y‖ = limn→∞ ‖yn‖ = 1 = ‖x‖. Je»eli x 6= y, to X nie jest ±ci±le monotoniczna,

a zatem nie jest te» górnie lokalnie jednostajnie monotoniczna, co ko«czy dowód.

Rozwa»my zatem przypadek, gdy x = y. Korzystaj¡c z (1.8) dostajemy

ε < ‖xn − yn‖ ¬ ‖xn − x‖+ ‖yn − x‖ ¬ 2 max{‖xn − x‖, ‖yn − x‖}

dla ka»dego n ∈ N. Istnieje wi¦c ci¡g (zn), który jest podci¡giem (xn) albo podci¡giem

(yn), dla którego zachodzi nierówno±¢

(1.10)
ε

2
< ‖zn − x‖

dla ka»dego n ∈ N. Mamy limn→∞ ‖zn‖ = 1 = ‖x‖ i ci¡g (zn) jest sªabo zbie»ny

do x. Zatem (zn − x) jest sªabo zbie»ny do 0 i mo»emy wybra¢ rosn¡cy ci¡g liczb

naturalnych (nk) i ci¡g (Ak) podzbiorów zbioru liczb naturalnych taki, »e ‖SAkx‖ ¬ 1
k

oraz ‖znk − x − SAk(znk − x)‖ ¬ 1
k
dla ka»dego k ∈ N, gdzie rzuty SAk s¡ okre±lone

wzorem (1.7).

Przyjmujemy Bk = {i ∈ Ak : znk(i) < x(i)}, A′k = Ak \Bk i vk = x+SA′
k
(znk −x).

Wtedy x ¬ vk oraz

(1.11)

‖znk − vk‖ ¬ ‖SAk(znk − x)− SA′
k
(znk − x)‖+

1
k

¬ ‖SAkznk − SA′kznk‖+ ‖SAkx− SA′kx‖+
1
k

= ‖SBkznk‖+ ‖SBkx‖+
1
k

¬ 2‖SBkx‖+
1
k
¬ 3
k
.

St¡d

|‖znk‖ − ‖vk‖| ¬ ‖znk − vk‖ ¬
3
k
,
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co prowadzi do równo±ci limk→∞ ‖vk‖ = limk→∞ ‖znk‖ = 1 = ‖x‖. Ponadto, korzysta-
j¡c z (1.10) i (1.11) otrzymujemy

ε

2
< ‖znk − x‖ ¬ ‖vk − x‖+

3
k
,

wi¦c lim infk→∞ ‖vk − x‖ ­ ε
2 . Pokazuje to, »e krata X nie jest górnie lokalnie jedno-

stajnie monotoniczna.

�

Na koniec tego podrozdziaªu zajmiemy si¦ problemem niezale»no±ci dolnej i górnej

lokalnej jednostajnej monotoniczno±ci. W pracy [30] wykazano twierdzenie, z którego

wynika, »e dolna lokalna jednostajna monotoniczno±¢ nie implikuje górnej lokalnej

jednostajnej monotoniczno±ci. Poni»ej prezentujemy prost¡ konstrukcj¦ pozwalaj¡c¡

uzyska¢ kraty Banacha, które s¡ dolnie, ale nie górnie lokalnie jednostajnie monoto-

niczne.

Konstrukcja nasza ma zastosowanie do ci¡gowych przestrzeni Köthego, wi¦c przy-

pominamy de�nicj¦ takiej przestrzeni. Niech l0 oznacza przestrze« liniow¡ wszyst-

kich ci¡gów liczb rzeczywistych x = (x(n)). Ci¡gow¡ przestrzeni¡ Köthego nazywamy

przestrze« Banacha (E, ‖ · ‖E) tak¡, »e E jest podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni l0 i

speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki:

1. je»eli x ∈ E, y ∈ l0 i |y(n)| ¬ |x(n)| dla ka»dego n ∈ N, to y ∈ E i ‖y‖E ¬ ‖x‖E,

2. istnieje ci¡g x = (x(n)) ∈ E taki, »e x(n) > 0 dla ka»dego n ∈ N.

Z warunku 1 wynika w szczególno±ci, »e je»eli x ∈ E, to |x| ∈ E, a wi¦c je±li

x, y ∈ E, to |x| + |y| ∈ E i z nierówno±ci |x(n) ∨ y(n)| ¬ |x(n)| + |y(n)| dla ka»dego

n ∈ N wynika, »e x ∨ y ∈ E. Zatem E rozwa»ana ze standardowym porz¡dkiem jest

krat¡ Banacha.

Ci¡gowa przestrze« Köthego E jest porz¡dkowo ci¡gªa, gdy dla dowolnego ci¡gu

(xn) w E+ takiego, »e (xn) d¡»y do 0 po wspóªrz¦dnych oraz 0 ¬ xn ¬ |x| dla pewnego
x ∈ E i wszystkich n ∈ N, ci¡g (xn) d¡»y do 0 w normie. W pracy [25] wykazano, »e

ci¡gowa przestrze« Köthego E jest dolnie lokalnie jednostajnie monotonicznais wtedy

i tylko wtedy, gdy E jest ±ci±le monotoniczna i porz¡dkowo ci¡gªa.
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Twierdzenie 1.9 ([4]).

Dla ka»dej ci¡gowej przestrzeni Köthego E istnieje norma równowa»na ‖ · ‖1 taka, »e

krata (E, ‖ · ‖1) nie jest górnie lokalnie jednostajnie monotoniczna.

Dowód.

Niech en oznacza funkcj¦ charakterystyczn¡ zbioru {n}, gdzie n ∈ N. Z de�nicji

ci¡gowej przestrzeni Köthego wynika, »e en ∈ E. Ustalmy α > 1. Dla x = (x(n)) ∈ E
przyjmujemy

‖x‖0 = α|x(1)|‖e1‖E +
∞∑
k=2

1
2k
|x(k)|‖ek‖E

i

(1.12) ‖x‖1 = max {‖x‖E, ‖x‖0} .

Mamy

‖x‖E ¬ ‖x‖1 ¬
(
α +

1
2

)
‖x‖E,

wi¦c norma ‖·‖1 jest równowa»na wyj±ciowej normie ‖·‖E. Aby wykaza¢, »e (E, ‖·‖1)

nie jest górnie lokalnie jednostajnie monotoniczna, rozwa»my wektory

x =
1

α‖e1‖E
e1, yn =

α− 1
α‖en‖E

en, n ­ 2.

Mamy ‖x‖1 = 1 i ‖yn‖1 ­ α−1
α
. Ponadto,

‖x+ yn‖E ¬ ‖x‖E + ‖yn‖E =
1
α

+
α− 1
α

= 1

oraz

‖x+ yn‖0 = 1 +
α− 1
2nα

.

St¡d

‖x+ yn‖1 = 1 +
α− 1
2nα

,

wi¦c limn→∞ ‖x + yn‖1 = 1. Pokazuje to, »e krata (E, ‖ · ‖1) nie jest górnie lokalnie

jednostajnie monotoniczna.

�

Je»eli (E, ‖ · ‖E) jest dolnie lokalnie jednostajnie monotoniczna, to (E, ‖ · ‖E)

jest ±ci±le monotoniczna i porz¡dkowo ci¡gªa. Wªasno±ci te przenosz¡ si¦ na krat¦
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(E, ‖ · ‖1), wi¦c w tym przypadku jest ona dolnie, ale nie górnie lokalnie jednostajnie

monotoniczna. Konstrukcja ta ma zastosowanie na przykªad dla krat lp przy 1 < p <

∞.

Pytanie o to, czy górna lokalna jednostajna monotoniczno±¢ implikuje doln¡ lo-

kaln¡ jednostajn¡ monotoniczno±¢, byªo problemem otwartym postawionym w pracy

[24]. Nasz nast¦pny przykªad pokazuje, »e dolna i górna lokalna jednostajna monoto-

niczno±¢ s¡ wªasno±ciami nieporównywalnymi.

Przykªad 1.1 ([4]).

Rozpatrzmy klasyczn¡ przestrze« c wszystkich ci¡gów zbie»nych i niech ‖ · ‖∞ b¦dzie

jej standardow¡ norm¡. Dla ci¡gu x = (x(n)) ∈ c i rosn¡cego ci¡gu n̄ = (nk) liczb

naturalnych przyjmujemy

s(x, n̄) =
∞∑
k=1

1
2k
|x(nk)|.

Nast¦pnie kªadziemy s(x) = sup s(x, n̄), gdzie supremum jest wzi¦te po wszystkich

rosn¡cych ci¡gach n̄ = (nk) i oznaczamy

s1(x) =
∞∑
k=1

1
2k
|x(k)|.

Wzór

‖x‖ = s1(x) + s(x),

gdzie x ∈ c de�niuje norm¦ w c. Dla dowolnego k ∈ N, bior¡c ci¡g n̄ = (k, k +

1, k + 2, . . . ) widzimy, »e s(x) ­ 1
2 |x(k)|. St¡d ‖x‖ ­ 1

2‖x‖∞. Ponadto s(x) ¬ ‖x‖∞ i

s1(x) ¬ ‖x‖∞, wi¦c
1
2
‖x‖∞ ¬ ‖x‖ ¬ 2‖x‖∞

dla wszystkich x ∈ c. Norma ‖ · ‖ jest wi¦c równowa»na standardowej normie ‖ · ‖∞,
przy czym (c, ‖ · ‖) jest krat¡ Banacha.

Krata (c, ‖ · ‖) nie jest dolnie lokalnie jednostajnie monotoniczna. Aby to wykaza¢

wystarczy rozwa»y¢ wektory u = 1
2(1, 1, . . . ), gdzie wszystkie wyrazy ci¡gu s¡ równe 1

i vn = 1
2(0, . . . , 0, 1, 1, . . . ), gdzie n pocz¡tkowych wyrazów jest równych 0, a pozostaªe

wyrazy s¡ równe 1. Mamy u ­ vn ­ 0, ‖u‖ = 1, ‖vn‖ ­ 1
2

∑∞
k=1

1
2k = 1

2 i

‖u− vn‖ =
n∑
k=1

1
2k
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d¡»y do 1 przy n→∞. To pokazuje, »e (c, ‖ · ‖) nie jest dolnie lokalnie jednostajnie
monotoniczna.

Wyka»emy teraz, »e krata (c, ‖ · ‖) jest górnie lokalnie jednostajnie monotoniczna.

Rozwa»my w tym celu dowolne nieujemne wektory x = (x(n)), y = (y(n)) w c, dla

których ‖x‖ = 1 i ‖y‖ > ε > 0. Niech ξ = limn→∞ x(n). Dla dostatecznie du»ych

n ∈ N zachodz¡ nierówno±ci:

(1.13) x(n) ­ ξ − ε

16
­ x(n)− ε

8

i wybieramy najmniejsz¡ liczb¦ l ∈ N tak¡, »e nierówno±ci (1.13) s¡ speªnione dla

ka»dego n ­ l. Istnieje ci¡g rosn¡cy n̄ = (nk) taki, »e

(1.14) s(x, n̄) ­ s(x)− ε

2l+4
.

Poniewa» ‖y‖∞ ­ 1
2‖y‖ >

ε
2 , wi¦c istnieje j ∈ N, dla którego y(j) > ε

2 . Rozwa»my

dwa przypadki.

I. j ¬ l. W tym przypadku korzystaj¡c z (1.14), otrzymujemy

‖x+ y‖ ­ s1(x+ y) + s(x, n̄) ­ s1(x) +
1
2j
y(j) + s(x)− ε

2l+4

= ‖x‖+
1
2l
y(j)− ε

2l+4
> 1 +

ε

2l+4
.

II. j > l. W tym przypadku zast¦pujemy ci¡g n̄ przez ci¡g m̄ = (mk) zawieraj¡cy

j. W tym celu oznaczamy A = {k : nk < l}, B = {k : nk ­ l} i kªadziemy p = minB.

Je±li A = ∅, to p = 1 i przyjmujemy m1 = j, mi = j + i − 1 dla i ­ 2. Je±li A 6= ∅,
to nk < l < j dla ka»dego k ∈ A i ci¡g (mk) de�niujemy nast¦puj¡co: mk = nk,

gdy k ∈ A, mp = j i mp+i = j + i, gdy i ­ 1. Korzystaj¡c z nierówno±ci (1.13),

otrzymujemy

s(x+ y, m̄) ­
∑
k∈A

1
2k
x(nk) +

1
2p

(x(mp) + y(mp)) +
∞∑

k=p+1

1
2k
x(mk)

­
∑
k∈A

1
2k
x(nk) +

1
2p

(
ξ + y(j)− ε

16

)
+

∞∑
k=p+1

1
2k

(
ξ − ε

16

)

­
∑
k∈A

1
2k
x(nk) +

1
2p

(
x(np) + y(j)− ε

8

)
+

∞∑
k=p+1

1
2k

(
x(nk)−

ε

8

)

> s(x, n̄) +
ε

2p+2
,
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gdzie w przypadku, gdy A = ∅, suma po zbiorze A jest równa 0.

Je±li p > 1, to p − 1 ¬ np−1 < l, czyli p < l + 1. Nierówno±¢ ta zachodzi tak»e w

przypadku, gdy p = 1. Korzystaj¡c z tej nierówno±ci otrzymujemy

s(x+ y, m̄) > s(x, n̄) +
ε

2l+3
,

co w poª¡czeniu z (1.14) daje oszacowanie

‖x+ y‖ ­ s1(x+ y) + s(x+ y, m̄) > s1(x) + s(x, n̄) +
ε

2l+3

­ s1(x) + s(x)− ε

2l+4
+

ε

2l+3
= 1 +

ε

2l+4
.

Zatem w obu przypadkach: I i II mamy ‖x+ y‖ ­ 1 + ε
2l+4 , gdzie l zale»y jedynie od

x i ε. To pokazuje, »e krata (c, ‖ · ‖) jest górnie lokalnie jednostajnie monotoniczna.



Rozdziaª 2

Sumy proste przestrzeni Banacha i

ogólna dyskretna metoda interpolacji

2.1 Podstawowe de�nicje i znane wªasno±ci

W rozdziale tym skupimy si¦ na podaniu ogólnych poj¦¢ zwi¡zanych z teori¡ in-

terpolacji i de�nicji ogólnej dyskretnej metody interpolacji. Zanim jednak to zrobimy,

podamy najpierw de�nicj¦ sumy prostej przestrzeni Banacha. De�nicja ta b¦dzie dla

nas istotna, poniewa» jedn¡ z metod dowodzenia stabilno±ci wªasno±ci geometrycz-

nych przy rzeczywistej oraz ogólnej dyskretnej metodzie interpolacji jest udowodnie-

nie najpierw analogicznego twierdzenia dla sum prostych, a potem � zastosowanie go

do uzyskania wyniku dotycz¡cego przestrzeni interpolacyjnych.

De�nicj¦ sumy prostej przestrzeni Banacha mo»na znale¹¢ na przykªad w monogra-

�i [15]. Niech I b¦dzie pewnym zbiorem, który b¦dziemy nazywali zbiorem indeksów.

Przez Map(I,R) oznaczamy przestrze« wektorow¡ wszystkich funkcji f : I → R.

Przestrzeni¡ bazow¡ nazywamy przestrze« Banacha (E, ‖ · ‖E) tak¡, »e E jest pod-

przestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni Map(I,R) speªniaj¡c¡ nast¦puj¡ce warunki:

1. dla dowolnych f, g ∈ Map(I,R), je»eli f ∈ E oraz |g(i)| ¬ |f(i)| dla ka»dego

i ∈ I, to g ∈ E i ‖g‖E ¬ ‖f‖E,

2. przestrze« E zawiera wszystkie funkcje o sko«czonych no±nikach,

34
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3. funkcje charakterystyczne zbiorów jednoelementowych maj¡ normy równe jeden.

W szczególnym przypadku, gdy I = N przestrze« bazowa jest ci¡gow¡ przestrzeni¡

Köthego. Rzeczywi±cie, niech en b¦dzie funkcj¡ charakterystyczn¡ zbioru {n}, gdzie
n ∈ N. Wtedy f =

∑∞
n=1

1
2n en jest elementem przestrzeni E takim, »e f(n) > 0

dla ka»dego n ∈ N, czyli speªniony jest warunek 2 z de�nicji ci¡gowej przestrzeni

Köthego. Analogicznie jak dla ci¡gowych przestrzeni Köthego, dowolna przestrze«

bazowa rozpatrywana ze standardowym porz¡dkiem jest krat¡ Banacha.

Je»eli przestrze« bazowa E nie zawiera podprzestrzeni izomor�cznej z c0, to jej

elementy maj¡ co najwy»ej przeliczalne no±niki i mog¡ by¢ przybli»ane elementami

o sko«czonych no±nikach. Rzeczywi±cie, aby wykaza¢, »e dowolna niezerowa funkcja

f ∈ E ma co najwy»ej przeliczalny no±nik, wystarczy wiedzie¢, »e dla dowolnego k ∈ N

zbiór A = {i ∈ I : |f(i)| ­ 1
k
} jest co najwy»ej sko«czony. Gdyby tak nie byªo, to

dla pewnego k ∈ N istniaªby ci¡g niesko«czony indeksów (in) taki, »e |f(in)| ­ 1
k
dla

ka»dego n ∈ N. Niech en b¦dzie funkcj¡ charakterystyczn¡ zbioru {n} i gn = |f(in)|ein .
Dla dowolnych liczb rzeczywistych α1, . . . , αm mamy∥∥∥∥∥

m∑
n=1

αngn

∥∥∥∥∥
E

=

∥∥∥∥∥
m∑
n=1

|αn|gn
∥∥∥∥∥
E

­
∥∥∥∥∥
m∑
n=1

|αn|
1
k
ein

∥∥∥∥∥
E

­ 1
k
|αj|

dla j = 1, . . . ,m. St¡d ∥∥∥∥∥
m∑
n=1

αngn

∥∥∥∥∥
E

­ 1
k

max{|α1|, . . . , |αm|}.

Ponadto,∥∥∥∥∥
m∑
n=1

αngn

∥∥∥∥∥
E

¬ max{|α1|, . . . , |αm|}
∥∥∥∥∥
m∑
n=1

gn

∥∥∥∥∥
E

¬ max{|α1|, . . . , |αm|}‖f‖E,

co pokazuje, »e wektory gn rozpinaj¡ w E podprzestrze« izomor�czn¡ z c0. Zatem przy

zaªo»eniu, »e E nie zawiera podprzestrzeni izomor�cznej z c0, ka»da funkcja f ∈ E

ma co najwy»ej przeliczalny no±nik supp f .

Ponadto przy takim zaªo»eniu funkcj¦ f ∈ E o niesko«czonym no±niku mo»-

na przybli»y¢ funkcjami o sko«czonych no±nikach. Rzeczywi±cie, ustawmy elementy

supp f w ci¡g (in). Wtedy szereg
∑∞
n=1 f(in)ein jest zbie»ny w E. Gdyby bowiem tak

nie byªo, to istniaªoby ε > 0 i ci¡g sum cz¦±ciowych postaci

gk =
∑
n∈Ak

f(in)ein ,
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gdzie A1, A2, . . . s¡ parami rozª¡cznymi, sko«czonymi podzbiorami N taki, »e ‖gk‖E ­
ε dla ka»dego k ∈ N. Podobnie, jak powy»ej stwierdzamy, »e

εmax{|α1|, . . . , |αm|} ¬
∥∥∥∥∥
m∑
k=1

αkgk

∥∥∥∥∥
E

¬ max{|α1|, . . . , |αm|}‖f‖E

dla dowolnych liczb rzeczywistych α1, . . . , αm, co przeczy naszemu zaªo»eniu, »e E nie

zawiera podprzestrzeni izomor�cznej z c0. Przykªadami przestrzeni bazowych speªnia-

j¡cych nasze zaªo»enie s¡ przestrzenie postaci lp(I), gdzie 1 ¬ p <∞.

Dla danej przestrzeni bazowej E i rodziny przestrzeni Banacha {Xi : i ∈ I}, sum¦

prost¡ (
∑
i∈I Xi)E tych przestrzeni de�niujemy jako zbiór tych wszystkich elementów

x = {x(i)} ∈ ∏i∈I Xi iloczynu kartezja«skiego tych przestrzeni takich, »e bxe ∈ E,

gdzie bxe ∈ Map(I,R) jest funkcj¡ dan¡ wzorem bxe(i) = ‖x(i)‖Xi . Norma w sumie

prostej Y = (
∑
i∈I Xi)E jest zadana za pomoc¡ wzoru

‖x‖Y = ‖bxe‖E

i Y z t¡ norm¡ jest przestrzeni¡ Banacha.

Przypomnimy teraz podstawowe poj¦cia zwi¡zane z teori¡ przestrzeni interpo-

lacyjnych. Fakty dotycz¡ce przestrzeni interpolacyjnych, które przytoczymy poni»ej,

mo»na znale¹¢ na przykªad w monogra�i [6], gdzie rozpatrywany jest przypadek dwóch

przestrzeni Banacha.

Dla n ∈ N oznaczamy In = {0, 1, . . . , n}. Mówimy, »e przestrzenie Banacha

X0, X1, . . . , Xn s¡ porównywalne, je»eli ka»d¡ z nich mo»na wªo»y¢ w sposób liniowy

i ci¡gªy w t¦ sam¡ przestrze« liniowo-topologiczn¡ V. Dla prostoty oznacze« piszemy

po prostu Xi ⊂ V . Wtedy mo»emy rozpatrywa¢ sum¦ tych przestrzeni
∑n
i=0 Xi oraz

ich cz¦±¢ wspóln¡
⋂n
i=0Xi. Przestrzenie te wyposa»one w normy

‖x‖∑n

i=0Xi
= inf

{
n∑
i=0

‖xi‖Xi : x =
n∑
i=0

xi, xi ∈ Xi, i ∈ In
}
,(2.1)

‖x‖⋂n

i=0Xi
= max {‖x‖Xi : i ∈ In}

s¡ przestrzeniami Banacha. Oczywi±cie dla dowolnego j ∈ In i x ∈ Xj zachodzi

nierówno±¢

(2.2) ‖x‖Xj ­ ‖x‖∑n

i=0Xi
,
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co oznacza, »e przestrze« Xj jest w sposób liniowy i ci¡gªy wªo»ona w
∑n
i=0Xi i

wyj±ciow¡ przestrze« V mo»emy zast¡pi¢ przez sum¦
∑n
i=0Xi. Ponadto

‖x‖⋂n

i=0Xi
­ ‖x‖Xj

dla wszystkich x ∈ ⋂ni=0Xi, czyli
⋂n
i=0Xi jest w sposób liniowy i ci¡gªy wªo»ona w

Xj. Przy naszych oznaczeniach
n⋂
i=0

Xi ⊂ Xj ⊂
n∑
i=0

Xi.

Podamy teraz de�nicj¦ przestrzeni po±redniej oraz przestrzeni interpolacyjnej (zo-

bacz [6], gdzie rozwa»any jest przypadek dwóch przestrzeni).

De�nicja 2.1.

Niech (X0, X1, . . . , Xn) b¦dzie ci¡giem porównywalnych przestrzeni Banacha. Prze-

strze« Banacha X nazywamy przestrzeni¡ po±redni¡ mi¦dzy przestrzeniami X0, X1, . . .,

Xn, je»eli
n⋂
i=0

Xi ⊂ X ⊂
n∑
i=0

Xi.

Zaªó»my, »e dany jest operator liniowy T :
∑n
i=0Xi →

∑n
i=0Xi. Mówimy, »e

operator ten dziaªa w sposób ci¡gªy na porównywalnych przestrzeniach Banacha

X0, X1, . . . , Xn, je»eli T (Xi) ⊂ Xi dla ka»dego i ∈ In oraz operator T zaw¦»o-

ny do ka»dej z przestrzeni Xi jest na niej ograniczony. W tym przypadku piszemy

T : (X0, X1, . . . , Xn)→ (X0, X1, . . . , Xn).

De�nicja 2.2.

Niech (X0, X1, . . . , Xn) b¦dzie ci¡giem porównywalnych przestrzeniach Banacha. Mó-

wimy, »e przestrze« po±rednia X mi¦dzy przestrzeniami X0, X1, . . . , Xn jest przestrze-

ni¡ interpolacyjn¡, je»eli ka»dy operator liniowy T : (X0, X1, . . . , Xn)→(X0, X1, . . . , Xn)

dziaªaj¡cy w sposób ci¡gªy na przestrzeniach X0, X1, . . . , Xn, po zaw¦»eniu do X jest

operatorem ci¡gªym T : X → X.

Istnieje wiele metod konstruowania przestrzeni interpolacyjnych. Jedn¡ z nich jest

ogólna dyskretna metoda interpolacji, która ma zastosowanie do dwóch przestrzeni.

De�nicj¦ tej metody interpolacji mo»na znale¹¢ na przykªad w monogra�i [39]. Wyko-

rzystuje si¦ w niej przestrzenie Banacha z bazami bezwarunkowymi. W dalszym ci¡gu
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tego rozdziaªu b¦dziemy zakªada¢, »e E jest przestrzeni¡ Banacha ze znormalizowan¡

baz¡ bezwarunkow¡ (en)n∈Z tak¡, »e jej staªa bezwarunkowa jest równa jeden oraz

istnieje staªa M > 0 taka, »e

(2.3)

∥∥∥∥∥∥
∞∑

i=−∞
aiei+k

∥∥∥∥∥∥
E

¬M

∥∥∥∥∥∥
∞∑

i=−∞
aiei

∥∥∥∥∥∥
E

,

dla ka»dego k ∈ Z i ka»dego ci¡gu skalarów (ai), dla którego szereg po prawej stronie

nierówno±ci jest zbie»ny.

Niech (X0, X1) b¦dzie par¡ porównywalnych przestrzeni Banacha, p ∈ [1,∞), θ ∈
(0, 1) oraz i ∈ Z. Dla x ∈ X0 +X1. oznaczmy

(2.4)
kp,θ (x, i) = inf

{(
2θip‖x0‖p + 2(θ−1)ip‖x1‖p

) 1
p : x = x0 + x1,

x0 ∈ X0, x1 ∈ X1

}
.

Wtedy kp,θ (·, i) jest norm¡ w sumie przestrzeni X0 + X1 równowa»n¡ standardowej

normie (2.1).

De�nicja 2.3.

Przestrze« interpolacyjna Kp,θ(X,E) otrzymana za pomoc¡ ogólnej dyskretnej metody

interpolacji jest przestrzeni¡ tych x ∈ X0 + X1, dla których szereg
∑
i∈Z kp,θ (x, i) ei

jest zbie»ny w E. Norma w tej przestrzeni jest zadana za pomoc¡ wzoru

‖x‖Kp,θ(X,E) =

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

kp,θ (x, i) ei

∥∥∥∥∥∥
E

.

Uwaga 2.1.

De�nicja podana powy»ej jest szczególnym przypadkiem de�nicji w monogra�i [39].

Podali±my j¡ jednak w tej formie, poniewa» w tym szczególnym przypadku mo»liwe

jest udowodnienie lematu 2.1, który b¦dzie kluczowy w naszych rozwa»aniach. Jest to

niewielka mody�kacja stwierdzenia 2.4 z pracy [43].

Lemat 2.1.

Niech E b¦dzie przestrzeni¡ Banacha ze znormalizowan¡ baz¡ bezwarunkow¡ (en)n∈Z,

której staªa bezwarunkowa wynosi jeden i dla której speªniony jest warunek (2.3) ze

staª¡ M > 0. Zaªó»my, »e (X0, X1) jest par¡ porównywalnych przestrzeni Banacha,
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p ∈ [1,∞), θ ∈ (0, 1). Je»eli wektor x ∈ Kp,θ(X,E) ma rozkªad x = x0(i) + x1(i),

gdzie xk(i) ∈ Xk, k = 0, 1, i ∈ Z, to

(2.5) ‖x‖Kp,θ(X,E) ¬ C

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

2θi‖x0(i)‖X0ei

∥∥∥∥∥∥
1−θ

E

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

2(θ−1)i‖x1(i)‖X1ei

∥∥∥∥∥∥
θ

E

,

gdzie C = (1 + 21−θ)M .

Wniosek 2.2.

W szczególno±ci dla danych dwóch wektorów x, y ∈ Kp,θ(X,E) i ich rozkªadów x =

x0(i) + x1(i), y = y0(i) + y1(i), gdzie xk(i), yk(i) ∈ Xk, k = 0, 1, i ∈ Z mamy

‖x− y‖Kp,θ(X,E) ¬ C

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

2θi‖x0(i)− y0(i)‖X0ei

∥∥∥∥∥∥
1−θ

E

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

2(θ−1)i‖x1(i)− y1(i)‖X1ei

∥∥∥∥∥∥
θ

E

¬ C

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

2θi‖x0(i)− y0(i)‖X0ei

∥∥∥∥∥∥
1−θ

E

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

2θi‖x1(i)‖X1ei

∥∥∥∥∥∥
E

+

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

2(θ−1)i‖y1(i)‖X1ei

∥∥∥∥∥∥
E

θ

2.2 Nowe wyniki

W tym podrozdziale przedstawimy nowe wyniki otrzymane dla ogólnej dyskretnej

metody interpolacji. Dowody twierdze« z tego podrozdziaªu, które dotycz¡ stabilno±ci

wªasno±ci geometrycznych przy ogólnej dyskretnej metodzie interpolacji, s¡ wzorowa-

ne na dowodzie twierdzenia dotycz¡cego stabilno±ci jednostajnej wypukªo±ci przy tej

metodzie, zawartego w pracy [44].

Zaczniemy od ogólnych rozwa»a«, które wykorzystamy w dowodach twierdze«. Dla

dowolnego γ > 0 i x ∈ X0 + X1 oraz i ∈ Z istnieje rozkªad x = x0(i) + x1(i), gdzie

xk(i) ∈ Xk, k = 0, 1 taki, »e

kp,θ (x, i) ¬
(
2θip‖x0(i)‖p + 2(θ−1)ip‖x1(i)‖p

) 1
p ¬ kp,θ (x, i) +

γ

2|i|
.

Je±li x ∈ Kp,θ(X,E), to wobec monotoniczno±ci normy w E otrzymujemy st¡d

‖x‖Kp,θ(X,E) ¬

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

(
2θip‖x0(i)‖p + 2(θ−1)ip‖x1(i)‖p

) 1
p ei

∥∥∥∥∥∥
E

¬ ‖x‖Kp,θ(X,E) + γ
∑
i∈Z

1
2|i|

= ‖x‖Kp,θ(X,E) + 3γ.
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Zaªó»my teraz, »e obie przestrzenie z pary (X0, X1) porównywalnych przestrzeni

Banacha s¡ re�eksywne. Poka»emy, »e w tym przypadku in�mum w de�nicji normy

kp,θ (x, i) jest osi¡gni¦te. Rozumowanie, które zaprezentujemy jest analogiczne do tego

zawartego w dowodzie stwierdzenia 3.2 w pracy [19]. Niech zatem x ∈ X0 + X1 oraz

i ∈ Z. Dla dowolnego n ∈ N wybieramy rozkªad

(2.6) x = x0(n) + x1(n),

gdzie xj(n) ∈ Xj, j = 0, 1, w ten sposób, »e(
2θip‖x0(n)‖pX0 + 2(θ−1)ip‖x1(n)‖pX1

) 1
p ¬ kp,θ (x, i) +

1
n
.

Poniewa» obie przestrzenie s¡ re�eksywne, zatem przechodz¡c do podci¡gów mo»emy

zaªo»y¢, »e ci¡g (x0(n))n∈N jest sªabo zbie»ny do x0 w X0 oraz (x1(n))n∈N jest sªabo

zbie»ny do x1 w X1. Z nierówno±ci (2.2) wynika, »e przestrzenie X0, X1 wkªadaj¡ si¦ w

sposób liniowy i ci¡gªy w X0 +X1. St¡d ci¡gi (x0(n))n∈N, (x1(n))n∈N s¡ sªabo zbie»ne

odpowiednio do x0 i x1 w X0 +X1, a wi¦c mo»emy w równo±ci (2.6) przej±¢ do sªabej

granicy przy n → ∞ otrzymuj¡c rozkªad x = x0 + x1. Korzystaj¡c z de�nicji normy

kp,θ (·, i) dostajemy

kp,θ (x, i) ¬
(
2θip‖x0‖pX0 + 2(θ−1)ip‖x1‖pX1

) 1
p

¬
(

2θip lim inf
n→∞

‖x0(n)‖pX0 + 2(θ−1)ip lim inf
n→∞

‖x1(n)‖pX1
) 1
p

¬ lim inf
n→∞

(
2θip‖x0(n)‖pX0 + 2(θ−1)ip‖x1(n)‖pX1

) 1
p

¬ lim inf
n→∞

(
kp,θ (x, i) +

1
n

)
= kp,θ (x, i) ,

co pokazuje, »e istotnie, w tym przypadku in�mum w de�nicji normy (2.4) jest osi¡-

gni¦te.

Udowodnimy teraz twierdzenia dotycz¡ce stabilno±ci ±cisªej wypukªo±ci i lokalnej

jednostajnej wypukªo±ci.

Twierdzenie 2.3.

Niech p ∈ (1,∞), θ ∈ (0, 1) oraz niech (X0, X1) b¦dzie tak¡ par¡ przestrzeni po-

równywalnych, »e obie s¡ re�eksywne i co najmniej jedna z nich jest ±ci±le wypukªa.

Zaªó»my ponadto, »e przestrze« E jest ±ci±le wypukªa. Wtedy przestrze« interpolacyjna

Kp,θ(X,E) równie» jest ±ci±le wypukªa.
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Dowód.

Bez straty na ogólno±ci rozwa»a« mo»emy przyj¡¢, »e przestrze« X0 jest ±ci±le

wypukªa. Oznaczmy

Z =

∑
i∈Z

(X0 ⊕ R)lp


E

,

gdzie (X0 ⊕ R)lp jest sum¡ prost¡, dla której przestrzeni¡ bazow¡ jest pªaszczyzna R2

z dwuwymiarow¡ lp-norm¡. Przy naszych zaªo»eniach przestrze« Z jest ±ci±le wypukªa

(patrz na przykªad [20]).

Niech teraz x, y ∈ SKp,θ(X,E) b¦d¡ dowolnymi elementami przestrzeni interpolacyj-

nej takimi, »e x 6= y. Istniej¡ rozkªady x = x0(i) + x1(i), y = y0(i) + y1(i) takie, »e

xk(i), yk(i) ∈ Xk dla ka»dego i ∈ Z, k = 0, 1 oraz∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

(
2θip‖x0(i)‖pX0 + 2(θ−1)ip‖x1(i)‖pX1

) 1
p ei

∥∥∥∥∥∥
E

= 1,

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

(
2θip‖y0(i)‖pX0 + 2(θ−1)ip‖y1(i)‖pX1

) 1
p ei

∥∥∥∥∥∥
E

= 1.

Korzystaj¡c z nierówno±ci (2.5), otrzymujemy

0 < ‖x−y‖Kp,θ(X,E) ¬ C

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

2θi‖x0(i)− y0(i)‖X0ei

∥∥∥∥∥∥
1−θ

E

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

2(θ−1)i‖x1(i)− y1(i)‖X1ei

∥∥∥∥∥∥
θ

E

,

a wi¦c ∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

2θi‖x0(i)− y0(i)‖X0ei

∥∥∥∥∥∥
E

> 0.

Rozwa»my teraz nast¦puj¡ce elementy sumy prostej Z:

x = {(2θix0(i), 2(θ−1)i‖x1(i)‖X1)}i∈Z, y = {(2θiy0(i), 2(θ−1)i‖y1(i)‖X1)}i∈Z.

Wtedy ‖x‖Z = ‖x‖Kp,θ(X,E) = 1, ‖y‖Z = ‖y‖Kp,θ(X,E) = 1 i

‖x− y‖Z ­

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

2θi‖x0(i)− y0(i)‖X0ei

∥∥∥∥∥∥
E

> 0.

Ostatecznie daje nam to nierówno±ci∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥
Kp,θ(X,E)

¬
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥
Z
< 1,

gdzie ostatnia nierówno±¢ wynika z faktu, »e suma prosta Z jest ±ci±le wypukªa.

�
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Twierdzenie 2.4.

Niech p ∈ (1,∞), θ ∈ (0, 1) oraz niech (X0, X1) b¦dzie tak¡ par¡ przestrzeni porówny-

walnych, »e obie s¡ re�eksywne i co najmniej jedna z nich jest lokalnie jednostajnie

wypukªa. Zaªó»my ponadto, »e przestrze« E jest lokalnie jednostajnie wypukªa. Wtedy

przestrze« interpolacyjna Kp,θ(X,E) równie» jest lokalnie jednostajnie wypukªa.

Dowód.

Podobnie jak w poprzednim dowodzie zaªó»my, »e przestrze« X0 jest lokalnie jed-

nostajnie wypukªa i rozwa»my sum¦ prost¡

Z =

∑
i∈Z

(X0 ⊕ R)lp


E

.

Wtedy ta suma prosta równie» jest lokalnie jednostajnie wypukªa (na mocy twierdze-

nia 1.2 w pracy [40]).

Ustalmy x ∈ SKp,θ(X,E) i we¹my dowolny y ∈ BKp,θ(X,E) taki, »e ‖x− y‖Kp,θ(X,E) ­
ε > 0. Istniej¡ rozkªady x = x0(i) + x1(i), y = y0(i) + y1(i) takie, »e xk(i), yk(i) ∈ Xk

dla ka»dego i ∈ Z, k = 0, 1 oraz∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

(
2θip‖x0(i)‖pX0 + 2(θ−1)ip‖x1(i)‖pX1

) 1
p ei

∥∥∥∥∥∥
E

= 1,

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

(
2θip‖y0(i)‖pX0 + 2(θ−1)ip‖y1(i)‖pX1

) 1
p ei

∥∥∥∥∥∥
E

¬ 1.

Korzystaj¡c z wniosku 2.2 i monotoniczno±ci normy w E, otrzymujemy

ε ¬ ‖x− y‖Kp,θ(X,E) ¬ 2θC

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

2θi‖x0(i)− y0(i)‖X0ei

∥∥∥∥∥∥
1−θ

E

,

a wi¦c ∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

2θi‖x0(i)− y0(i)‖X0ei

∥∥∥∥∥∥
E

­ ε1 :=
(

ε

2θC

) 1
1−θ

.

Rozwa»amy teraz nast¦puj¡ce elementy sumy prostej Z:

x = {(2θix0(i), 2(θ−1)i‖x1(i)‖X1)}i∈Z, y = {(2θiy0(i), 2(θ−1)i‖y1(i)‖X1)}i∈Z.
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Mamy ‖x‖Z = 1, ‖y‖Z ¬ 1. Ponadto

‖x− y‖Z ­

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

2θi‖x0(i)− y0(i)‖X0ei

∥∥∥∥∥∥
E

­ ε1,

wi¦c korzystaj¡c z de�nicji moduªu lokalnej jednostajnej wypukªo±ci sumy prostej Z,

otrzymujemy nast¦puj¡ce oszacowanie∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥
Kp,θ(X,E)

¬
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥
Z
¬ 1− δZ,l (ε1, x) .

St¡d

δZ,l (ε1, x) ¬ 1−
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥
Kp,θ(X,E)

i bior¡c in�mum po wszystkich elementach y ∈ BKp,θ(X,E) otrzymujemy

δZ,l (ε1, x) ¬ δKp,θ(X,E),l (ε, x) ,

co ko«czy dowód.

�

Przejdziemy teraz do dowodów twierdze« dotycz¡cych niesko«czenie wymiarowych

odpowiedników jednostajnej wypukªo±ci. Zaczniemy od twierdzenia dotycz¡cego nie-

mal jednostajnej wypukªo±ci. Jest to uogólnienie wniosku 4.2 z pracy [37] dla przy-

padku, gdy n = 1.

Twierdzenie 2.5.

Niech p ∈ (1,∞), θ ∈ (0, 1), oraz niech (X0, X1) b¦dzie tak¡ par¡ przestrzeni porów-

nywalnych, »e co najmniej jedna z nich jest niemal jednostajnie wypukªa. Zaªó»my po-

nadto, »e przestrze« E jest niemal jednostajnie wypukªa i jednostajnie monotoniczna.

Wtedy przestrze« interpolacyjna Kp,θ(X,E) równie» jest niemal jednostajnie wypukªa.

Dowód.

Zaªó»my, »e przestrze« X0 jest niemal jednostajnie wypukªa. Wtedy t¦ sam¡ wªa-

sno±¢ (zobacz twierdzenie 1 w pracy [34]) ma równie» suma prosta

Z =

∑
i∈Z

(X0 ⊕ R)lp


E

.
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Niech xn ∈ BKp,θ(X,E), n ∈ N b¦d¡ takie, »e ‖xn − xm‖Kp,θ(X,E) ­ ε > 0 dla

wszystkich n 6= m. Dla dowolnego γ ∈ (0, 1) i n ∈ N istnieje rozkªad xn = xn0 (i)+xn1 (i),

gdzie xnk(i) ∈ Xk, k = 0, 1, i ∈ Z taki, »e∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

(
2θip‖xn0 (i)‖pX0 + 2(θ−1)ip‖xn1 (i)‖pX1

) 1
p ei

∥∥∥∥∥∥
E

¬ 1 + γ.

Korzystaj¡c z wniosku 2.2, stwierdzamy, »e je±li n 6= m, to

ε ¬ ‖xn − xm‖Kp,θ(X,E) ¬ 4θC

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

2θi‖xn0 (i)− xm0 (i)‖X0ei

∥∥∥∥∥∥
1−θ

E

,

a wi¦c ∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

2θi‖xn0 (i)− xm0 (i)‖X0ei

∥∥∥∥∥∥
E

­ ε1 :=
(

ε

4θC

) 1
1−θ

.

Rozwa»my teraz nast¦puj¡ce elementy sumy prostej Z:

xn = {(2θixn0 (i), 2(θ−1)i‖xn1 (i)‖X1)}i∈Z, n ∈ N.

Wtedy ‖xn‖Z ¬ 1 + γ dla ka»dego n ∈ N oraz ‖xn − xm‖Z ­ ε1 dla n 6= m. Istnieje

zatem kombinacja wypukªa x =
∑k
j=1 λjxj, gdzie λj ­ 0,

∑k
j=1 λj = 1 taka, »e∥∥∥∥∥∥

k∑
j=1

λixj

∥∥∥∥∥∥
Z

¬ (1 + γ)
(

1−∆Z

(
ε1

1 + γ

))
¬ (1 + γ)

(
1−∆Z

(
ε1

2

))
.

Mamy zatem nierówno±ci∥∥∥∥∥∥
k∑
j=1

λixj

∥∥∥∥∥∥
Kp,θ(X,E)

¬

∥∥∥∥∥∥
k∑
j=1

λixj

∥∥∥∥∥∥
Z

¬ (1 + γ)
(

1−∆Z

(
ε1

2

))
,

z których wynika, »e

1− inf{‖x‖Kp,θ(X,E) : x ∈ co(xn)} ­ 1− (1 + γ)
(

1−∆Z

(
ε1

2

))
.

Bior¡c teraz in�mum po wszystkich ci¡gach (xn) ⊂ BKp,θ(X,E) takich, »e sep(xn) ­ ε

widzimy, »e

∆Kp,θ(X,E) (ε) ­ 1− (1 + γ)
(

1−∆Z

(
ε1

2

))
,

sk¡d po przej±ciu do granicy przy γ → 0 dostajemy

∆Kp,θ(X,E) (ε) ­ ∆Z

(
ε1

2

)
,
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co ko«czy dowód twierdzenia.

�

Analogicznie jak powy»sze twierdzenie, mo»na równie» udowodni¢ twierdzenie do-

tycz¡ce stabilno±ci wªasno±ci (β) przy ogólnej dyskretnej metodzie interpolacji. Aby

to zrobi¢, nale»y jednak najpierw udowodni¢ twierdzenie dotycz¡ce wªasno±ci (β) dla

sum prostych. Wypowiemy je i udowodnimy poni»ej. Twierdzenie to i jego dowód zo-

staªo zawarte w pracy [3]. Nale»y jeszcze podkre±li¢, »e twierdzenie o wªasno±ci (β)

dla sum prostych zostaªo zapowiedziane w pracy [37], jednak praca, w której miaªo

si¦ ono ukaza¢, nigdy nie zostaªa opublikowana. Jedynie rezultaty dotycz¡ce wªasno±ci

(β) dla sko«czonych sum prostych zostaªy przedstawione w pracy [35]. W tej rozpra-

wie b¦dziemy jednak rozpatrywa¢ bardziej ogólny przypadek, w którym przestrze«

bazowa mo»e by¢ przestrzeni¡ niesko«czenie wymiarow¡. Zaczniemy od podania wer-

sji lematu 2.5 z pracy [37], którego dowód analogiczny do tego z pracy [37] zamie±cimy

dla zupeªno±ci rozprawy. W lemacie tym u»ywamy pewnego rodzaju granic podwój-

nych. Istnienie takich granic gwarantuje twierdzenie 10.1.1 z monogra�i [1]. Zgodnie z

nim dla dowolnego ci¡gu ograniczonego (xn) w przestrzeni Banacha X mo»na znale¹¢

podci¡g (xnk), dla którego istnieje granica podwójna limk>l→∞ ‖xnk − xnl‖.

Lemat 2.6.

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha. Je»eli x ∈ X i ci¡g (xn) w X jest taki, »e

istnieje granica limn>m→∞ ‖xn − xm‖, to zachodzi nast¦puj¡ca nierówno±¢

(2.7)
lim inf
n→∞

‖x+ xn‖ ¬ ‖x‖+ lim inf
n→∞

‖xn‖

− 2 min{‖x‖, lim inf
n→∞

‖xn‖}βX
(

limn>m→∞ ‖xn − xm‖
lim infn→∞ ‖xn‖

)
.

Dowód.

Zaªó»my, »e x ∈ X i ci¡g (xn) w X speªniaj¡ zaªo»enia lematu. Ustalmy dowolne

γ > 0 i oznaczmy

u =
x

‖x‖
, un =

xn
lim infn→∞ ‖xn‖+ γ

.

Wtedy istnieje podci¡g (xnk) taki, »e ‖unk‖ ¬ 1 dla ka»dego k ∈ N. Ponadto, odrzu-
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caj¡c co najwy»ej sko«czon¡ liczb¦ elementów ci¡gu unk mo»emy zaªo»y¢, »e

sep(unk) ­
limn>m→∞ ‖xn − xm‖ − γ

lim infn→∞ ‖xn‖+ γ
.

Rozwa»my teraz dwa przypadki. Zaªó»my najpierw, »e ‖x‖ < lim infn→∞ ‖xn‖.
Mamy

x+ xnk = (u+ unk)‖x‖+ unk(lim inf
n→∞

‖xn‖+ γ − ‖x‖)

i korzystaj¡c z de�nicji moduªu wªasno±ci (β), otrzymujemy

lim inf
n→∞

‖x+ xn‖ ¬ lim inf
k→∞

‖x+ xnk‖ ¬ lim inf
k→∞

‖u+ unk‖+ lim inf
n→∞

‖xn‖+ γ − ‖x‖

¬ 2
(

1− βX
(

limn>m→∞ ‖xn − xm‖ − γ
lim infn→∞ ‖xn‖+ γ

))
‖x‖+ lim inf

n→∞
‖xn‖+ γ − ‖x‖.

Po przej±ciu do granicy przy γ → 0 i skorzystaniu z faktu, »e moduª wªasno±ci (β)

mo»na uwa»a¢ za funkcj¦ ci¡gª¡ (patrz uwaga 1.1), otrzymujemy »¡dan¡ nierówno±¢.

Rozwa»my teraz przypadek, gdy ‖x‖ ­ lim infn→∞ ‖xn‖. Skorzystamy w tym przy-

padku z to»samo±ci

x+ xnk = (u+ unk)(lim inf
n→∞

‖xn‖+ γ) + u(‖x‖ − lim inf
n→∞

‖xn‖ − γ).

Daje nam ona nierówno±¢

lim inf
n→∞

‖x+ xn‖ ¬ 2
(

1− βX
(

limn>m→∞ ‖xn − xm‖ − γ
lim infn→∞ ‖xn‖+ γ

))
(lim inf
n→∞

‖xn‖+ γ)

+ |‖x‖ − lim inf
n→∞

‖xn‖ − γ|.

Analogicznie jak wy»ej, wystarczy teraz przej±¢ z γ → 0, aby otrzyma¢ »¡dan¡ nie-

równo±¢.

�

W dowodzie twierdzenia dotycz¡cego wªasno±ci (β) dla sum prostych b¦dziemy

jeszcze potrzebowali nast¦puj¡cego lematu (jest to lemat 3 z pracy [34]).

Lemat 2.7.

Zaªó»my, »e E jest przestrze« bazow¡ nad zbiorem indeksów I. Niech h : [0, 2] → R

b¦dzie funkcj¡ niemalej¡c¡, ograniczon¡ i znikaj¡c¡ tylko w zerze. Je»eli f ∈ BE oraz

g : I → [0, 2] s¡ takie, »e ‖gf‖ ­ ε, to h(g(·))f(·) ∈ E oraz ‖h(g)f‖ ­ ε
4h
(
ε
2

)
.
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Jeste±my teraz gotowi do sformuªowania zapowiedzianego twierdzenia dotycz¡ce-

go wªasno±ci (β) dla sum prostych. Niech {Xi : i ∈ I} b¦dzie rodzin¡ przestrzeni

Banacha. Przez βXi oznaczamy moduª wªasno±ci (β) przestrzeni Xi. Niech ponadto

β(ε) = infi∈I βXi(ε).

Twierdzenie 2.8 ([3]).

Je±li przestrze« bazowa E jest jednostajnie wypukªa oraz je»eli {Xi : i ∈ I} jest tak¡
rodzin¡ przestrzeni Banacha, »e β(ε) > 0 dla ka»dego ε > 0, to suma prosta (

∑
i∈I Xi)E

ma wªasno±¢ (β).

Dowód.

Niech δE oznacza moduª wypukªo±ci przestrzeni E oraz Z = (
∑
i∈I Xi)E. Zaªó»my,

»e x ∈ Z i ci¡g (xn) w Z s¡ takie, »e ‖x‖Z ¬ 1, ‖xn‖Z ¬ 1 dla ka»dego n ∈ N oraz

sep(xn) ­ ε > 0.

Przyjmujemy

γ =
1
3
δm,E

(
ε

16
β
(
ε

4

))
,

gdzie δm,E oznacza moduª monotoniczno±ci przestrzeni bazowej E. Poniewa» prze-

strze« E jest jednostajnie wypukªa, wi¦c jest ona tak»e jednostajnie monotoniczna

i st¡d γ > 0. Korzystaj¡c z tego, »e δm,E(t) ¬ t i β(t) ¬ 1 dla ka»dego t ∈ [0, 1],

dostajemy

(2.8) γ ¬ ε

16
β
(
ε

4

)
¬ ε

16
.

Je±li dla niesko«czenie wielu n ∈ N zachodzi nierówno±¢ ‖bxe − bxne‖E ­ γ, to

lim inf
n→∞

‖x+ xn‖Z ¬ lim inf
n→∞

‖bxe+ bxne‖E ¬ 2(1− δE(γ)),

zatem speªniony jest warunek z de�nicji wªasno±ci (β). Zaªó»my wi¦c, »e nierówno±¢

‖bxe − bxne‖E ­ γ zachodzi jedynie dla sko«czenie wielu n ∈ N. Mo»emy wtedy

przyj¡¢, »e ‖bxe − bxne‖E < γ dla ka»dego n ∈ N.

Dla niepustego zbioruD ⊂ I przez 1D oznaczamy funkcj¦ charakterystyczn¡ zbioru

D. Poniewa» przestrze« E jest jednostajnie wypukªa, wi¦c jest ona re�eksywna i ka»dy

jej element mo»na dowolnie dobrze przybli»a¢ elementami o sko«czonych no±nikach.
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Wynika st¡d, »e istnieje zbiór sko«czony A ⊂ I taki, »e ‖x1A′‖Z ¬ γ, gdzie A′ = I \A.
Wtedy równie» ‖xn1A′‖Z ¬ 2γ, poniewa» w przeciwnym wypadku mieliby±my

‖bxe − bxne‖E ­ ‖(bxe − bxne)1A′‖E ­ ‖bxne1A′‖E − ‖bxe1A′‖E > 2γ − γ = γ,

co prowadzi do sprzeczno±ci z naszym zaªo»eniem, »e ‖bxe − bxne‖E < γ.

Poniewa» ci¡g (xn) jest ograniczony, mo»emy zakªada¢, »e wszystkie poni»ej roz-

patrywane granice istniej¡ dla ka»dego i ∈ A:

d(i) = lim
n→∞

‖x(i) + xn(i)‖Xi , α(i) = lim
n→∞

‖xn(i)‖Xi , c(i) = lim
n>m→∞

‖xn(i)− xm(i)‖Xi .

Lemat 2.6 daje nam nast¦puj¡c¡ nierówno±¢

(2.9) d(i) ¬ ‖x(i)‖Xi + α(i)− 2 min{‖x(i)‖Xi , α(i)}β
(
c(i)
α(i)

)
.

dla i ∈ A.
Zauwa»my, »e poniewa» A jest zbiorem sko«czonym, wi¦c

‖α1A‖E = lim
n→∞

‖bxne1A‖E ¬ lim sup
n→∞

‖xn‖Z ¬ 1.

St¡d

(2.10)
∥∥∥∥1

2
(bxe+ α)1A

∥∥∥∥
E
¬ 1.

Znajdziemy teraz oszacowanie dolne dla
∥∥∥min{bxe, α}β

(
c
α

)
1A
∥∥∥
E
. Mamy

‖(xn − xm)1A‖Z ­ ‖xn − xm‖Z − ‖(xn − xm)1AC‖Z ­ ε− 4γ ­ ε

2

dla dowolnych n 6= m. Poniewa»

‖c1A‖E = lim
n>m→∞

‖(xn − xm)1A‖Z ­
ε

2
,

wi¦c stosuj¡c lemat 2.7 otrzymujemy oszacowanie∥∥∥∥αβ ( cα
)
1A
∥∥∥∥
E
­ ε

8
β
(
ε

4

)
.

St¡d

(2.11)

∥∥∥∥min{bxe, α}β
(
c

α

)
1A
∥∥∥∥
E

=
∥∥∥∥αβ ( cα

)
+ (min{bxe, α} − α) β

(
c

α

)
1A
∥∥∥∥
E

­
∥∥∥∥αβ ( cα

)
1A
∥∥∥∥
E
−
∥∥∥∥min{bxe − α, 0}β

(
c

α

)
1A
∥∥∥∥
E

­ ε

8
β
(
ε

4

)
− ‖min{bxe − α, 0}1A‖E .
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Zgodnie z naszym zaªo»eniem ‖(bxe − bxne)1A‖E ¬ ‖bxe − bxne‖E < γ, a zatem

równie»

‖(bxe − α)1A‖E = lim
n→∞

‖(bxe − bxne)1A‖E ¬ γ.

Poniewa» |min{bxe − α, 0}| ¬ |bxe − α|, wi¦c

‖min{bxe − α, 0}1A‖E ¬ ‖(bxe − α)1A‖E ¬ γ,

co w poª¡czeniu z (2.11) prowadzi do oszacowania∥∥∥∥min{bxe, α}β
(
c

α

)
1A
∥∥∥∥
E
­ ε

8
β
(
ε

4

)
− γ ­ ε

16
β
(
ε

4

)
.

Korzystaj¡c z moduªu monotoniczno±ci przestrzeni bazowej E i z nierówno±ci (2.9),

otrzymujemy

lim
n→∞

∥∥∥∥x+ xn
2
1A
∥∥∥∥
Z

=

∥∥∥∥∥d21A
∥∥∥∥∥
E

¬ 1− δm,E
(
ε

16
β
(
ε

4

))
.

Ostatecznie dostajemy nierówno±¢

lim inf
n→∞

∥∥∥∥x+ xn
2

∥∥∥∥
Z
¬ lim inf

n→∞

(∥∥∥∥x+ xn
2
1A
∥∥∥∥
Z

+
∥∥∥∥x+ xn

2
1A′

∥∥∥∥
Z

)
¬ lim inf

n→∞

(∥∥∥∥x+ xn
2
1A
∥∥∥∥
Z

+
1
2

(‖x1A′‖Z + ‖xn1A′‖Z)
)

¬ lim
n→∞

∥∥∥∥x+ xn
2
1A
∥∥∥∥
Z

+
3
2
γ ¬ 1− δm,E

(
ε

16
β
(
ε

4

))
+

3
2
γ

¬ 1− 1
2
δm,E

(
ε

16
β
(
ε

4

))
,

co ko«czy dowód.

�

Analiza powy»szego dowodu daje nast¦puj¡ce oszacowanie moduªu wªasno±ci (β)

sumy prostej

(2.12) βZ(ε) ­ δE

(1
3
δm,E

(
ε

16
β
(
ε

4

)))
.

Rozwa»aj¡c moduªy βXi zakªadamy, »e przestrzenie Xi s¡ niesko«czenie wymiaro-

we. W dalszej cz¦±ci b¦dziemy te» rozwa»a¢ sumy proste postaci (X0 ⊕ X1)E, gdzie

X1 jest przestrzeni¡ sko«czenie wymiarow¡.
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Twierdzenie 2.9.

Niech E b¦dzie przestrzeni¡ bazow¡ nad zbiorem I = {0, 1} i Z = (X0 ⊕X1)E, gdzie

X0 jest przestrzeni¡ niesko«czenie wymiarow¡, za± dimX1 <∞. Wtedy

(2.13) βZ(ε) ­ δE

(
ε

4
βX0

(
ε

2

))

dla ka»dego ε ­ 0. W szczególno±ci je»eli przestrze« E jest jednostajnie wypukªa i X0

ma wªasno±¢ (β), to Z ma wªasno±¢ (β).

Dowód.

Elementy x ∈ Z b¦dziemy zapisywa¢ jako pary x = (x(0), x(1)), gdzie x(0) ∈ X0,

x(1) ∈ X1. Zaªó»my, »e x ∈ Z i ci¡g (xn) w Z s¡ takie, »e ‖x‖Z ¬ 1, ‖xn‖Z ¬ 1 dla

ka»dego n ∈ N oraz sep(xn) ­ ε > 0. Poniewa» przestrze«X1 jest sko«czenie wymiaro-

wa, wi¦c przechodz¡c do podci¡gu mo»emy zaªo»y¢, »e ci¡g (xn(1)) jest zbie»ny w X1.

Wtedy limn>m→∞ ‖xn(1)−xm(1)‖X1 = 0. Mo»emy tak»e zakªada¢, »e istniej¡ wszyst-

kie poni»ej rozpatrywane granice. W szczególno±ci istnieje α(i) = limn→∞ ‖xn(i)‖Xi ,
i = 0, 1. Mamy

ε ¬ lim
n>m→∞

‖xn − xm‖Z

=
∥∥∥∥( lim

n>m→∞
‖xn(0)− xm(0)‖X0 , lim

n>m→∞
‖xn(1)− xm(1)‖X1

)∥∥∥∥
E

= lim
n>m→∞

‖xn(0)− xm(0)‖X0 ¬ 2α(0).

Je±li ‖x(0)‖X0 < ε
4 , to

lim
n→∞

‖bxe − bxne‖E ­ α(0)− ‖x(0)‖X0 >
ε

4
,

a zatem

lim
n→∞

∥∥∥∥x+ xn
2

∥∥∥∥
Z
¬ lim

n→∞

∥∥∥∥∥bxe+ bxne
2

∥∥∥∥∥
E

¬ 1− δE
(
ε

4

)
¬ 1− δE

(
ε

4
βX0

(
ε

2

))
.

Zaªó»my teraz, »e ‖x(0)‖X0 ­ ε
4 . W tym przypadku, korzystaj¡c z lematu 2.6

dostajemy

(2.14) lim
n→∞

‖x(0) + xn(0)‖X0 ¬ ‖x(0)‖X0 + α(0)− ε

2
βX0

(
ε

2

)
.
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Oznaczaj¡c u = 1
2(‖x(0)‖X0 + α(0), ‖x(1)‖X1 + α(1)) stwierdzamy, »e

‖u‖E ¬
1
2

(‖x‖Z + ‖(α(0), α(1))‖Z) ¬ 1
2

(
‖x‖Z + lim

n→∞
‖xn‖Z

)
¬ 1.

St¡d i z nierówno±ci (2.14) oraz (1.5) otrzymujemy oszacowanie

lim
n→∞

∥∥∥∥x+ xn
2

∥∥∥∥
Z
¬
∥∥∥∥∥
(

lim
n→∞

∥∥∥∥∥x(0) + xn(0)
2

∥∥∥∥∥
X0

,
‖x(1)‖X1 + α(1)

2

)∥∥∥∥∥
E

¬
∥∥∥∥u− (ε4βX0

(
ε

2

)
, 0
)∥∥∥∥

E

¬ 1− δm,E
(
ε

4
βX0

(
ε

2

))
¬ 1− δE

(
ε

4
βX0

(
ε

2

))
,

które w oczywisty sposób prowadzi do tezy twierdzenia.

�

Jeste±my teraz gotowi, aby udowodni¢ twierdzenie o stabilno±ci wªasno±ci (β) przy

ogólnej dyskretnej metodzie interpolacji.

Twierdzenie 2.10 ([3]).

Niech p ∈ (1,∞), θ ∈ (0, 1) oraz niech (X0, X1) b¦dzie tak¡ par¡ przestrzeni porówny-

walnych, »e co najmniej jedna z nich ma wªasno±¢ (β). Zaªó»my ponadto, »e przestrze«

E jest jednostajnie wypukªa. Wtedy przestrze« interpolacyjna Kp,θ(X,E) równie» ma

wªasno±¢ (β).

Dowód.

Zaªó»my, »e przestrze« X0 ma wªasno±¢ (β). Wtedy, na mocy twierdzenia 2.8, t¡

sam¡ wªasno±¢ ma równie» suma prosta

Z =

∑
i∈Z

(X0 ⊕ R)lp


E

.

Niech x ∈ BKp,θ(X,E), xn ∈ BKp,θ(X,E), n ∈ N b¦d¡ takie, »e ‖xn − xm‖Kp,θ(X,E) ­
ε > 0 dla n 6= m. Dla dowolnego γ ∈ (0, 1) istniej¡ rozkªady x = x0(i) + x1(i),

xk(i) ∈ Xk, k = 0, 1, i ∈ Z oraz xn = xn0 (i) + xn1 (i), xnk(i) ∈ Xk, k = 0, 1, i ∈ Z, n ∈ N

takie, »e ∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

(
2θip‖x0(i)‖pX0 + 2(θ−1)ip‖x1(i)‖pX1

) 1
p ei

∥∥∥∥∥∥
E

¬ 1 + γ,
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∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

(
2θip‖xn0 (i)‖pX0 + 2(θ−1)ip‖xn1 (i)‖pX1

) 1
p ei

∥∥∥∥∥∥
E

¬ 1 + γ, n ∈ N.

Korzystaj¡c z wniosku 2.2, stwierdzamy, »e je±li n 6= m, to

ε ¬ ‖xn − xm‖Kp,θ(X,E) ¬ 4θC

∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

2θi‖xn0 (i)− xm0 (i)‖X0ei

∥∥∥∥∥∥
1−θ

E

,

a wi¦c ∥∥∥∥∥∥
∑
i∈Z

2θi‖xn0 (i)− xm0 (i)‖X0ei

∥∥∥∥∥∥
E

­ ε1 :=
(

ε

4θC

) 1
1−θ

.

Podobnie jak w twierdzeniu o stabilno±ci niemal jednostajnej wypukªo±ci, zde�-

niujmy elementy sumy prostej Z:

x = {(2θix0(i), 2(θ−1)i‖x1(i)‖X1)}i∈Z,

xn = {(2θixn0 (i), 2(θ−1)i‖xn1 (i)‖X1)}i∈Z, n ∈ N.

Wtedy ‖x‖Z ¬ 1 + γ, ‖xn‖Z ¬ 1 + γ dla ka»dego n ∈ N oraz ‖xn − xm‖Z ­ ε1

dla n 6= m. Korzystaj¡c teraz z moduªu wªasno±ci (β) sumy prostej Z, otrzymujemy

nast¦puj¡ce oszacowanie

lim inf
n→∞

∥∥∥∥x+ xn
2

∥∥∥∥
Kp,θ(X,E)

¬ lim inf
n→∞

∥∥∥∥x+ xn
2

∥∥∥∥
Z
¬ (1 + γ)

(
1− βZ

(
ε

4C(1 + γ)

))
.

Zatem

lim inf
n→∞

∥∥∥∥x+ xn
2

∥∥∥∥
Kp,θ(X,E)

¬ (1 + γ)
(

1− βZ
(
ε

8C

))
,

co po przej±ciu do granicy przy γ → 0 ko«czy dowód twierdzenia.

�



Rozdziaª 3

Rzeczywista metoda interpolacji

3.1 Podstawowe poj¦cia i de�nicje

W tym podrozdziale przypomnimy podstawowe poj¦cia i de�nicje dotycz¡cych rze-

czywistej metody interpolacji. W tzw. ci¡gªej wersji tej metody u»ywa si¦ przestrzeni

Lebesgue'a-Bochnera Lp(X), gdzie X jest dan¡ przestrzeni¡ Banacha. Przypomnijmy,

»e dla ustalonej miary µ na σ-ciele podzbiorów zbioru Ω jest to przestrze« wszystkich

(klas abstrakcji wzgl¦dem relacji równo±ci prawie wsz¦dzie) funkcji silnie mierzalnych

f : Ω→ X, dla których norma

‖f‖Lp(X) =
(∫

Ω
‖f(ω)‖pXdµ(ω)

) 1
p

jest sko«czona (patrz na przykªad [57]). Przestrzenie Lebesgue'a-Bochnera b¦d¡ cz¦-

sto pojawiaªy si¦ w rozwa»aniach dotycz¡cych stabilno±ci wªasno±ci geometrycznych

przy ci¡gªej wersji metody interpolacji Yoshikawy-Sparra oraz zespolonej metodzie

interpolacji.

Mo»emy teraz przej±¢ do de�nicji zwi¡zanych z metod¡ interpolacji Yoshikawy-

Sparra. Klasyczna metoda Lionsa-Peetrego zostaªa przedstawiona w pracy [38] oraz

uogólniona na wi¦cej ni» dwie przestrzenie przez Gunnara Sparra i Atsushi'ego Yoshi-

kaw¦ (zobacz [55], [58]). Niech (X0, X1, . . . , Xn) b¦dzie ci¡giem porównywalnych prze-

strzeni Banacha i oznaczmy In = {0, 1, . . . , n}. Aby opisa¢ rzeczywist¡ metod¦ inter-

polacji Yoshikawy-Sparra zaczniemy od wprowadzenia normy równowa»nej w sumie

53
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przestrzeni
∑n
i=0 Xi. Dla q ∈ [1,∞) i x ∈ ∑n

i=0Xi oznaczamy

Kq(t, x) = inf


(

n∑
i=0

(ti‖xi‖Xi)q
) 1
q

: x =
n∑
i=0

xi, xi ∈ Xi, i ∈ In

 ,
gdzie t = (t1, t2, . . . , tn) ∈ Rn

+ oraz t0 = 1. Przez R+ rozumiemy zbiór liczb dodatnich.

Dodatkowo przyjmujemy

K∞(t, x) = inf
{

max {ti‖xi‖Xi : i ∈ In} , x =
n∑
i=0

xi, xi ∈ Xi, i ∈ In
}
.

Dla elementów t = (t1, . . . , tn), s = (s1, . . . , sn) z Rn
+ piszemy t ¬ s, gdy ti ¬ si

dla wszystkich i = 1, . . . , n. Je»eli t ¬ s, to oczywi±cie Kq(t, x) ¬ Kq(s, x). Ponadto,

1 ¬ si
ti
, wi¦c

Kq(s, x) ¬ max
{
s1

t1
, . . . ,

sn
tn

}
Kq(t, x),

co ostatecznie daje nam nierówno±ci

(3.1) Kq(t, x) ¬ Kq(s, x) ¬ max
{
s1

t1
, . . . ,

sn
tn

}
Kq(t, x).

De�nicja 3.1.

Niech (X0, X1, . . . , Xn) b¦dzie ci¡giem porównywalnych przestrzeni Banacha, q ∈ [1,∞],

p ∈ [1,∞) i ci¡g θ = (θ1, θ2, . . . , θn) speªnia warunki: θi > 0 dla i = 1, 2, . . . , n oraz

θ0 = 1 − ∑n
i=1 θi > 0. Przestrze« interpolacyjna (X0, X1, . . . , Xn)θ,p,q otrzymana za

pomoc¡ metody Yoshikawy-Sparra to przestrze« wszystkich wektorów x ∈ ∑n
i=0 Xi, dla

których

(3.2) ‖x‖θ,p,q =
(∫ ∞

0

∫ ∞
0

. . .
∫ ∞

0

((
n∏
i=1

t−θii

)
Kq(t, x)

)p
dt1
t1

dt2
t2
. . .

dtn
tn

) 1
p

.

ma sko«czon¡ warto±¢. Wzór (3.2) de�niuje norm¦ w przestrzeni (X0, X1, . . . , Xn)θ,p,q.

Zauwa»my, »e zmieniaj¡c parametr q ∈ [1,∞] w powy»szej de�nicji, otrzymujemy

caª¡ rodzin¦ norm równowa»nych w tej samej przestrzeni interpolacyjnej. Mo»liwe

jest zde�niowanie równie» innych norm równowa»nych. Metoda interpolacji, któr¡

opisali±my powy»ej � z norm¡ zadan¡ wzorem (3.2) � jest znana jako ci¡gªa wersja
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metody interpolacji Yoshikawy-Sparra. De�nicj¦ 3.1 mo»na zmody�kowa¢ zast¦puj¡c

caªki szeregiem, co daje nam nast¦puj¡c¡ norm¦ równowa»n¡:

(3.3) ‖x‖(a)
θ,p,q =

∑
ν∈Zn

(
a−θνKq(aν , x)

)p 1p .
Powy»ej a > 1, ν = (ν1, ν2, . . . , νn) ∈ Zn, θν =

∑n
i=1 θiνi oraz a

ν = (aν1 , aν2 , . . . , aνn).

Je»eli rozpatrujemy norm¦ zadan¡ wzorem (3.3), to mówimy o dyskretnej wersji

metody interpolacji Yoshikawy-Sparra. W literaturze rozwa»a si¦ zwykle konkretne

warto±ci parametru a. Najcz¦±ciej s¡ to: a = 2 lub a = e. W tym przypadku staªe

równowa»no±ci powy»szych norm s¡ znane (zobacz na przykªad [6] dla dwóch prze-

strzeni). Dla nas jednak wa»ne s¡ staªe równowa»no±ci dla dowolnego a > 1, wobec

tego wyprowadzimy nierówno±ci mi¦dzy normami (3.3) i (3.2).

Z nierówno±ci (3.1) wynika, »e je±li aν ¬ t ¬ aν+1, to

Kq(aν , x) ¬ Kq(t, x) ¬ max
{
t1
aν1

, . . . ,
tn
aνn

}
Kq(aν , x) ¬ aKq(aν , x),

wi¦c

(
aθ0−1a−θ·νKq(aν , x)

)p
(ln a)n

¬
∫ aνn+1

aνn
. . .
∫ aν1+1

aν1

(
t−θ11 . . . t−θnn Kq(t, x)

)p dt1
t1
. . .

dtn
tn

¬ ap
(
a−θ·νKq(aν , x)

)p
(ln a)n.

Po zsumowaniu tych nierówno±ci po ν1, . . . , νn ∈ Z i podniesieniu wyników do pot¦gi

1/p dostajemy

(3.4) aθ0−1(ln a)
n
p ‖x‖(a)

θ,p,q ¬ ‖x‖θ,p,q ¬ a(ln a)
n
p ‖x‖(a)

θ,p,q.

Inne normy równowa»ne byªy rozpatrywane na przykªad w pracy Minga Fana [22].

Zaªó»my, »e mamy dan¡ przestrze« Banacha X, liczb¦ p ∈ [1,∞), oraz wektor θ taki,

jak w De�nicji 3.1. Przez Lip,θ(X), i ∈ In oznaczamy przestrze« Lebesgue'a-Bochnera

wszystkich funkcji silnie mierzalnych x : Rn
+ → X, dla których nast¦puj¡ca norma jest

sko«czona

‖x‖Li
p,θ

(X) =
(∫ ∞

0

∫ ∞
0

. . .
∫ ∞

0

((
ti

n∏
k=1

t−θkk

)
‖x(t1, t2, . . . , tn)‖X

)p
dt1
t1

dt2
t2
. . .

dtn
tn

) 1
p

.
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Rozwa»amy tutaj Rn
+ z miar¡, która daje caªk¦ po dt1

t1
dt2
t2
. . . dtn

tn
i w przypadku, gdy

i = 0 przyjmujemy t0 = 1.

Podobnie przez la,ip,θ(X), i ∈ In oznaczamy przestrze« tych ci¡gów x : Zn → X, dla

których nast¦puj¡cy szereg jest zbie»ny

‖x‖la,i
p,θ

(X) =

∑
ν∈Zn

(
a−θν+νi‖x(ν)‖X

)p 1p ,
przy czym ν0 = 0, gdy i = 0.

Nast¦puj¡ce wzory de�niuj¡ inne normy równowa»ne w przestrzeni interpolacyjnej

(X0, X1, . . . , Xn)θ,p,q:

|||x|||θ,p,q = inf


(

n∑
i=0

‖xi‖qLi
p,θ

(Xi)

) 1
q

 ,(3.5)

|||x|||θ,p,∞ = inf
{

max
i∈In

{
‖xi‖Li

p,θ
(Xi)

}}
,(3.6)

gdzie kresy dolne bierzemy po wszystkich rozkªadach x =
∑n
i=0 xi(t) takich, »e xi(t) ∈

Xi dla dowolnego t ∈ Rn
+ oraz i ∈ In. Podobnie w przypadku dyskretnym de�niujemy

normy

|||x|||(a)
θ,p,q = inf


(

n∑
i=0

‖xi‖qla,i
p,θ

(Xi)

) 1
q

 ,(3.7)

|||x|||(a)
θ,p,∞ = inf

{
max
i∈In

{
‖xi‖la,i

p,θ
(Xi)

}}
,(3.8)

gdzie kresy dolne bierzemy po wszystkich rozkªadach x =
∑n
i=0 xi(ν) takich, »e xi(ν) ∈

Xi dla dowolnego ν ∈ Zn oraz i ∈ In.
Korzystaj¡c z nierówno±ci mi¦dzy lp-normami i nierówno±ci Höldera otrzymujemy

nast¦puj¡ce nierówno±ci:

‖x‖θ,p,q ¬ ‖x‖θ,p,1 ¬ |||x|||θ,p,1 ¬ (n+ 1)
1
q′ |||x|||θ,p,q

|||x|||θ,p,q ¬ (n+ 1)
1
q |||x|||θ,p,∞ ¬ (n+ 1)

1
q ‖x‖θ,p,q,

‖x‖(a)
θ,p,q ¬ ‖x‖

(a)
θ,p,1 ¬ |||x|||

(a)
θ,p,1 ¬ (n+ 1)

1
q′ |||x|||(a)

θ,p,q,

|||x|||(a)
θ,p,q ¬ (n+ 1)

1
q |||x|||(a)

θ,p,∞ ¬ (n+ 1)
1
q ‖x‖(a)

θ,p,q,

gdzie q′ oznacza wykªadnik sprz¦»ony do q, czyli tak¡ liczb¦ q′, dla której 1
q

+ 1
q′

= 1,

przy czym w tych nierówno±ciach, gdzie wyst¦puje q′ zakªadamy, »e q ∈ (1,∞).
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Zauwa»my jeszcze, »e studiowane w tej rozprawie wªasno±ci geometryczne nie za-

chowuj¡ si¦ przy przej±ciu do przestrzeni izomor�cznej z dan¡ przestrzeni¡ Banacha,

zatem ka»de z twierdze« dotycz¡ce stabilno±ci rozwa»anych wªasno±ci musi by¢ udo-

wodnione oddzielnie dla ka»dej z rozwa»anych norm.

3.2 Nowe wyniki

W tej sekcji przedstawimy nowe wyniki uzyskane dla rzeczywistej metody inter-

polacji Yoshikawy-Sparra. Cz¦±¢ z nich zawarta jest w pracy [3].

Przejdziemy teraz do stabilno±ci jednostajnej wypukªo±ci przy dyskretnej wersji

metody interpolacji Yoshikawy-Sparra. B¦dziemy rozwa»ali normy zadane za pomo-

c¡ wzorów (3.3), (3.7). Do udowodnienia twierdze« b¦dziemy potrzebowali jeszcze

wyniku analogicznego do lematu 2.1 dla wi¦cej ni» dwóch przestrzeni. Poniewa» w

dalszej cz¦±ci istotna b¦dzie warto±¢ wspóªczynnika wyst¦puj¡cego w nierówno±ci w

tezie lematu, wi¦c zamieszczamy jego peªny dowód.

Lemat 3.1 ([3]).

Niech p ∈ [1,∞), q ∈ [1,∞] i (X0, X1, . . . , Xn) b¦dzie ci¡giem przestrzeni porówny-

walnych. Zaªó»my, »e x ∈ (X0, X1, . . . , Xn)θ,p ma rozkªad x =
∑n
i=0 xi(ν) taki, »e

xi(ν) ∈ Xi, i ∈ In, ν ∈ Zn. Je»eli ‖ · ‖ oznacza jedn¡ z norm zadanych za pomoc¡

wzorów (3.3), (3.7), to zachodzi nast¦puj¡ca nierówno±¢

(3.9) ‖x‖ ¬ (1 + na)
n∏
i=0

Aθii ,

gdzie Ai = ‖xi‖la,i
p,θ

(Xi)
, i ∈ In.

Dowód.

Niech µ ∈ Zn. Wtedy mamy równie» rozkªad x =
∑n
i=0 xi(ν + µ) dla ka»dego

ν ∈ Zn. Z de�nicji norm okre±lonych za pomoc¡ wzorów (3.3), (3.7) otrzymujemy

nast¦puj¡c¡ nierówno±¢

‖x‖ ¬
n∑
i=0

‖xi(ν + µ)‖la,i
p,θ

(Xi)
,
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przy czym dokonuj¡c zamiany zmiennych η = ν + µ dostajemy

‖xi(ν + µ)‖la,i
p,θ

(Xi)
=

∑
ν∈Zn

(
a−θν+νi‖xi(ν + µ)‖Xi

)p 1p

=

∑
η∈Zn

(
a−θ(η−µ)+ηi−µi‖xi(η)‖Xi

)p 1p

= aθµ−µi

∑
η∈Zn

a−θη+ηi (‖xi(η)‖Xi)
p

 1p

= aθµ−µiAi,

gdzie w przypadku, gdy i = 0 przyjmujemy ν0 = µ0 = 0, a wi¦c tak»e η0 = 0.

Ostatecznie otrzymujemy nierówno±¢

(3.10) ‖x‖ ¬ aθµA0 +
n∑
i=1

aθµ−µiAi.

Je»eli A0 = 0 to kªad¡c µ = (µ, µ, . . . , µ) i przechodz¡c z µ→∞ widzimy, »e »¡-

dana nierówno±¢ jest speªniona. Podobnie, je»eli Ai = 0 dla pewnego i ∈ {1, 2, . . . , n},
to wystarczy poªo»y¢ µk = 0 dla k 6= i i przej±¢ z µi → −∞.

Zaªó»my teraz, »e ka»da z liczb Ai jest dodatnia. Przyjmijmy za µi tak¡ liczb¦

caªkowit¡, »e aµi ¬ Ai
A0

< aµi+1, czyli aµiA0 ¬ Ai < aµi+1A0. Wtedy aθiµiAθi0 ¬ Aθii ,

wi¦c

aθµA0 =
n∏
i=1

aθiµiA0 ¬
n∏
i=1

A1−θi
0 Aθii = Aθ00

n∏
i=1

Aθii

i st¡d

aθµ−µiAi = aθµ
Ai
aµi

< aaθµA0 ¬ aAθ00

n∏
i=1

Aθii .

W poª¡czeniu z (3.10) daje nam to »¡dan¡ nierówno±¢.

�

Dla normy |||·|||θ,p,∞ mamy wynik znacznie mocniejszy ni» lemat 3.1. Ze stwierdze-

nia 2.3 w pracy [58] wiemy, »e

(3.11) |||x|||θ,p,∞ = inf
n∏
i=0

‖xi(t)‖θi
Li
p,θ

(Xi)
,

gdzie kres dolny jest wzi¦ty po wszystkich rozkªadach x =
∑n
i=0 xi(t), t ∈ Rn

+ ta-

kich, »e xi ∈ Lip,θ(Xi), i ∈ In. Korzystaj¡c ze wzoru (3.11), w pracy [5] Beauzamy
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wykazaª, »e je»eli (X0, X1) jest par¡ przestrzeni porównywalnych tak¡, »e X0 lub X1

jest jednostajnie wypukªa, to przestrze« interpolacyjna (X0, X1)θ,p,∞ jest jednostajnie

wypukªa. Rozwa»ane przez nas normy w przestrzeni interpolacyjnej s¡ równowa»ne,

ale jednostajna wypukªo±¢ nie zachowuje si¦ przy przej±ciu od danej normy do nor-

my równowa»nej. Wobec tego z twierdzenia Beauzamy'ego nie mo»na wnioskowa¢ o

jednostajnej wypukªo±ci przestrzeni interpolacyjnej rozwa»anej z innymi normami.

W pracy tej wyka»emy twierdzenia dotycz¡ce stabilno±ci jednostajnej wypukªo-

±ci przy dyskretnej wersji metody interpolacji Yoshikawy-Sparra z norm¡ zadan¡ za

pomoc¡ wzoru (3.3). W dowodzie tego twierdzenia wykorzystamy technik¦ dowodo-

w¡ zastosowan¡ w pracy [44] do udowodnienia twierdzenia o stabilno±ci jednostajnej

wypukªo±ci przy ogólnej dyskretnej metodzie interpolacji. Podobn¡ technik¦ stosowa-

li±my w dowodach z poprzedniego rozdziaªu. Tam korzystali±my ze stabilno±ci danej

wªasno±ci przy przechodzeniu do sum prostych. Teraz b¦dziemy korzysta¢ ze stabil-

no±ci przy przechodzeniu do przestrzeni postaci lp(X). Przypomnijmy wi¦c, »e dla

dowolnej przestrzeni Banacha X i przestrzeni Lp nad dowoln¡ miar¡, je±li p ∈ (1, 2],

to

δLp(X)(ε) ­ aδX(bε)

dla pewnych staªych a, b > 0, a je±li p ∈ (2,∞), to

δLp(X)(ε) ­ cεpδX(dε)

dla pewnych staªych c, d > 0 (patrz [23] lub [39, str. 229]). W szczególno±ci wynika

st¡d, »e je»eli X jest przestrzeni¡ jednostajnie wypukª¡ i p ∈ (1,∞), to przestrze«

lp(X) jest jednostajnie wypukªa.

Twierdzenie 3.2.

Niech (X0, X1, . . . , Xn) b¦dzie ci¡giem porównywalnych przestrzeni Banacha takich, »e

co najmniej jedna z nich jest jednostajnie wypukªa oraz zaªó»my, »e p, q ∈ (1,∞). Wte-

dy przestrze« interpolacyjna (X0, X1, . . . , Xn)θ,p,q z norm¡ zadan¡ za pomoc¡ wzoru

(3.3) równie» jest jednostajnie wypukªa.
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Dowód.

Zaªó»my, »e przestrze« X0 jest jednostajnie wypukªa. Niech ε ∈ (0, 2] i x, y ∈
(X0, X1, . . . , Xn)θ,p,q b¦d¡ takie, »e ‖x‖(a)

θ,p,q ¬ 1, ‖y‖(a)
θ,p,q ¬ 1 i ‖x − y‖(a)

θ,p,q ­ ε. Dla

dowolnego γ ∈ (0, 1) wybieramy ci¡g {c(ν)}ν∈Zn taki, »e ‖c‖la,0
p,θ

(R) ¬ γ i c(ν) > 0 dla

ka»dego ν ∈ Zn. Znajdujemy rozkªady x =
∑n
i=0 xi(ν), y =

∑n
i=0 yi(ν), xi(ν), yi(ν) ∈

Xi, i ∈ In, ν ∈ Zn takie, »e(
n∑
i=0

(aνi‖xi(ν)‖Xi)
q

) 1
q

¬ Kq(aν , x) + c(ν),

(
n∑
i=0

(aνi‖yi(ν)‖Xi)
q

) 1
q

¬ Kq(aν , y) + c(ν).

Wtedy

∑
ν∈Zn

a−θν ( n∑
i=0

(aνi‖xi(ν)‖Xi)
q

) 1
q

p
1
p

¬ ‖x‖(a)
θ,p,q + ‖c‖la,0

p,θ
(R) ¬ 1 + γ

i podobnie ∑
ν∈Zn

a−θν ( n∑
i=0

(aνi‖yi(ν)‖Xi)
q

) 1
q

p
1
p

¬ 1 + γ.

Korzystaj¡c z lematu 3.1, otrzymujemy

ε ¬ ‖x− y‖(a)
θ,p,q ¬ (1 + na)

n∏
i=0

Aθii ,

gdzie Ai = ‖xi − yi‖la,i
p,θ

(Xi)
, i ∈ In. Poniewa» Ai ¬ 2(1 + γ) < 4, wi¦c

n∏
i=1

Aθii < 4
∑n

i=1 θi = 41−θ0 .

St¡d

‖x0 − y0‖la,0
p,θ

(X0)
­ ε1 :=

(
ε

41−θ0(1 + na)

) 1
θ0

.

Rozwa»my teraz sum¦ prost¡ Y = (X0 ⊕ R ⊕ · · · ⊕ R)lq , w której jest n kopii

przestrzeni R i poªó»my Z = lp(Y ). Poniewa» przestrze«X0 jest jednostajnie wypukªa,

to równie» przestrze« Y i w konsekwencji tak»e Z ma t¦ wªasno±¢. Dla ν ∈ Zn

kªadziemy

f(ν) = (a−θνx0(ν), a−θν+ν1‖x1(ν)‖X1 , a−θν+ν2‖x2(ν)‖X2 , . . . , a−θν+νn‖xn(ν)‖Xn),
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g(ν) = (a−θνy0(ν), a−θν+ν1‖y1(ν)‖X1 , a−θν+ν2‖y2(ν)‖X2 , . . . , a−θν+νn‖yn(ν)‖Xn).

Wtedy f, g ∈ Z i ‖f‖Z ¬ 1 + γ, ‖g‖Z ¬ 1 + γ oraz

‖f − g‖Z ­ ‖x0 − y0‖la,0
p,θ

(X0)
­ ε1.

Zatem

‖x+ y‖(a)
θ,p,q ¬

∑
ν∈Zn

a−θν ( n∑
i=0

(aνi‖xi(ν) + yi(ν)‖Xi)
q

) 1
q

p
1
p

¬

∑
ν∈Zn

((a−θν‖x0(ν) + y0(ν)‖X0
)q

+
n∑
i=1

(
a−θν+νi‖xi(ν)‖Xi + ‖yi(ν)‖Xi

)q)1qp
1
p

= ‖f + g‖Z ¬ 2(1 + γ)
(

1− δZ
(

ε1

1 + γ

))
¬ 2(1 + γ)

(
1− δZ

(
ε1

2

))
,

co po podzieleniu przez 2 i przej±ciu z γ → 0 daje nierówno±¢∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥(a)

θ,p,q
¬ 1− δZ

(
ε1

2

)
implikuj¡c¡ tez¦ twierdzenia.

�

Przejdziemy teraz do twierdzenia o stabilno±ci jednostajnej wypukªo±ci dla normy

zadanej za pomoc¡ wzoru (3.7).

Twierdzenie 3.3 ([3]).

Niech (X0, X1, . . . , Xn) b¦dzie ci¡giem porównywalnych przestrzeni Banacha takich,

»e co najmniej jedna z nich jest jednostajnie wypukªa oraz zaªó»my, »e p ∈ (1,∞) i

q ∈ [1,∞). Wtedy przestrze« interpolacyjna (X0, X1, . . . , Xn)θ,p,q z norm¡ zadan¡ za

pomoc¡ wzoru (3.7) równie» jest jednostajnie wypukªa.

Dowód.

Bez straty ogólno±ci rozwa»a« mo»emy zaªo»y¢, »e przestrze« X0 jest jednostajnie

wypukªa. Wtedy t¦ sam¡ wªasno±¢ ma równie» przestrze« la,0p,θ(X0). Niech ε ∈ (0, 2] i

x, y ∈ (X0, X1, . . . , Xn)θ,p,q b¦d¡ takie, »e |||x|||(a)
θ,p,q = |||y|||(a)

θ,p,q = 1 oraz |||x− y|||(a)
θ,p,q ­

ε. Dla dowolnego γ ∈ (0, 1) istniej¡ rozkªady x =
∑n
i=0 xi(ν), y =

∑n
i=0 yi(ν),

xi(ν), yi(ν) ∈ Xi, i ∈ In, ν ∈ Zn takie, »e(
n∑
i=0

‖xi‖qla,i
p,θ

(Xi)

) 1
q

¬ 1 + γ,

(
n∑
i=0

‖yi‖qla,i
p,θ

(Xi)

) 1
q

¬ 1 + γ,
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Oznaczmy u = x
1+γ , v = y

1+γ . Wtedy u =
∑n
i=1 ui(ν), v =

∑n
i=1 vi(ν), gdzie ui(ν) =

xi(ν)
1+γ , vi(ν) = yi(ν)

1+γ nale»¡ do Xi.

Bez straty ogólno±ci rozwa»a« mo»emy zaªo»y¢, »e ‖x0‖la,0
p,θ

(X0)
¬ ‖y0‖la,0

p,θ
(X0)

. Wte-

dy λ = ‖x0‖la,0
p,θ

(X0)
/‖y0‖la,0

p,θ
(X0)
¬ 1. Zauwa»my, »e |||x− λy|||(a)

θ,p,q ­
ε
2 . Istotnie, je±li

1− λ ­ ε
2 , to

|||x− λy|||(a)
θ,p,q ­ |||x|||

(a)
θ,p,q − λ|||y|||

(a)
θ,p,q = 1− λ ­ ε

2
,

a je±li 1− λ ¬ ε
2 , to

|||x− λy|||(a)
θ,p,q ­ |||x− y|||

(a)
θ,p,q − (1− λ)|||y|||(a)

θ,p,q ­
ε

2
.

Ostatecznie dostajemy nierówno±¢

|||u− λv|||(a)
θ,p,q =

1
1 + γ

|||x− λy|||(a)
θ,p,q ­

ε

2(1 + γ)
­ ε

4
.

Korzystaj¡c z tej nierówno±ci i lematu 3.1 otrzymujemy

(3.12)
ε

4
¬ |||u− λv|||(a)

θ,p,q ¬ (1 + na)
n∏
i=0

Aθii ,

gdzie Ai = ‖ui−λvi‖la,i
p,θ

(Xi)
, i ∈ In. Poniewa» Ai ¬ ‖ui‖la,i

p,θ
(Xi)

+λ‖vi‖la,i
p,θ

(Xi)
¬ 2, wi¦c

n∏
i=1

Aθii ¬ 2
∑n

i=1 θi = 21−θ0

i nierówno±¢ (3.12) daje nam nast¦puj¡ce oszacowanie

‖u0 − λv0‖la,0
p,θ

(X0)
­ ε1 :=

(
ε

4 · 21−θ0(1 + na)

) 1
θ0

.

Korzystaj¡c z nierówno±ci (1.2), dostajemy zatem oszacowanie

∥∥∥∥u0 + v0

2

∥∥∥∥
la,0
p,θ

(X0)
¬
‖u0‖la,0

p,θ
(X0)

+ ‖v0‖la,0
p,θ

(X0)

2
− δla,0

p,θ
(X0)

(
‖u0 − λv0‖la,0

p,θ
(X0)

)

¬
‖u0‖la,0

p,θ
(X0)

+ ‖v0‖la,0
p,θ

(X0)

2
− δla,0

p,θ
(X0)

(ε1),

wi¦c ∥∥∥∥u0 + v0

2

∥∥∥∥q
la,0
p,θ

(X0)
¬

‖u0‖la,0
p,θ

(X0)
+ ‖v0‖la,0

p,θ
(X0)

2

q − δla,0
p,θ

(X0)
(ε1)q.
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Prowadzi to do nast¦puj¡cych nierówno±ci(∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣u+ v

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣(a)

θ,p,q

)q
¬

n∑
i=0

∥∥∥∥ui + vi
2

∥∥∥∥q
la,i
p,θ

(Xi)

¬
n∑
i=0

‖ui‖la,ip,θ(Xi) + ‖vi‖la,i
p,θ

(Xi)

2

q − δla,0
p,θ

(X0)
(ε1)q

¬
n∑
i=0

‖ui‖qla,i
p,θ

(Xi)
+ ‖vi‖qla,i

p,θ
(Xi)

2
− δla,0

p,θ
(X0)

(ε1)q

¬ 1− δla,0
p,θ

(X0)
(ε1)q.

St¡d ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣x+ y

2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣(a)

θ,p,q
¬ (1 + γ)

(
1− δla,0

p,θ
(X0)

(ε1)q
) 1
q

i wystarczy teraz przej±¢ do granicy z γ → 0, aby otrzyma¢ tez¦ twierdzenia.

�

Twierdzenie 3.3 obejmuje przypadek, gdy q = 1. Wystarczy wi¦c, »e co najmniej

jedna z przestrzeni X0, X1, . . . , Xn jest jednostajnie wypukªa, aby przestrze« inter-

polacyjna Y = (X0, X1, . . . , Xn)θ,p,1 z norm¡ (3.7) byªa jednostajnie wypukªa. Warto

zwróci¢ uwag¦ na to, »e przestrze« Y mo»na uto»samia¢ z przestrzeni¡ ilorazow¡ Z/Z0

sumy prostej Z =
(∑n

k=0 l
a,i
p,θ(Xi)

)
l1
przez podprzestrze« Z0 zªo»on¡ z tych ci¡gów ele-

mentów xi ∈ la,ip,θ(Xi), i ∈ In, dla których
∑n
i=0 xi = 0, ale nawet je±li wszystkie

przestrzenie X0, X1, . . . , Xn s¡ jednostajnie wypukªe, to suma prosta Z nie jest jed-

nostajnie wypukªa.

Udowodnimy teraz analogiczne twierdzenia dotycz¡ce niemal jednostajnej wypu-

kªo±ci i wªasno±ci (β) przestrzeni interpolacyjnej Yoshikawy-Sparra wyposa»onej w

norm¦ zadan¡ za pomoc¡ wzoru (3.7). Dowody tych twierdze« s¡ podobne do dowodów

odpowiadaj¡cych im twierdze« zawartych w pracy [37] (zobacz dowód twierdzenia 4.1

w pracy [37]).

Twierdzenie 3.4.

Niech (X0, X1, . . . , Xn) b¦dzie ci¡giem porównywalnych przestrzeni Banacha takich, »e

co najmniej jedna z nich jest niemal jednostajnie wypukªa oraz zaªó»my, »e p ∈ (1,∞) i

q ∈ [1,∞).Wtedy przestrze« interpolacyjna Y = (X0, X1, . . . , Xn)θ,p,q z norm¡ zadan¡

za pomoc¡ wzoru (3.7) równie» jest niemal jednostajnie wypukªa.
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Dowód.

Zaªó»my »e przestrze« X0 jest niemal jednostajnie wypukªa. Wtedy równie» prze-

strze« la,0p,θ(X0) ma t¦ wªasno±¢ (zobacz [46]). Niech ε > 0 i (xk) b¦dzie ci¡giem w

(X0, X1, . . . , Xn)θ,p,q takim, »e |||xk|||(a)
θ,p,q ¬ 1 dla ka»dego k ∈ N oraz sep(xk) ­ ε. Dla

dowolnego γ ∈ (0, 1) istniej¡ rozkªady xk =
∑n
i=0 x

k
i (ν), xki (ν) ∈ Xi, i ∈ In, ν ∈ Zn,

k ∈ N takie, »e (
n∑
i=0

‖xki ‖
q

la,i
p,θ

(Xi)

) 1
q

¬ 1 + γ.

Poªó»my uk = xk
1+γ . Wtedy równie» uk =

∑n
i=0 u

k
i (ν) gdzie uki (ν) = xki (ν)

1+γ ∈ Xi.

Korzystaj¡c z lematu 3.1 otrzymujemy

ε

2
¬ ε

1 + γ
¬ |||uk − ul|||(a)

θ,p,q ¬ (1 + na)
n∏
i=0

Aθii ,

gdzie Ai = ‖uki − uli‖la,i
p,θ

(Xi)
, i ∈ In oraz k 6= l. Poniewa» Ai ¬ 2, wi¦c nierówno±¢ ta

daje nam nast¦puj¡ce oszacowanie

‖uk0 − ul0‖la,0
p,θ

(X0)
­ ε1 :=

(
ε

22−θ0(1 + na)

) 1
θ0

dla k 6= l.

Rozwa»my teraz sum¦ prost¡ Z = (la,0p,θ(X0) ⊕ R ⊕ · · · ⊕ R)lq , w której jest n

kopii przestrzeni R. Poniewa» X0 jest niemal jednostajnie wypukªa, wi¦c przestrze«

Z równie» jest niemal jednostajnie wypukªa (zobacz stwierdzenie 3.3 z pracy [37]).

Zde�niujmy nast¦puj¡ce elementy przestrzeni Z:

zk =
(
uk0, ‖uk1‖la,1

p,θ
(X1)

, . . . , ‖ukn‖la,np,θ (Xn)

)
, k ∈ N.

Wtedy ‖zk‖Z ¬ 1 dla ka»dego k ∈ N oraz sep(zn) ­ ε1. Istnieje zatem element

z ∈ co(zk) taki, »e ‖z‖Z ¬ 1−∆Z (ε1) . Mamy z =
∑s
j=1 λjzkj dla pewnych indeksów

k1, . . . , ks oraz wspóªczynników λ1, . . . , λs > 0 takich, »e
∑s
j=1 λj = 1. Przyjmuj¡c

u =
∑s
j=1 λjukj otrzymujemy nierówno±ci

|||u|||(a)
θ,p,q ¬ ‖z‖Z ¬ 1−∆Z (ε1) ,

czyli

|||x|||(a)
θ,p,q ¬ (1 + γ) (1−∆Z (ε1)) ,
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gdzie x = (1 + γ)u =
∑s
j=1 λjxkj ∈ co(xk). Pokazuje to, »e

1− inf
{
|||x|||(a)

θ,p,q : x ∈ co(xk)
}
­ 1− (1 + γ) (1−∆Z (ε1)) .

Wystarczy teraz wzi¡¢ in�mum po wszystkich ci¡gach (xk) ⊂ BY takich »e sep(xk) ­ ε

i przej±¢ z γ → 0, aby zauwa»y¢, »e

∆Y (ε) ­ ∆Z(ε1) > 0,

co ko«czy dowód twierdzenia.

�

Twierdzenie 3.5.

Niech (X0, X1, . . . , Xn) b¦dzie ci¡giem porównywalnych przestrzeni Banacha takich, »e

co najmniej jedna z nich ma wªasno±¢ (β) oraz zaªó»my, »e p ∈ (1,∞) i q ∈ [1,∞).

Wtedy przestrze« interpolacyjna Y = (X0, X1, . . . , Xn)θ,p,q z norm¡ zadan¡ za pomoc¡

wzoru (3.7) równie» ma wªasno±¢ (β).

Dowód.

Zaªó»my »e przestrze« X0 ma wªasno±¢ (β). Wtedy równie» przestrze« la,0p,θ(X0)

ma t¦ wªasno±¢ (na mocy twierdzenia 2.8). Niech ε > 0 b¦dzie dowolne, ale ustalone.

Niech x ∈ BY i (xk) b¦dzie ci¡giem w Y takim, »e xk ∈ BY dla ka»dego k ∈ N oraz

sep(xk) ­ ε > 0. Dla dowolnego γ ∈ (0, 1) istniej¡ rozkªady x =
∑n
i=0 xi(ν) oraz

xk =
∑n
i=0 x

k
i (ν) takie, »e xi(ν), xki (ν) ∈ Xi dla dowolnego ν ∈ Zn, i ∈ In, k ∈ N oraz(

n∑
i=0

‖xi‖qla,i
p,θ

(Xi)

) 1
q

¬ 1 + γ,

(
n∑
i=0

‖xki ‖
q

la,i
p,θ

(Xi)

) 1
q

¬ 1 + γ.

Kªadziemy u = x
1+γ , uk = xk

1+γ . Wtedy u =
∑n
i=1 ui(ν), uk =

∑n
i=1 u

k
i (ν), gdzie

ui(ν) = xi(ν)
1+γ , u

k
i (ν) = xki (ν)

1+γ .

Korzystaj¡c z lematu 3.1 otrzymujemy

ε

2
¬ ε

1 + γ
¬ |||uk − ul|||(a)

θ,p,q ¬ (1 + na)
n∏
i=0

Aθii ,

dla k 6= l, gdzie Ai = ‖uki − uli‖la,i
p,θ

(Xi)
, i ∈ In, sk¡d podobnie jak w poprzednim

dowodzie dostajemy nierówno±¢

‖uk0 − ul0‖la,0
p,θ

(X0)
­ ε1 :=

(
ε

22−θ0(1 + na)

) 1
θ0
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dla k 6= l.

Dla uproszczenie w dalszej cz¦±ci dowodu b¦dziemy operowa¢ granicami ci¡gów

norm. Ich istnienie mo»emy zagwarantowa¢ przechodz¡c do odpowiednich podci¡gów.

Ponadto, bez straty ogólno±ci rozwa»a«, mo»emy zaªo»y¢ równie», »e |||x|||(a)
θ,p,q ­

1
2

oraz limk→∞ |||xk|||(a)
θ,p,q ­

1
2 . Istotnie, je»eli zamiast jednej z powy»szych nierówno±ci

mamy nierówno±¢ przeciwn¡, to

lim
k→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣x+ xk
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣(a)

θ,p,q
¬ 3

4
.

Przy powy»szych zaªo»eniach, ponownie korzystaj¡c z lematu 3.1 i przeprowadza-

j¡c analogiczne obliczenia jak powy»ej, widzimy, »e

‖u0‖la,0
p,θ

(X0)
­ c :=

(
1

2(1 + na)

) 1
θ0

i podobnie

lim
k→∞
‖uk0‖la,0

p,θ
(X0)
­ c.

Korzystaj¡c z lematu 2.6 i powy»szych nierówno±ci otrzymujemy

lim
k→∞

(
|||u+ uk|||(a)

θ,p,q

)q
¬

n∑
i=0

lim
k→∞

∥∥∥ui + uki
∥∥∥q
la,i
p,θ

(Xi)

¬
(
‖u0‖la,0

p,θ
(X0)

+ lim
k→∞

∥∥∥uk0∥∥∥la,0
p,θ

(X0)
− 2 min

{
‖u0‖la,0

p,θ
(X0)

, lim
k→∞
‖uk0‖la,0

p,θ
(X0)

}
βla,0
p,θ

(X0)
(ε1)

)q

+
n∑
i=1

(
‖ui‖la,i

p,θ
(Xi)

+ lim
k→∞

∥∥∥uki ∥∥∥la,i
p,θ

(Xi)

)q

¬
n∑
i=0

(
‖ui‖la,i

p,θ
(Xi)

+ lim
k→∞

∥∥∥uki ∥∥∥la,i
p,θ

(Xi)

)q
−
(

2cβla,0
p,θ

(X0)
(ε1)

)q
¬ 2q

(
1−

(
cβla,0

p,θ
(X0)

(ε1)
)q)

.

St¡d

lim
k→∞

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣x+ xk
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣(a)

θ,p,q
¬ (1 + γ)

(
1−

(
cβla,0

p,θ
(X0)

(ε1)
)q) 1q

i dla zako«czenia dowodu wystarczy jeszcze przej±¢ do granicy przy γ → 0.

�

W powy»szych dowodach korzystali±my z twierdze« o zachowaniu danej wªasno±ci

geometrycznej przy przej±ciu do przestrzeni lp(X). Przy ci¡gªej wersji metody inter-

polacji Yoshikawy-Sparra mamy do czynienia z przestrzeniami Lp(X) i problem w
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dowodzeniu twierdze« o stabilno±ci niesko«czenie wymiarowych odpowiedników jed-

nostajnej wypukªo±ci takich jak niemal jednostajna wypukªo±¢, czy wªasno±¢ (β) przy

ci¡gªej wersji metody interpolacji Yoshikawy-Sparra polega na tym, »e wªasno±ci te

nie przenosz¡ si¦ z danej przestrzeni Banacha X na przestrze« Lp(X). W pracy [46]

wykazano, »e je±li miara nie jest czysto atomowa, to przestrze« Lebesgue'a-Bochnera

Lp(X) dla p ∈ (1,∞) jest niemal jednostajnie wypukªa wtedy i tylko wtedy, gdy X

jest jednostajnie wypukªa. Analogiczny wynik jest tak»e prawdziwy dla wªasno±ci (β).

W pracy [2] wykazano w sposób bezpo±redni, »e niemal jednostajna wypukªo±¢

zachowuje si¦ przy ci¡gªej wersji metody interpolacji Yoshikawy-Sparra. Tutaj przed-

stawimy ogóln¡ metod¦, która umo»liwi nam udowodnienie twierdze« dotycz¡cych

stabilno±ci wªasno±ci geometrycznych o jednostajnym charakterze dla ci¡gªej wersji

interpolacji Yoshikawy-Sparra, korzystaj¡c z odpowiednich wyników dla dyskretnej

wersji. Opis tej metody znajduje si¦ w pracy [3].

Zanim jednak to zrobimy, podamy najpierw przykªad, który pokazuje, »e prze-

strzenie otrzymane za pomoc¡ ci¡gªej i dyskretnej wersji interpolacji mog¡ nie by¢

izometryczne, mimo »e zawsze s¡ izomor�czne. Nie mo»na zatem przej±¢ od jednej

wersji do drugiej z geometryczn¡ wªasno±ci¡, która zachowuje si¦ jedynie przy izome-

triach.

Przykªad 3.1 ([3]).

Dla α > 0, β > 1 i x ∈ R2 oznaczamy

|x|α,β = |(x1, x2)|α,β =
√
α2x2

1 + β2x2
2.

Wzór ten de�niuje rodzin¦ norm pochodz¡cych od iloczynów skalarnych w przestrzeni

R2. Niech (X0, X1) b¦dzie par¡ porównywalnych przestrzeni Banacha tak¡, »e X0 =

(R2, | · |1,1), czyli X0 jest przestrzeni¡ euklidesow¡, za± X1 = (R2, | · |1,β).W przestrzeni

X0 +X1 rozpatrzmy norm¦ zadan¡ za pomoc¡ wzoru

K1(t, x) = inf{|u|1,1 + t|v|1,β : x = u+ v, u, v ∈ R2}.

Zaªó»my najpierw, »e 0 < t ¬ 1
β
. Niech x = u + v b¦dzie dowolnym rozkªadem.

Wtedy

t|x|1,β ¬ t|u|1,β + t|v|1,β ¬ |u|1,1 + t|v|1,β.
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Bior¡c teraz in�mum po wszystkich takich rozkªadach, widzimy, »e t|x|1,β ¬ K1(t, x).

Nierówno±¢ przeciwn¡ otrzymujemy rozpatruj¡c rozkªad x = 0 + x, wi¦c w rozpatry-

wanym przypadku K1(t, x) = t|x|1,β.
Zaªó»my teraz, »e t ­ 1 i niech x = u+ v b¦dzie dowolnym rozkªadem. Wtedy

|x|1,1 ¬ |u|1,1 + |v|1,1 ¬ |u|1,1 + t|v|1,β,

co daje nam nierówno±¢ |x|1,1 ¬ K1(t, x). Nierówno±¢ przeciwn¡ otrzymujemy roz-

patruj¡c rozkªad x = x + 0, wi¦c K1(t, x) = |x|1,1. Widzimy zatem, »e je»eli t ∈(
0, 1

β

]
∪ [1,∞), to norma K1(t, x) pochodzi od iloczynu skalarnego i speªniona jest dla

niej to»samo±¢ równolegªoboku.

Rozwa»my teraz przypadek, gdy 1
β
< t < 1. Poka»emy, »e w tym przypadku

to»samo±¢ równolegªoboku nie jest speªniona. Niech x = u + v b¦dzie dowolnym

rozkªadem. Wtedy

|x|t,1 ¬ |u|t,1 + |v|t,1 ¬ |u|1,1 + t|v|1,β,

co daje nam nierówno±¢

(3.13) |x|t,1 ¬ K1(t, x).

Zaªó»my, »e w nierówno±ci tej zachodzi równo±¢, czyli |x|t,1 = K1(t, x). Z uwagi na

to, »e rozpatrujemy tutaj przestrze« R2, in�mum w de�nicji K1(t, x) jest osi¡gni¦te

(por. uwagi przed twierdzeniem 2.3), wi¦c K1(t, x) = |u|1,1 + t|v|1,β dla pewnych

wektorów u, v ∈ R2 takich, »e x = u+ v. Mamy

|x|t,1 = |u+ v|t,1 ¬ |u|t,1 + |v|t,1 ¬ |u|1,1 + t|v|1,β = K1(t, x) = |x|t,1,

Zatem |u+v|t,1 = |u|t,1 + |v|t,1 i |u|t,1 = |u|1,1 oraz |v|t,1 = t|v|1,β. Z pierwszej równo±ci

wynika, »e v = 0 lub u = λv dla pewnego λ ∈ R, czyli x = u lub x jest wspóªliniowe z

v. W pierwszym przypadku z równo±ci |u|t,1 = |u|1,1 wynika, »e |x|t,1 = |x|1,1 i wtedy

x1 = 0, za± w drugim równo±¢ |v|t,1 = t|v|1,β implikuje, »e |x|t,1 = t|x|1,β i wtedy

x2 = 0. Widzimy zatem, »e je»eli x1 6= 0 oraz x2 6= 0, to nierówno±¢ (3.13) jest ostra.

Niech teraz e1 = (1, 0), e2 = (0, 1). Wtedy t = |e1|t,1 ¬ K1(t, e1) ¬ t|e1|1,β = t,

zatemK1(t, e1) = t. Podobnie 1 = |e2|t,1 ¬ K1(t, e2) ¬ |e2|1,1 = 1, zatemK1(t, e2) = 1.

Ponadto dla x = e1 ± e2 nierówno±¢ (3.13) jest ostra, czyli

K1(t, e1 + e2) > |e1 + e2|t,1 =
√
t2 + 1, K1(t, e1 − e2) > |e1 − e2|t,1 =

√
t2 + 1.
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Z powy»szych nierówno±ci wynika, »e

(3.14) K1(t, e1 + e2)2 +K1(t, e1 − e2)2 − 2
(
K1(t, e1)2 +K1(t, e2)2

)
> 0,

co pokazuje, »e to»samo±¢ równolegªoboku nie jest speªniona dla normy K1(t, ·).
Zaªó»my teraz, »e a > 1 oraz θ ∈ (0, 1) i rozpatrzmy przestrze« interpolacyjn¡

(X0, X1)θ,2,1 z norm¡ zadan¡ za pomoc¡ wzoru

‖x‖(a)
θ,2,1 =

( ∞∑
n=−∞

(
a−nθK1(an, x)

)2
) 1
2

.

Je»eli a ­ β, to an ∈
(
0, 1

β

]
∪ [1,∞) dla ka»dego n ∈ Z i to»samo±¢ równolegªoboku

zachodzi dla normy K1(an, ·), zatem zachodzi ona równie» dla normy ‖ · ‖(a)
θ,2,1.

Je»eli a < β, to zbiór I = {n ∈ Z : 1
β
< an < 1} jest niepusty i zgodnie z (3.14)

dla n ∈ I mamy

K1(an, e1 + e2)2 +K1(an, e1 − e2)2 − 2
(
K1(an, e1)2 +K1(an, e2)2

)
> 0.

Pokazuje to, »e równie»

(
‖e1 + e2‖(a)

θ,2,1

)2
+
(
‖e1 − e2‖(a)

θ,2,1

)2
− 2

((
‖e1‖(a)

θ,2,1

)2
+
(
‖e2‖(a)

θ,2,1

)2
)
> 0,

wi¦c to»samo±¢ równolegªoboku nie zachodzi dla normy ‖ · ‖(a)
θ,2,1.

Rozwa»my teraz norm¦ w przestrzeni (X0, X1)θ,2,1 zadan¡ za pomoc¡ caªki

‖x‖θ,2,1 =
(∫ ∞

0

(
t−θK1(t, x)

)2 dt

t

) 1
2

.

Nierówno±¢ (3.14) pokazuje, »e

‖e1 + e2‖2
θ,2,1 + ‖e1 − e2‖2

θ,2,1 − 2(‖e1‖2
θ,2,1 + ‖e2‖2

θ,2,1) > 0,

a zatem to»samo±¢ równolegªoboku nie jest speªniona dla tej normy.

Poniewa» to»samo±¢ równolegªoboku jest niezmiennikiem izometrii, to nasze roz-

wa»ania pokazuj¡, »e przestrzenie interpolacyjne otrzymane za pomoc¡ ci¡gªej i dys-

kretnej wersji metody interpolacji Yoshikawy-Sparra mog¡ nie by¢ izometryczne. Po-

nadto, to samo dotyczy równie» przestrzeni otrzymanych za pomoc¡ dyskretnej wersji

tej metody z ró»nymi parametrami a > 1.
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Przejdziemy teraz do zaprezentowania wy»ej zapowiedzianej metody. Zaªó»my naj-

pierw, »e dana jest przestrze« Banacha X oraz dwie okre±lone w niej normy równo-

wa»ne ‖ · ‖1, ‖ · ‖2. Istniej¡ wi¦c staªe M1,M2 > 0 takie, »e

(3.15) M1‖x‖1 ¬ ‖x‖2 ¬M2‖x‖1

dla ka»dego x ∈ X. Niech δX,1 oznacza moduª wypukªo±ci przestrzeni (X, ‖ · ‖1)

i δX,2 oznacza moduª wypukªo±ci przestrzeni (X, ‖ · ‖2). W monogra�i [27] zostaªa

udowodniona nast¦puj¡ca nierówno±¢ dla tych moduªów

(3.16) δX,2(ε) ­ 1− M2

M1

(
1− δX,1

(
M1

M2
ε
))

dla ka»dego ε ∈ [0, 2].

Wyka»emy teraz równie» analogiczne nierówno±ci dla moduªów niemal jednostajnej

wypukªo±ci i wªasno±ci (β). Niech ∆X,1 i ∆X,2 oznaczaj¡ moduªy niemal jednostajnej

wypukªo±ci odpowiednio przestrzeni (X, ‖ · ‖1) i (X, ‖ · ‖2). Zaªó»my, »e ci¡g (xn) w

X speªnia warunki: ‖xn‖2 ¬ 1 dla ka»dego n ∈ N oraz inf{‖xn − xm‖2 : n 6= m} ­ ε.

Wtedy ‖M1xn‖1 ¬ 1 dla ka»dego n ∈ N oraz inf {‖M1(xn − xm)‖1 : n 6= m} ­ M1
M2
ε.

Zatem

inf{‖M1u‖1 : u ∈ co(xn)} = inf{‖x‖1 : x ∈ co(M1xn)} ¬ 1−∆X,1

(
M1

M2
ε
)
,

czyli

inf{‖u‖1 : u ∈ co(xn)} ¬ 1
M1

(
1−∆X,1

(
M1

M2
ε
))

,

co dalej implikuje, »e

inf{‖u‖2 : u ∈ co(xn)} ¬ M2

M1

(
1−∆X,1

(
M1

M2
ε
))

,

czyli

1− inf{‖u‖2 : u ∈ co(xn)} ­ 1− M2

M1

(
1−∆X,1

(
M1

M2
ε
))

.

Bior¡c teraz in�mum po wszystkich takich ci¡gach, otrzymujemy

(3.17) ∆X,2(ε) ­ 1− M2

M1

(
1−∆X,1

(
M1

M2
ε
))

dla ka»dego ε ­ 0.
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Podobnie niech βX,1 i βX,2 b¦d¡ moduªami wªasno±ci (β) odpowiednio przestrzeni

(X, ‖·‖1) i (X, ‖·‖2). Zaªó»my, »e x ∈ X speªnia warunek ‖x‖2 ¬ 1 i (xn) jest ci¡giem

w X takim, »e ‖xn‖2 ¬ 1 dla ka»dego n ∈ N oraz inf{‖xn−xm‖2 : n 6= m} ­ ε. Wtedy

‖M1x‖1 ¬ 1, ‖M1xn‖1 ¬ 1 dla ka»dego n ∈ N oraz inf {‖M1(xn − xm)‖1 : n 6= m} ­
M1
M2
ε. Daje nam to nierówno±¢

lim inf
n→∞

∥∥∥∥x+ xn
2

∥∥∥∥
1
¬ 1
M1

(
1− βX,1

(
M1

M2
ε
))

,

co implikuje, »e

lim inf
n→∞

∥∥∥∥x+ xn
2

∥∥∥∥
2
¬ M2

M1

(
1− βX,1

(
M1

M2
ε
))

.

Bior¡c teraz in�mum po wszystkich takich ci¡gach (xn) i elementach x, otrzymujemy

(3.18) βX,2(ε) ­ 1− M2

M1

(
1− βX,1

(
M1

M2
ε
))

dla ka»dego ε ­ 0.

Nierówno±ci (3.4) pokazuj¡, jakie s¡ staªe równowa»no±ci norm w przestrzeni in-

terpolacyjnej Yoshikawy-Sparra okre±lonymi za pomoc¡ caªki i szeregu. Przyjmuj¡c

za X przestrze« (X0, X1, . . . , Xn)θ,p,q, za ‖ · ‖1 norm¦ ‖ · ‖(a)
θ,p,q, za± za ‖ · ‖2 norm¦

‖ · ‖θ,p,q, widzimy, »e speªnione s¡ nierówno±ci (3.15) ze staªymi M1 = aθ0−1(ln a)
n
p ,

M2 = a(ln a)
n
p . Zatem nierówno±¢ (3.16) pokazuje, »e

(3.19) δX(ε) ­ 1− a2−θ0
(
1− δWa

(
aθ0−2ε

))
,

gdzie X oznacza przestrze« (X0, X1, . . . , Xn)θ,p,q rozwa»an¡ z norm¡ (3.2), za± Wa =

(X0, X1, . . . , Xn)θ,p,q z norm¡ (3.3). Analizuj¡c dowód twierdzenia 3.2 widzimy, »e dla

moduªu wypukªo±ci przestrzeni Wa zachodzi nierówno±¢

δWa(ε) ­ max
0¬i¬n

δZi

(
εi
2

)
,

gdzie Zi = lp((Xi ⊕ R ⊕ · · · ⊕ R)lq) oraz εi =
(

ε
41−θi (1+na)

)1/θi
. Je»eli a ∈ (1, 2] to

1
2εi ­ αiε

1/θi , gdzie αi := 1
2

(
1

41−θi (1+2n)

)1/θi
i otrzymujemy oszacowanie

δWa(ε) ­ max
0¬i¬n

δZi

(
αiε

1
θi

)
,
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którego prawa strona nie zale»y od a. �¡cz¡c powy»sz¡ nierówno±¢ z (3.19) dostajemy

δX(ε) ­ 1− a2−θ0
(

1− max
0¬i¬n

δZi

(
αia

θ0−2
θi ε

1
θi

))
­ 1− a2−θ0

(
1− max

0¬i¬n
δZi

(
αi2

θ0−2
θi ε

1
θi

))
,

co po przej±ciu do granicy z a→ 1 daje ostatecznie oszacowanie

δX(ε) ­ max
0¬i¬n

δZi

(
αi2

θ0−2
θi ε

1
θi

)
,

z którego wynika nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 3.6.

Niech (X0, X1, . . . , Xn) b¦dzie ci¡giem porównywalnych przestrzeni Banacha takich, »e

co najmniej jedna z nich jest jednostajnie wypukªa oraz zaªó»my, »e p, q ∈ (1,∞). Wte-

dy przestrze« interpolacyjna (X0, X1, . . . , Xn)θ,p,q z norm¡ zadan¡ za pomoc¡ wzoru

(3.2) równie» jest jednostajnie wypukªa.

Powy»sz¡ metod¦ mo»na zastosowa¢ tak»e do niemal jednostajnej wypukªo±ci i

wªasno±ci (β). W pracy [37] wykazano twierdzenie 4.1 o niemal jednostajnej wypu-

kªo±ci przestrzeni (X0, X1, . . . , Xn)θ,p,q z norm¡ ‖ · ‖(2)
θ,p,q, gdzie p ∈ (1,∞) i q ∈ [1,∞).

Analizuj¡c dowód tego twierdzenia stwierdzamy, »e istniej¡ staªe C1, C2 > 0 takie, »e

dla ka»dego a ∈ (1, 2] zachodzi nierówno±¢

∆Wa(ε) ­ C1 max
0¬i¬n

(
∆Xi

(
C2ε

q
θi

))p
,

gdzieWa oznacza przestrze« (X0, X1, . . . , Xn)θ,p,q z norm¡ (3.3). Rozumuj¡c podobnie,

jak powy»ej przechodzimy od tej nierówno±ci do oszacowania

∆X(ε) ­ C1 max
0¬i¬n

(
∆Xi

(
C22

q(θ0−2)
θi ε

q
θi

))p
.

gdzie X oznacza przestrze« (X0, X1, . . . , Xn)θ,p,q z norm¡ (3.2). Daje nam to nast¦-

puj¡ce twierdzenie wykazane wcze±niej inn¡ metod¡ w [2].

Twierdzenie 3.7 ([3]).

Niech (X0, X1, . . . , Xn) b¦dzie ci¡giem porównywalnych przestrzeni Banacha takich, »e

co najmniej jedna z nich jest niemal jednostajnie wypukªa oraz zaªó»my, »e p ∈ (1,∞)

i q ∈ [1,∞). Wtedy przestrze« interpolacyjna (X0, X1, . . . , Xn)θ,p,q z norm¡ zadan¡ za

pomoc¡ wzoru (3.2) równie» jest niemal jednostajnie wypukªa.
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Powy»sz¡ metod¦ mo»emy równie» zastosowa¢ do wªasno±ci (β). Analizuj¡c dowód

w pracy [37] mo»na wywnioskowa¢, »e prawdziwe jest nast¦puj¡ce oszacowanie

βWa(ε) ­ max
0¬i¬n

βEi

(
Cε

1
θi

)
,

gdzie Ei = lp((Xi ⊕ R)lq), przy czym staªa C > 0 nie zale»y od liczby a ∈ (1, 2].

Rozumuj¡c podobnie, jak powy»ej przechodzimy od tej nierówno±ci do oszacowania

βX(ε) ­ max
0¬i¬n

βEi

(
C2

θ0−2
θi ε

1
θi

)
,

które w poª¡czeniu z twierdzeniami 2.8 i 2.9 daje nast¦puj¡cy wynik.

Twierdzenie 3.8 ([3]).

Niech (X0, X1, . . . , Xn) b¦dzie ci¡giem porównywalnych przestrzeni Banacha takich,

»e co najmniej jedna z nich ma wªasno±¢ (β) oraz zaªó»my, »e p, q ∈ (1,∞). Wtedy

przestrze« interpolacyjna (X0, X1, . . . , Xn)θ,p z norm¡ zadan¡ za pomoc¡ wzoru (3.2)

równie» ma wªasno±¢ (β).



Rozdziaª 4

Zespolona metoda interpolacji

4.1 Podstawowe poj¦cia i de�nicje

Zespolona metoda interpolacji dla dwóch przestrzeni Banacha zostaªa opisana

przez Alberto Calderóna w pracy [9]. Podczas gdy metoda rzeczywista jest stosowana

do przestrzeni Banacha okre±lonych nad ciaªem liczb rzeczywistych, metoda zespolona

ma zastosowanie do tych przestrzeni, które s¡ zde�niowane nad ciaªem liczb zespo-

lonych. W poprzednich rozdziaªach byªa mowa o porównywalnych parach przestrzeni

rzeczywistych, ale de�nicja ta przenosi si¦ na przestrzenie zespolone.

Niech (X0, X1) b¦dzie porównywaln¡ par¡ zespolonych przestrzeni Banacha. Przez

S oznaczamy pas zªo»ony z tych liczb zespolonych, których cz¦±¢ rzeczywista nale»y

do przedziaªu [0, 1], czyli S = {z ∈ C : z = s + it, s ∈ [0, 1], t ∈ R}. Ponadto przez

F = F(X0 +X1) oznaczamy przestrze« Banacha wszystkich funkcji f : S → X0 +X1,

które s¡ analityczne we wn¦trzu pasa S, ci¡gªe na caªym tym pasie (wzgl¦dem normy

w X0 + X1) oraz takie, »e dla ustalonego j = 0, 1 wzór fj(t) = f(j + it) de�niuje

funkcj¦ ci¡gª¡ z R do Xj speªniaj¡c¡ warunek: fj(t) → 0 przy |t| → ∞. Przestrze«

Banacha F wyposa»amy w norm¦

‖f‖F = max
{

max
t∈R
‖f(it)‖X0 ,max

t∈R
‖f(1 + it)‖X1

}
.

Poni»sz¡ de�nicj¦ przestrzeni interpolacyjnej podajemy za prac¡ [9].

De�nicja 4.1.

Niech (X0, X1) b¦dzie par¡ porównywalnych przestrzeni Banacha nad ciaªem C oraz

74
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niech θ ∈ (0, 1). Przestrze« interpolacyjna (X0, X1)θ otrzymana za pomoc¡ zespolonej

metody interpolacji jest przestrzeni¡ tych wszystkich wektorów x ∈ X0+X1, dla których

istnieje funkcja f ∈ F taka, »e f(θ) = x. Norma w tej przestrzeni interpolacyjnej jest

zadana za pomoc¡ wzoru

‖x‖θ = inf{‖f‖F : f ∈ F , f(θ) = x}.

Powy»ej opisana wersja zespolonej metody interpolacji jest znana jako dolna meto-

da Calderóna. W swojej pracy [9] Alberto Calderón opisaª równie» drug¡ metod¦ znan¡

jako górna metoda Calderóna. Aby j¡ zde�niowa¢, wprowadzimy najpierw przestrze«

G = G(X0+X1). Jest to przestrze« wszystkich funkcji g : S → X0+X1, które s¡ ci¡gªe

na caªym pasie S, analityczne w jego wn¦trzu oraz takie, »e ‖g(z)‖X0+X1 ¬ c(1 + |z|)
dla pewnej staªej c ∈ R+ zale»nej od funkcji g. Ponadto wektor g(j + it1)− g(j + it2)

nale»y do przestrzeni Xj dla ka»dych t1, t2 ∈ R i j = 0, 1. W przestrzeni tej wprowa-

dzamy norm¦ za pomoc¡ wzoru

‖g‖G = max
j=0,1

 sup
t1,t2∈R
t1 6=t2

∥∥∥∥∥g(j + it1)− g(j + it2)
t1 − t2

∥∥∥∥∥
Xj

 .
Poni»sz¡ de�nicj¦ górnej metody Calderóna podajemy równie» za prac¡ [9].

De�nicja 4.2.

Niech (X0, X1) b¦dzie par¡ porównywalnych przestrzeni Banacha nad ciaªem C oraz

niech θ ∈ (0, 1). Przestrze« interpolacyjna (X0, X1)θ otrzymana za pomoc¡ górnej

metody Calderóna jest przestrzeni¡ tych wszystkich wektorów x ∈ X0 +X1, dla których

istnieje funkcja g ∈ G taka, »e g′(θ) = x. Norma w tej przestrzeni interpolacyjnej jest

zadana za pomoc¡ wzoru

‖x‖θ = inf{‖g‖G : g ∈ G, g′(θ) = x}.

Je»eli b¦dziemy mówili o zespolonej metodzie interpolacji, zawsze b¦dziemy rozu-

mieli przez to doln¡ metod¦ interpolacji Calderóna, a w ka»dym miejscu, w którym

b¦dziemy rozpatrywali metod¦ górn¡, zaznaczymy to w tek±cie rozprawy. Górna meto-

da interpolacji Calderóna jest istotna w tej rozprawie gªównie z powodu nast¦puj¡cych

dwóch twierdze«, które podajemy za monogra�¡ [6].
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Twierdzenie 4.1 (Twierdzenie 4.3.1 w monogra�i [6]).

Dla dowolnej pary (X0, X1) przestrzeni porównywalnych i θ ∈ (0, 1) ma miejsce na-

st¦puj¡ca inkluzja

(X0, X1)θ ⊂ (X0, X1)θ.

Ponadto

‖x‖θ ¬ ‖x‖θ, x ∈ (X0, X1)θ.

Co wi¦cej, je»eli co najmniej jedna z przestrzeni X0, X1 jest re�eksywna, to

(X0, X1)θ = (X0, X1)θ,

a tak»e

‖x‖θ = ‖x‖θ, x ∈ (X0, X1)θ.

W dalszej cz¦±ci tej rozprawy b¦dziemy rozpatrywali równie» problem stabilno±ci

wªasno±ci geometrycznych krat Banacha przy zespolonej metodzie interpolacji Calde-

róna. Kraty Banacha zazwyczaj rozpatruje si¦ nad ciaªem liczb rzeczywistych, jednak

poj¦cie kraty mo»na rozszerzy¢ w ten sposób, aby obejmowaªo ono równie» prze-

strzenie okre±lone nad ciaªem liczb zespolonych. W tej rozprawie b¦dziemy rozwa»ali

jedynie zespolone kraty funkcyjne, których de�nicj¦ teraz przytoczymy. Podajemy

j¡ zgodnie z prac¡ Alberto Calderóna [9] (my jednak b¦dziemy rozwa»ali funkcje o

warto±ciach zespolonych, a nie jedynie rzeczywistych).

De�nicja 4.3 (zobacz [9], punkt 13.1).

Niech (Ω,Σ, µ) b¦dzie przestrzeni¡ z miar¡ tak¡, »e miara µ jest σ-sko«czona. Przez

M oznaczamy przestrze« wszystkich funkcji mierzalnych okre±lonych na zbiorze Ω

o warto±ciach zespolonych. Funkcyjn¡ krat¡ Banacha nazywamy przestrze« Banacha

(X, ‖·‖) tak¡, »e X jest podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeniM speªniaj¡c¡ nast¦puj¡cy

warunek: je»eli f ∈ X, g ∈ M i |g(ω)| ¬ |f(ω)| µ-prawie wsz¦dzie w Ω, to g ∈ X

oraz ‖g‖ ¬ ‖f‖.

Rozpatruj¡c kraty funkcyjne, uto»samiamy funkcje równe µ-prawie wsz¦dzie. Po-

nadto dodatkowo zakªadamy, »e wszystkie funkcje charakterystyczne zbiorów o mierze
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sko«czonej nale»¡ do rozpatrywanej kraty. Je»eli f jest elementem kraty funkcyjnej

X, to cz¦±¢ rzeczywista Re f nale»y do X. Zbiór ReX wszystkich funkcji z X o war-

to±ciach rzeczywistych ze standardowym porz¡dkiem jest rzeczywist¡ krat¡ Banacha

X. Przez X+ oznaczamy sto»ek dodatni rzeczywistej cz¦±ci funkcyjnej kraty Banacha

X i zbiory B(X+) oraz S(X+) de�niujemy odpowiednio jako przeci¦cie kuli BX i sfery

SX ze sto»kiem X+.

Rozwa»aj¡c problem stabilno±ci wªasno±ci geometrycznych krat Banacha przy ze-

spolonej metodzie interpolacji Calderóna, b¦dziemy potrzebowali jeszcze jednej kon-

strukcji, któr¡ teraz zde�niujemy. Pochodzi ona równie» z pracy Calderóna [9]. Mó-

wimy, »e (X0, X1) jest par¡ porównywalnych krat funkcyjnych, je»eli obie te kraty s¡

przestrzeniami funkcji zespolonych na tej samej przestrzeni z miar¡ (Ω,Σ, µ) (zobacz

[9], punkt 13.5).

De�nicja 4.4.

Niech (X0, X1) b¦dzie par¡ porównywalnych funkcyjnych krat Banacha oraz niech θ ∈
(0, 1). Przez X1−θ

0 Xθ
1 oznaczamy przestrze« tych wszystkich elementów h ∈ X0 + X1,

dla których istniej¡: staªa c ­ 0 i elementy f ∈ B(X0+), g ∈ B(X1+) takie, »e

|h| ¬ cf 1−θgθ.

Norma w przestrzeni X1−θ
0 Xθ

1 zde�niowana jest jako in�mum staªych c, które s¡ do-

puszczalne w powy»szej nierówno±ci.

4.2 Nowe wyniki

Przejdziemy teraz do zaprezentowania otrzymanych wyników dla zespolonej meto-

dy interpolacji. Od teraz b¦dziemy zakªadali, »e wszystkie rozpatrywane przestrzenie

Banacha s¡ zde�niowane nad ciaªem liczb zespolonych.

W dowodach twierdze« dotycz¡cych zespolonej metody interpolacji b¦dziemy po-

trzebowali znanej nierówno±ci z pracy Alberto Calderóna [9]. Zaªó»my, »e funkcja f

nale»y do przestrzeni F rozpatrywanej przy zespolonej metodzie interpolacji. Wtedy

zachodzi nast¦puj¡ca nierówno±¢

(4.1) ‖f(θ)‖θ ¬
( 1

1− θ

∫ ∞
−∞
‖f(it)‖X0µ0(θ, t)dt

)1−θ(1
θ

∫ ∞
−∞
‖f(1 + it)‖X1µ1(θ, t)dt

)θ
.
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Powy»ej µj(·, ·), j = 0, 1 oznaczaj¡ j¡dra Poissona dla pasa S dane wzorami

µ0(z, τ) =
e−π(τ−t) sin πs

sin2 πs+ [cos πs− e−π(τ−t)]2
, z = s+ it,

µ1(z, τ) =
e−π(τ−t) sin πs

sin2 πs+ [cos πs+ e−π(τ−t)]2
, z = s+ it.

W dalszej cz¦±ci rozprawy b¦dziemy korzystali z nast¦puj¡cych to»samo±ci (zobacz

[9], punkt 29.4):

(4.2)
∫ ∞
−∞

µ0(θ, t)dt = 1− θ,
∫ ∞
−∞

µ1(θ, t)dt = θ.

W dowodach niektórych twierdze« b¦dziemy potrzebowali tak»e wersji nierówno±ci

(4.1) dla funkcji z klasy G, która jest rozpatrywana przy górnej metodzie Calderóna.

Zaªó»my zatem, »e obie przestrzenie X0 i X1 z pary porównywalnych przestrzeni

Banacha (X0, X1) s¡ re�eksywne. Z twierdzenia 4.1 wiemy, »e w takim przypadku

górna i dolna metoda Calderóna daj¡ t¦ sam¡ przestrze« z równo±ci¡ norm. Ponadto

w dowodzie twierdzenia 4.3.1 w monogra�i [6] wykazano, »e je»eli g ∈ G, to przy

powy»szym zaªo»eniu o re�eksywno±ci funkcje gj : R → Xj dane wzorami gj(t) =

g(j + it), j = 0, 1 s¡ ró»niczkowalne prawie wsz¦dzie. Co wi¦cej, lemat 4.3.3 z [6]

pokazuje, »e wtedy g′(θ) ∈ (X0, X1)θ. Dla g ∈ G i n ∈ N oznaczmy

gn(z) =
g
(
z + i

n

)
− g(z)

i
n

.

Wtedy eγz
2
gn ∈ F dla ka»dego n ∈ N i γ > 0 (zobacz dowód lematu 4.3.3 w [6]).

Stosuj¡c nierówno±¢ (4.1) do powy»szych funkcji eγz
2
gn i przechodz¡c do granicy z

n→∞, a nast¦pnie z γ → 0, otrzymujemy nast¦puj¡c¡ nierówno±¢

(4.3) ‖g′(θ)‖θ ¬
( 1

1− θ

∫ ∞
−∞
‖g′(it)‖X0µ0(θ, t)dt

)1−θ(1
θ

∫ ∞
−∞
‖g′(1 + it)‖X1µ1(θ, t)dt

)θ
.

Przejdziemy teraz do zaprezentowania nowych wyników dotycz¡cych stabilno±ci

wªasno±ci geometrycznych przy zespolonej metodzie interpolacji Calderóna. Zacznie-

my od wyników dotycz¡cych ±cisªej wypukªo±ci i lokalnej jednostajnej wypukªo±ci.

Uwaga 4.1.

W dowodach nast¦pnych twierdze« wykorzystamy fakt, »e in�mum w de�nicji normy
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w przestrzeni interpolacyjnej otrzymanej za pomoc¡ górnej metody interpolacji Cal-

deróna jest osi¡gni¦te pod warunkiem, »e (X0, X1) jest par¡ sprz¦»onych przestrzeni

Banacha takich, »e je»eli Xj = Y ∗j , j = 0, 1, to Y0 ∩ Y1 jest zbiorem g¦stym zarówno

w Y0 jak i Y1 (zobacz [12], uwaga 2.29).

Twierdzenie 4.2.

Niech θ ∈ (0, 1) i (X0, X1) b¦dzie par¡ porównywalnych przestrzeni Banacha tak¡, »e

obie te przestrzenie s¡ re�eksywne oraz zbiór X∗0 ∩X∗1 jest g¦sty zarówno w przestrzeni

X∗0 jak i X∗1 . Je»eli ponadto co najmniej jedna z tych przestrzeni jest ±ci±le wypukªa,

to równie» przestrze« interpolacyjna (X0, X1)θ otrzymana za pomoc¡ dolnej metody

Calderóna jest ±ci±le wypukªa.

Dowód.

Zaªó»my, »e przestrze« X0 jest ±ci±le wypukªa, x, y ∈ (X0, X1)θ, ‖x‖θ = 1 =

‖y‖θ i x 6= y. Wybierzmy funkcje g1, g2 ∈ G w ten sposób, »e g′1(θ) = x, g′2(θ) = y

oraz ‖g1‖G = ‖g2‖G = 1. Jest to mo»liwe na mocy twierdzenia 4.1 oraz uwagi 4.1.

Zauwa»my, »e taki wybór g1, g2 gwarantuje, »e ‖g′j(it)‖X0 ¬ 1 oraz ‖g′j(1 + it)‖X1 ¬ 1

prawie wsz¦dzie, j = 0, 1. Korzystaj¡c z nierówno±ci (4.3), otrzymujemy

0 < ‖x− y‖θ ¬
( 1

1− θ

∫ ∞
−∞
‖g′1(it)− g′2(it)‖X0µ0(θ, t)dt

)1−θ
×

×
(1
θ

∫ ∞
−∞
‖g′1(1 + it)− g′2(1 + it)‖X1µ1(θ, t)dt

)θ
.

Pokazuje to, »e ‖g′1(it)−g′2(it)‖X0 > 0 dla t ze zbioru A, którego miara jest ±ci±le wi¦k-

sza od zera. Zatem g′1(it) 6= g′2(it) dla t ∈ A i ‖g′1(it)‖X0 ¬ 1, ‖g′2(it)‖X0 ¬ 1 prawie

wsz¦dzie w A, wi¦c ze ±cisªej wypukªo±ci przestrzeni X0 wynika, »e
∥∥∥g′1(it)+g′2(it)2

∥∥∥
X0
< 1

prawie wsz¦dzie w A. W poª¡czeniu z (4.3) daje nam to nierówno±¢∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥
θ
¬
(

1
1− θ

∫ ∞
−∞

∥∥∥∥∥g′1(it) + g′2(it)
2

∥∥∥∥∥
X0

µ0(θ, t)dt
)1−θ

×

×
(

1
θ

∫ ∞
−∞

∥∥∥∥∥g′1(1 + it) + g′2(1 + it)
2

∥∥∥∥∥
X1

µ1(θ, t)dt
)θ

< 1,

która ko«czy dowód twierdzenia.

�

Przejdziemy teraz do wyniku dotycz¡cego lokalnej jednostajnej wypukªo±ci.
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Uwaga 4.2.

W dowodzie poni»szego twierdzenia wykorzystamy wynik z pracy [53], który pokazu-

je, »e je»eli p ∈ (1,∞), to lokalna jednostajna wypukªo±¢ przenosi si¦ z przestrzeni

Banacha X na przestrze« Lebesgue'a-Bochnera Lp(X).

Twierdzenie 4.3.

Niech θ ∈ (0, 1) i (X0, X1) b¦dzie par¡ porównywalnych przestrzeni Banacha tak¡, »e

obie te przestrzenie s¡ re�eksywne oraz zbiór X∗0 ∩X∗1 jest g¦sty zarówno w przestrzeni

X∗0 jak i X∗1 . Je»eli ponadto co najmniej jedna z tych przestrzeni jest lokalnie jedno-

stajnie wypukªa, to równie» przestrze« interpolacyjna (X0, X1)θ otrzymana za pomoc¡

dolnej metody Calderóna jest lokalnie jednostajnie wypukªa.

Dowód.

Bez straty ogólno±ci rozwa»a« mo»emy zaªo»y¢, »e przestrze« X0 jest lokalnie

jednostajnie wypukªa. Ustalmy wektor x ∈ (X0, X1)θ taki, »e ‖x‖θ = 1 i zaªó»my,

»e wektor y ∈ (X0, X1)θ speªnia warunki: ‖y‖θ ¬ 1 i ‖x − y‖θ ­ ε > 0. Wybierzmy

funkcje g1, g2 ∈ G w ten sposób, »e g′1(θ) = x, g′2(θ) = y oraz ‖g1‖G = 1, ‖g2‖G ¬ 1.

Nierówno±¢ (4.3) daje nam nast¦puj¡ce oszacowanie

ε ¬ ‖x− y‖θ ¬
(∫ ∞
−∞
‖g′1(it)− g′2(it)‖X0

µ0(θ, t)
1− θ

dt

)1−θ

×

×
(∫ ∞
−∞
‖g′1(1 + it)− g′2(1 + it)‖X1

µ1(θ, t)
θ

dt

)θ
.

Korzystaj¡c z tego, »e µ0(θ,t)
1−θ dt,

µ1(θ,t)
θ

dt s¡ miarami probabilistycznymi oraz z tego, »e

‖g′1(1 + it)− g′2(1 + it)‖X1 ¬ 2 prawie wsz¦dzie, otrzymujemy

(4.4)
ε

2
¬
(∫ ∞
−∞
‖g′1(it)− g′2(it)‖2

X0

µ0(θ, t)
1− θ

dt

) 1−θ
2

.

Funkcja h(t) = g′1(it) nale»y do L2(X0) i przyjmujemy h1 = h/‖h‖L2(X0). Nierówno±ci



81

(4.3), (4.4) i lemat 1.1 daj¡ nam nast¦puj¡ce oszacowanie

∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥
θ
¬
(∫ ∞
−∞

∥∥∥∥∥g′1(it) + g′2(it)
2

∥∥∥∥∥
X0

µ0(θ, t)
1− θ

dt

)1−θ

×

×
(∫ ∞
−∞

∥∥∥∥∥g′1(1 + it) + g′2(1 + it)
2

∥∥∥∥∥
X1

µ1(θ, t)
θ

dt

)θ

¬

∫ ∞
−∞

∥∥∥∥∥g′1(it) + g′2(it)
2

∥∥∥∥∥
2

X0

µ0(θ, t)
1− θ

dt


1−θ
2

¬
(

1− 1
4
δL2(X0),l

(
ε

4
, h1

))1−θ
.

Ko«czy to dowód twierdzenia.

�

Przedstawimy teraz rezultaty dotycz¡ce stabilno±ci jednostajnej wªasno±ci Kadeca-

Klee'ego i wªasno±ci (β). Zaªó»my, »e X jest przestrzeni¡ Banacha, dla której istnieje

ci¡g uogólniony operatorów (Πλ)λ∈Λ indeksowany elementami zbioru skierowanego Λ

speªniaj¡cy nast¦puj¡ce warunki:

1. Πλ(X) jest podprzestrzeni¡ sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni X,

2. limλ∈Λ ‖Πλx− x‖X = 0 dla ka»dego x ∈ X,

3. dla ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0 taka, »e dla dowolnego λ ∈ Λ, je»eli x ∈ BX

i ‖Πλx− x‖X ­ ε, to ‖Πλx‖X ¬ 1− δ.

Zauwa»my, »e warunek 3 implikuje, »e ‖Πλ‖ ¬ 1 dla ka»dego λ ∈ Λ.

Uwaga 4.3.

Zde�niujmy nast¦puj¡cy moduª:

(4.5) δ(ε) = inf{1− ‖Πλx‖X : λ ∈ Λ, x ∈ BX , ‖Πλx− x‖X ­ ε}

Warunek 3 oznacza, »e δ(ε) > 0 dla ka»dego ε > 0. Zgodnie z uwag¡ 1.1 mo»emy

zaªo»y¢, »e δ jest funkcj¡ wypukª¡.

Poka»emy teraz, »e takie zaªo»enia o operatorach Πλ implikuj¡, »e przestrze« X

ma jednostajn¡ wªasno±¢ Kadeca-Klee'ego. Niech zatem (xn) b¦dzie ci¡giem w BX ,

który jest sªabo zbie»ny do x oraz sep(xn) ­ ε > 0. Dla dowolnego γ ∈
(
0, 1

2δ
(
ε
4

))
,

gdzie δ jest funkcj¡ z uwagi 4.3, istnieje λ takie, »e ‖Πλx − x‖X < γ. Korzystaj¡c z
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wªasno±ci 1, mo»emy wybra¢ podci¡g (xnk) w taki sposób, »e ci¡g (Πλxnk) jest zbie»ny

w X. Wtedy mo»emy dodatkowo zaªo»y¢, »e ‖Πλxnk − Πλxnl‖X ¬ ε
2 dla dowolnych

indeksów k 6= l. Dla takich indeksów mamy

ε ¬ ‖xnk − xnl‖X ¬ ‖xnk − Πλxnk‖X + ‖Πλxnk − Πλxnl‖X + ‖Πλxnl − xnl‖X ,

wi¦c
ε

2
¬ ‖xnk − Πλxnk‖X + ‖Πλxnl − xnl‖X .

Bez straty ogólno±ci rozwa»a« mo»emy zatem zaªo»y¢, »e ‖Πλxnk − xnk‖X ­ ε
4 dla

ka»dego k ∈ N. Poniewa» podci¡g (xnk) równie» d¡»y sªabo do x, to z wªasno±ci 1

stwierdzamy, »e ci¡g (Πλxnk) d¡»y do Πλx w normie. Zatem

‖x‖X ¬ ‖Πλx− x‖X + ‖Πλx‖X ¬ γ + lim
k→∞
‖Πλxnk‖X ¬ γ + 1− δ

(
ε

4

)
¬ 1− 1

2
δ
(
ε

4

)
,

co pokazuje, »e istotnie przestrze« X ma jednostajn¡ wªasno±¢ Kadeca-Klee'ego.

Twierdzenie 4.4.

Niech (X0, X1) b¦dzie par¡ porównywalnych przestrzeni Banacha takich, »e istnieje

ci¡g uogólniony operatorów Πλ : X0 + X1 → X0 + X1, λ ∈ Λ taki, »e Πλ(Xj) ⊂ Xj,

j = 0, 1, ‖Πλ‖ ¬ 1 dla ka»dego λ ∈ Λ, jako norma operatora Πλ dziaªaj¡cego na

przestrzeni X1 oraz dla przestrzeni X = X0 speªnione s¡ powy»sze warunki 1, 2, 3.

Wtedy dla dowolnego θ ∈ (0, 1) rodzina operatorów Πλ rozpatrywanych na przestrzeni

interpolacyjnej Y = (X0, X1)θ otrzymanej za pomoc¡ zespolonej metody Calderóna

równie» speªnia warunki 1, 2, 3. W konsekwencji Y ma jednostajn¡ wªasno±¢ Kadeca-

Klee'ego.

Dowód.

Dla dowolnego λ ∈ Λ, Πλ dziaªa jako operator liniowy z Y w Y i dla jego normy

‖Πλ‖θ zachodzi nierówno±¢ ‖Πλ‖θ ¬ ‖Πλ‖1−θ
0 ‖Πλ‖θ1 ¬ 1, gdzie ‖Πλ‖j oznacza norm¦

Πλ dziaªaj¡cego jako operator z Xj do Xj, j = 0, 1 (zobacz np. twierdzenie 4.2.1 w

[6]).

Dla wykazania warunku 1 stosujemy rozumowanie z pracy [56]. Rozwa»amy Πλ

jako operator z X0 +X1 do X0 +X1 i bierzemy dowolny funkcjonaª b∗ ∈ (X0 +X1)∗

zeruj¡cy si¦ na podprzestrzeni Πλ(X0). Dla dowolnej funkcji f ∈ F warto±¢ f(it)
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nale»y do X0 dla ka»dego t ∈ R, wi¦c b∗(Πλ(f(it))) = 0. Zatem funkcja b∗(Πλ(f)),

która jest analityczna w pasie S = {z : 0 < Re z < 1}, zeruje si¦ na osi rzeczywistej

i st¡d b∗(Πλ(f)) jest funkcj¡ zerow¡. W szczególno±ci b∗(Πλ(f(θ)) = 0 dla ka»dego

funkcjonaªu b∗ ∈ (X0 + X1)∗ zeruj¡cego si¦ na Πλ(X0). St¡d Πλ(f(θ)) ∈ Πλ(X0), co

pokazuje, »e Πλ(Y ) ⊂ Πλ(X0), a wi¦c Πλ(Y ) jest przestrzeni¡ sko«czenie wymiarow¡.

ZbiórX0∩X1 jest g¦sty w Y (zobacz np. twierdzenie 4.22 w [6]), wi¦c dla dowolnego

y ∈ Y i γ > 0 istnieje x ∈ X0 ∩X1 taki, »e ‖x− y‖θ ¬ γ. St¡d

‖Πλ(y)− y‖θ ¬ ‖Πλ(x)− x‖θ + ‖Πλ(y)− Πλ(x)‖θ + ‖x− y‖θ

¬ ‖Πλ(x)− x‖θ + ‖Πλ‖θ‖x− y‖θ + γ

¬ ‖Πλ(x)− x‖θ + 2γ.

Poniewa» x ∈ X0 ∩X1, wi¦c Πλ(x)− x ∈ X0 ∩X1, a zatem

‖Πλ(y)− y‖θ − 2γ ¬ ‖Πλ(x)− x‖θ ¬ ‖Πλ(x)− x‖1−θ
X0
‖Πλ(x)− x‖θX1

¬ ‖Πλ(x)− x‖1−θ
X0

(2‖x‖X1)θ

(zobacz wniosek 2.1.8 w [41]). Korzystaj¡c z wªasno±ci 2 znajdujemy λγ ∈ Λ takie,

»e ‖Πλ(x)− x‖X0 <
(
γ(2‖x‖X1)−θ

)1/(1−θ)
dla wszystkich λ ­ λγ. Dla takich λ mamy

‖Πλ(y)− y‖θ ¬ 3γ, co pokazuje, »e speªniony jest warunek 2.

Pozostaje jeszcze pokazanie, »e warunek 3 przenosi si¦ na przestrze« Y . W tym

celu bierzemy dowolny x ∈ BY i λ ∈ Λ takie, »e ‖x− Πλx‖θ ­ ε > 0. Dla dowolnego

γ > 0 znajdujemy funkcj¦ f ∈ F tak¡, »e f(θ) = x i ‖f‖F ¬ 1 + γ. Korzystaj¡c z

nierówno±ci (4.1) dostajemy

‖Πλx‖θ = ‖Πλf(θ)‖θ ¬
( 1

1− θ

∫ ∞
−∞
‖Πλf(it)‖X0µ0(θ, t)dt

)1−θ
×

×
(1
θ

∫ ∞
−∞
‖Πλf(1 + it)‖X1µ1(θ, t)dt

)θ
¬
( 1

1− θ

∫ ∞
−∞

(1− δ(‖Πλf(it)− f(it)‖X0))µ0(θ, t)dt
)1−θ

(1 + γ)θ

¬
(

1− δ
(∫ ∞
−∞
‖Πλf(it)− f(it)‖X0

µ0(θ, t)
1− θ

dt

))1−θ

(1 + γ)θ,

gdzie zgodnie z uwag¡ 4.3 przyjmujemy, »e moduª δ jest funkcj¡ wypukª¡ i ostatnia

nierówno±¢ wynika z to»samo±ci (4.2) i uogólnionej nierówno±ci Jensena. Ponadto

ε ¬ ‖x− Πλx‖θ ¬
( 1

1− θ

∫ ∞
−∞
‖Πλf(it)− f(it)‖X0µ0(θ, t)dt

)1−θ
×



84

×
(1
θ

∫ ∞
−∞
‖Πλf(1 + it)− f(1 + it)‖X1µ1(θ, t)dt

)θ

¬
( 1

1− θ

∫ ∞
−∞
‖Πλf(it)− f(it)‖X0µ0(θ, t)dt

)1−θ
(2 + 2γ)θ.

Daje nam to nast¦puj¡ce oszacowanie

(
ε

(2 + 2γ)θ

) 1
1−θ

¬ 1
1− θ

∫ ∞
−∞
‖Πλf(it)− f(it)‖X0µ0(θ, t)dt.

�¡cz¡c te dwa oszacowania, otrzymujemy

‖Πλx‖θ ¬

1− δ

( ε

(2 + 2γ)θ

) 1
1−θ
1−θ

(1 + γ)θ,

co po przej±ciu do granicy z γ → 0 daje nam ostatecznie nierówno±¢

‖Πλx‖θ ¬
(

1− δ
((

ε

2θ

) 1
1−θ
))1−θ

.

�

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha z baz¡ (en)n∈N ze staª¡ bazow¡ równ¡ jeden.

Wtedy ci¡g operatorów (Πn)n∈N zde�niowanych za pomoc¡ wzoru Πnx =
∑n
i=1 αiei,

gdzie x =
∑∞
i=1 αiei, speªnia warunki 1 i 2. Ponadto je±li X jest jednostajnie wypukªa,

to speªniony jest warunek 3. Istotnie, je»eli ε ¬ ‖x − Πnx‖, to z de�nicji moduªu

wypukªo±ci otrzymujemy

‖Πnx‖ ¬
∥∥∥∥∥Πnx+ x

2

∥∥∥∥∥ ¬ 1− δX(ε).

Podamy teraz przykªad przestrzeni Banacha X, która nie jest jednostajnie wypu-

kªa, a dla której istniej¡ operatory speªniaj¡ce warunki 1, 2, 3.

Przykªad 4.1.

Niech X = (R ⊕ l2)l1 . Element x = (t, y) ∈ X, gdzie t ∈ R oraz y = (yn)∞n=1 ∈ l2,

b¦dziemy zapisywa¢ jako ci¡g x = (t, y1, y2, . . .). Mamy ‖x‖ = |t| + ‖y‖2, gdzie ‖ · ‖2

jest standardow¡ norm¡ w przestrzeni l2.

De�niujemy ci¡g operatorów Πn wzorem Πnx = (t, y1, y2, . . . , yn, 0, 0, . . .). Oczy-

wi±cie dla tego ci¡gu speªnione s¡ warunki 1 i 2. Poka»emy, »e speªniony jest tak»e



85

warunek 3. Zaªó»my w tym celu, »e x ∈ BX , x = (t, y) jest taki, »e ‖x − Πnx‖ ­ ε,

gdzie ε ∈ [0, 1). Wtedy |t|+ ‖y‖2 ¬ 1, co daje nam nierówno±¢

‖(y1, y2, . . . , yn, 0, . . .)‖2
2 + ε2 ¬ ‖(y1, y2, . . . , yn, 0, . . .)‖2

2 + ‖(0, . . . , 0, yn+1, yn+2, . . .)‖2
2

¬ (1− |t|)2,

czyli

‖(y1, y2, . . . , yn, 0, . . .)‖2 ¬
√

(1− |t|)2 − ε2.

Ostatecznie

‖Πnx‖ = |t|+ ‖(y1, y2, . . . , yn, 0, . . .)‖2 ¬ |t|+
√

(1− |t|)2 − ε2.

Zde�niujmy funkcj¦ f : [0, 1 − ε] → R wzorem f(s) = s +
√

(1− s)2 − ε2. Wtedy

f ′(s) = 1− 1−s√
(1−s)2−ε2

, zatem f ′(s) ¬ 0 dla s ∈ [0, 1− ε). Oznacza to, »e f(s) ¬ f(0),

co daje nam nierówno±¢

‖Πnx‖ ¬
√

1− ε2,

pokazuj¡c¡, »e ci¡g operatorów (Πn) speªnia warunek 3. Ponadto przestrze« X nie jest

nawet ±ci±le wypukªa. Istotnie, wystarczy poªo»y¢ u = (1, 0, 0, . . .), v = (0, 1, 0, 0, . . .),

aby zauwa»y¢, »e ‖u‖ = ‖v‖ = 1 i
∥∥∥u+v

2

∥∥∥ = 1.

Przejdziemy teraz do analogicznych wyników dotycz¡cych wªasno±ci (β). Zaªó»my,

»eX jest przestrzeni¡ Banacha, dla której istnieje ci¡g uogólniony operatorów (Πλ)λ∈Λ

indeksowany elementami zbioru skierowanego Λ speªniaj¡cy nast¦puj¡ce warunki:

I Πλ(X) jest podprzestrzeni¡ sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni X,

II limλ∈Λ ‖Πλx− x‖X = 0 dla ka»dego x ∈ X,

III dla ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0 taka, »e dla dowolnego λ ∈ Λ, je»eli x, y ∈ BX

i ‖Πλy − y‖X ­ ε, to ∥∥∥∥∥Πλx+ y

2

∥∥∥∥∥ ¬ 1− δ.

W tym przypadku de�niujmy moduª:

(4.6) δ(ε) = inf
{

1−
∥∥∥∥∥Πλx+ y

2

∥∥∥∥∥
X

: λ ∈ Λ, x, y ∈ BX , ‖Πλy − y‖X ­ ε

}
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Warunek III oznacza, »e δ(ε) > 0 dla ka»dego ε > 0 i zgodnie z uwag¡ 1.1 mo»emy

zaªo»y¢, »e δ jest funkcj¡ wypukª¡.

Poka»emy, »e takie zaªo»enie o operatorach (Πλ)λ∈Λ implikuje wªasno±¢ (β) dla

przestrzeni X. Zaªó»my w tym celu, »e x ∈ BX oraz (xn) jest ci¡giem w BX takim, »e

sep(xn) ­ ε > 0. Niech λ b¦dzie takie, »e ‖Πλx − x‖X ¬ δ
(
ε
3

)
. Dla dowolnych liczb

n,m ∈ N, n 6= m mamy

ε ¬ ‖xn − xm‖X ¬ ‖xn − Πλxn‖X + ‖Πλxn − Πλxm‖X + ‖Πλxm − xm‖X .

Z wªasno±ci I powy»ej, mo»emy dobra¢ n0,m0 ∈ N tak, »e ‖Πλxn0 − Πλxm0‖X < ε
3 .

Wtedy ‖Πλxn0−xn0‖X ­ ε
3 lub ‖Πλxm0−xm0‖X ­ ε

3 . Zaªó»my, »e ‖Πλxn0−xn0‖X ­ ε
3 .

Daje nam to nierówno±ci∥∥∥∥x+ xn0
2

∥∥∥∥
X
¬
∥∥∥∥∥Πλx+ xn0

2

∥∥∥∥∥
X

+

∥∥∥∥∥x− Πλx

2

∥∥∥∥∥
X

¬ 1− δ
(
ε

3

)
+
δ
(
ε
3

)
2

= 1− 1
2
δ
(
ε

3

)
,

co pokazuje, »e przestrze« X ma wªasno±¢ (β).

Twierdzenie 4.5.

Niech (X0, X1) b¦dzie par¡ porównywalnych przestrzeni Banacha takich, »e istnieje

ci¡g uogólniony operatorów Πλ : X0 + X1 → X0 + X1, λ ∈ Λ taki, »e Πλ(Xj) ⊂ Xj,

j = 0, 1, ‖Πλ‖ ¬ 1 dla ka»dego λ ∈ Λ, jako norma operatora Πλ dziaªaj¡cego na

przestrzeni X1 oraz dla przestrzeni X = X0 speªnione s¡ powy»sze warunki I, II, III.

Wtedy dla dowolnego θ ∈ (0, 1) rodzina operatorów Πλ rozpatrywanych na przestrzeni

interpolacyjnej Y = (X0, X1)θ otrzymanej za pomoc¡ zespolonej metody Calderóna

róownie» speªnia warunki I, II, III. W konsekwencji Y ma wªasno±¢ (β).

Dowód.

W dowodzie twierdzenia 4.4 pokazali±my, »e rodzina operatorów Πλ speªnia wa-

runki I, II. Wystarczy zatem pokaza¢, »e speªniony jest warunek III.

Niech x, y ∈ BY b¦d¡ takie, »e ‖Πλy − y‖θ ­ ε > 0. Dla dowolnego γ > 0

wybieramy funkcje f, g ∈ F takie, »e f(θ) = x, g(θ) = y oraz ‖f‖F ¬ 1 + γ, ‖g‖F ¬
1 + γ.

Na mocy nierówno±ci (4.1) mamy∥∥∥∥∥Πλx+ y

2

∥∥∥∥∥
θ

=

∥∥∥∥∥Πλf(θ) + g(θ)
2

∥∥∥∥∥
θ

¬
(

1
1− θ

∫ ∞
−∞

∥∥∥∥∥Πλf(it) + g(it)
2

∥∥∥∥∥
X0

µ0(θ, t)dt
)1−θ

×
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×
(

1
θ

∫ ∞
−∞

∥∥∥∥∥Πλf(1 + it) + g(1 + it)
2

∥∥∥∥∥
X1

µ1(θ, t)dt
)θ

¬
( 1

1− θ

∫ ∞
−∞

(1− δ(‖Πλg(it)− g(it)‖X0))µ0(θ, t)dt
)1−θ

(1 + γ)θ

¬
(

1− δ
(∫ ∞
−∞
‖Πλg(it)− g(it)‖X0

µ0(θ, t)
1− θ

dt

))1−θ

(1 + γ)θ,

gdzie w ostatniej nierówno±ci równie» skorzystali±my z to»samo±ci (4.2) i uogólnionej

nierówno±ci Jensena. Ponadto

ε ¬ ‖y − Πλy‖θ ¬
( 1

1− θ

∫ ∞
−∞
‖Πλg(it)− g(it)‖X0µ0(θ, t)dt

)1−θ
×

×
(1
θ

∫ ∞
−∞
‖Πλg(1 + it)− g(1 + it)‖X1µ1(θ, t)dt

)θ

¬
( 1

1− θ

∫ ∞
−∞
‖Πλg(it)− g(it)‖X0µ0(θ, t)dt

)1−θ
(2 + 2γ)θ.

Daje nam to nast¦puj¡ce oszacowanie(
ε

(2 + 2γ)θ

) 1
1−θ

¬ 1
1− θ

∫ ∞
−∞
‖Πλg(it)− g(it)‖X0µ0(s, t)dt.

Otrzymujemy zatem ostatecznie

∥∥∥∥∥Πλx+ y

2

∥∥∥∥∥
θ

¬

1− δ

( ε

(2 + 2γ)θ

) 1
1−θ
1−θ

(1 + γ)θ.

i aby otrzyma¢ warunek III wystarczy przej±¢ do granicy z γ → 0.

�

Podobnie jak w przypadku wªasno±ci Kadeca-Klee'go, zaªó»my teraz, »e X jest

przestrzeni¡ Banacha z baz¡ (en)n∈N ze staª¡ bazow¡ równ¡ jeden oraz zde�niujmy

operatory Πn : X → X, n ∈ N wzorami Πnx =
∑n
i=1 αiei, gdzie x =

∑∞
n=1 αnen.

Poka»emy, »e je»eli przestrze« X jest jednostajnie wypukªa, to operatory te speªniaj¡

warunek III. Istotnie, je»eli x, y ∈ BX , ‖Πny − y‖X ­ ε > 0, to

2‖Πnx− y‖X ­ ‖I − Πn‖‖Πnx− y‖X ­ ‖(I − Πn)(Πnx− y)‖X = ‖Πny − y‖X ­ ε,

zatem

(4.7) ‖Πnx− y‖X ­
ε

2
,
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co z de�nicji moduªu jednostajnej wypukªo±ci daje nierówno±¢∥∥∥∥∥Πnx+ y

2

∥∥∥∥∥
X

¬ 1− δX
(
ε

2

)
.

Podamy teraz przykªad przestrzeni Banacha X z baz¡, która nie jest jednostajnie

wypukªa, jednak dla której istniej¡ operatory speªniaj¡ce warunek III.

Przykªad 4.2.

Niech X = l2, oraz niech R : X → X b¦dzie operatorem danym wzorem

R(x1, x2, x3, . . .) = (0, x2, x3, x4, . . .).

Wprowad¹my w przestrzeni X nast¦puj¡c¡ norm¦

‖x‖ = max{‖x‖2, 2‖Rx‖2}, x ∈ X,

gdzie ‖ · ‖2 oznacza standardow¡ norm¦ w przestrzeni l2. Przestrze« ta nie jest nawet

±ci±le wypukªa. Istotnie, je»eli x = (
√

3
2 ,

1
2 , 0, . . .), y = (−

√
3

2 ,
1
2 , 0, . . .), to ‖x‖ = ‖y‖ = 1

oraz
∥∥∥x+y

2

∥∥∥ = 1.

Niech operatory Πn, n ∈ N, b¦d¡ zde�niowane wzorami Πnx = (x1, . . . , xn, 0, 0, . . .),

gdzie x = (x1, x2, . . .). Oczywi±cie speªniaj¡ one warunki I, II. Poka»emy, »e speªniaj¡

one tak»e warunek III. Niech x, y ∈ BX , ‖Πny − y‖ ­ ε > 0. Wtedy

(4.8) ‖Πny − y‖ = 2‖R(Πny − y)‖2 = 2‖Πny − y‖2 ­ ε

i nierówno±¢ (4.7) pokazuje, »e ‖Πnx − y‖2 ­ ε
2 , Mo»liwe s¡ dwa przypadki. Zaªó»-

my najpierw, »e
∥∥∥Πnx+y

2

∥∥∥ =
∥∥∥Πnx+y

2

∥∥∥
2
. Z de�nicji moduªu jednostajnej wypukªo±ci

przestrzeni l2 otrzymujemy∥∥∥∥∥Πnx+ y

2

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥Πnx+ y

2

∥∥∥∥∥
2

¬ 1− δl2
(
ε

2

)
.

Zaªó»my teraz, »e∥∥∥∥∥Πnx+ y

2

∥∥∥∥∥ = 2

∥∥∥∥∥R(Πnx+ y)
2

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥Πn2Rx+ 2Ry
2

∥∥∥∥∥
2

.

Z nierówno±ci (4.8) i (4.7) wynika, »e ‖Πn2Rx− 2Ry)‖2 ­ ε, wi¦c w tym przypadku∥∥∥∥∥Πnx+ y

2

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥Πn2Rx+ 2Ry
2

∥∥∥∥∥
2

¬ 1− δl2(ε).
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Przejdziemy teraz do wyniku dotycz¡cego stabilno±ci jednostajnej monotoniczno±ci

krat Banacha przy zespolonej metodzie interpolacji Calderóna. W dalszej cz¦±ci tego

rozdziaªu b¦dziemy zakªadali, »e wszystkie rozpatrywane przestrzenie s¡ funkcyjnymi

kratami Banacha. Zaczniemy od przytoczenia dwóch wyników, z których b¦dziemy

korzysta¢ w dowodzie naszego twierdzenia.

Lemat 4.6 (Lemat 1 z pracy [48]).

Zaªó»my, »e (X0, X1) jest par¡ porównywalnych krat funkcyjnych i niech θ ∈ (0, 1).

Je»eli dla funkcji h ∈ X1−θ
0 Xθ

1 zachodzi nierówno±¢

|h| ¬ f 1−θgθ,

gdzie f ∈ X0+, g ∈ X1+, to istniej¡ funkcje 0 ¬ f1 ¬ f , 0 ¬ g1 ¬ g takie, »e

|h| = f 1−θ
1 gθ1.

Przytoczymy teraz rezultat, który dla krat funkcyjnych byª wykazany w pracy

[52], a nast¦pnie zostaª udowodniony w pracy [47] dla dowolnych krat Banacha.

Twierdzenie 4.7 ([47], [52]).

Niech (X0, X1) b¦dzie par¡ porównywalnych funkcyjnych krat Banacha oraz niech θ ∈
(0, 1). Przestrze« interpolacyjna (X0, X1)θ otrzymana za pomoc¡ zespolonej metody

interpolacji Calderóna jest przestrzeni¡ tych wszystkich funkcji f ∈ X0 + X1, które

nale»¡ do domkni¦cia zbioru X0 ∩X1 w kracie Banacha X1−θ
0 Xθ

1 , czyli

(X0, X1)θ = X0 ∩X1
X1−θ0 Xθ

1 .

Ponadto normy w tych przestrzeniach s¡ równe, czyli

‖f‖θ = ‖f‖X1−θ0 Xθ
1

dla ka»dego f ∈ (X0, X1)θ.

Na koniec podamy wynik dotycz¡cy stabilno±ci jednostajnej monotoniczno±ci przy

zespolonej metodzie interpolacji Calderóna.

Twierdzenie 4.8.

Niech θ ∈ (0, 1) i (X0, X1) b¦dzie par¡ porównywalnych funkcyjnych krat Banacha.

Je»eli co najmniej jedna z krat Banacha X0, X1 jest jednostajnie monotoniczna, to

przestrze« interpolacyjna (X0, X1)θ jest jednostajnie monotoniczna.
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Dowód.

Zaªó»my, »e krata X0 jest jednostajnie monotoniczna. Niech x, y b¦d¡ takimi ele-

mentami przestrzeni interpolacyjnej (X0, X1)θ, »e ‖x‖θ ¬ 1, ‖y‖θ ­ ε > 0 oraz

0 ¬ y ¬ x. W ±wietle twierdzenia 4.7 mo»emy traktowa¢ x, y jako elementy prze-

strzeni X1−θ
0 Xθ

1 . Dla dowolnego γ ∈ (0, 1) wybieramy g ∈ B(X0+), h ∈ B(X1+)

takie, »e x ¬ (1 + γ)g1−θhθ. Wtedy, na mocy lematu 4.6, mo»emy znale¹¢ funkcje

0 ¬ g1 ¬ (1 + γ)g, 0 ¬ h1 ¬ (1 + γ)h takie, »e x = g1−θ
1 hθ1. Zatem speªnione s¡

nierówno±ci

0 ¬ y ¬ x = g1−θ
1 hθ1.

Zde�niujmy funkcj¦ λ wzorem λ(ω) = y(ω)
x(ω) , je±li x(ω) 6= 0 i λ(ω) = 0, je±li x(ω) = 0

oraz poªó»my y0(ω) = λ(ω)g1(ω), y1(ω) = λ(ω)h1(ω). Poniewa» |λ(ω)| ¬ 1, wi¦c

yj ∈ Xj+, j = 0, 1 oraz ‖y0‖X0 ¬ 1 + γ i ‖y1‖X1 ¬ 1 + γ. Ponadto y = y1−θ
0 yθ1. Zatem

równie»

y = ‖y0‖1−θ
X0
‖y1‖θX1

(
y0

‖y0‖X0

)1−θ (
y1

‖y1‖X1

)θ
,

co pokazuje, »e

ε ¬ ‖y‖θ ¬ ‖y0‖1−θ
X0
‖y1‖θX1 ¬ ‖y0‖1−θ

X0
2θ,

czyli

‖y0‖X0 ­ ε1 :=
(
ε

2θ

) 1
1−θ

.

Nast¦pnie mamy

x− y = (1− λ)x = (1− λ)g1−θ
1 hθ1 = (g1 − y0)1−θ(h1 − y1)θ

= ‖g1 − y0‖1−θ
X0
‖h1 − y1‖θX1

(
g1 − y0

‖g1 − y0‖X0

)1−θ (
h1 − y1

‖h1 − y1‖X1

)θ
,

a wi¦c

‖x− y‖θ ¬ ‖g1 − y0‖1−θ
X0
‖h1 − y1‖θX1

¬ (1 + γ)1−θ
(

1− δm,X0

(
‖y0‖X0
1 + γ

))1−θ

‖h1‖θX1

¬ (1 + γ)
(

1− δm,X0
(
ε1

2

))1−θ
.

Wystarczy teraz przej±¢ do granicy z γ → 0, aby otrzyma¢ tez¦ twierdzenia.

�
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