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Wstep

Niezaleznos¢ jest klasycznym pojeciem w teorii graféw i od wielu dekad stanowi
przedmiot intensywnych badan. Niech G = (V, E') bedzie dowolnym grafem. Podzbiér
S C V(G) nazywamy zbiorem niezaleznym grafu G, jezeli dowolne dwa wierzchotki
nalezace do S nie sa sasiednie. Moc najwigkszego zbioru niezaleznego nazywana jest
liczbg niezaleznosci grafu G i oznaczana symbolem a(G).

Pojecie zbioru niezaleznego pojawito si¢ po raz pierwszy w pracy C. Berge’a [12]
jako zbior stabilny, a nastepnie badania bylty prowadzone miedzy innymi w powigzaniu
z problemami dotyczgcymi kolorowania graféw, zaleznosci pomiedzy liczbg niezaleznosci
a liczbag chromatyczng oraz w zwigzku z hipoteza dotyczaca graféw doskonatych.

Chociaz poczatki badan nad zbiorami niezaleznymi datuje sie na lata szesédzie-
siate XX wieku, to pierwsze problemy, ktére obecnie mozna powiazaé ze zbiorami
niezaleznymi pojawity sie znacznie wczesniej i wywodzg sie z zagadnien szachowych,
takich jak klasyczny problem osmiu krolowych. Znane problemy szachowe dotyczace
rozmieszczania figur na szachownicy sa datowane na druga potowe XIX wieku i pojawity
sie w pracach C. F. de Jaenisha [23], a nastepnie W. W. R. Balla [1]. Modelujac niektére,
opisane problemy szachowe przy pomocy grafu, ich rozwigzanie mozna sprowadzi¢ do
wyznaczenia zbioru niezaleznego lub liczby niezaleznosci.

Kazdy graf posiada zbior niezalezny, w szczegélnosci zbiorem niezaleznym jest zbior
pusty oraz kazdy jednoelementowy podzbior zbioru wierzchotkow, wiec naturalnym
kierunkiem badan staty sie problemy dotyczace zliczania zbiorow niezaleznych. Pierwsze
problemy dotyczace zliczania zbioréw niezaleznych pojawily sie okoto 1960 roku, kiedy
P. Erd6s i L. Moser postawili pytanie o najwieksza liczbe maksymalnych zbiorow
niezaleznych w n-wierzchotkowych grafach oraz o charakteryzacje graféw ekstremalnych
majacych najwieksza liczbe takich zbioréw. Problem zostat szybko rozwiazany poniewaz
P. Erdds, a nastepnie J. W. Moon i L. Moser w [44], udzielili odpowiedzi na oba pytania.

W latach 80-tych H. S. Wilf w [67] wyznaczyt najwigksza liczbe maksymalnych
zbiorow niezaleznych w n-wierzchotkowych drzewach, podajac skomplikowany alge-
braiczny dowdd. Nastepnie B. E. Sagan w [57] podal nowy, elegancki dowdd grafowy

i scharakteryzowal drzewa ekstremalne. Od czasu tych pionierskich prac pojawito sie
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wiele artykutéow dotyczacych zliczania maksymalnych zbioréw niezaleznych w réznych
klasach graféw. W szczegélnosci duzo uwagi poswiecono drzewom i grafom z mata liczba
cykli. Miedzy innymi M. J. Jou i G. J. Chang w [18] wyznaczyli liczbe maksymalnych
zbioréw niezaleznych w grafach z co najwyzej jednym cyklem. G. C. Ying i in. rozwazali
maksymalne zbiory niezalezne w grafach z co najwyzej r cyklami [76]. Zliczanie réznego
rodzaju zbioréw niezaleznych jest nadal aktualne, a przeglad literatury pokazuje duze za-
interesowanie tg tematyka. Warto wskaza¢ wybrane prace tylko z ostatnich lat. Y. Tian
1Y. Tu w [64] wyznaczyli najmniejsza liczbe maksymalnych zbioréw niezaleznych w gra-
fach n-wierzchotkowych w zaleznosci od liczby niezaleznosci a(G). C. Palmer i B. Patkos
w [48] badali najwieksza liczbe maksymalnych zbior6w niezaleznych w grafach z ogra-
niczong liczba wierzchotkowo roztacznych trojkatéw. D.S. Malyshev i D. S. Taletskii
w [39] rozwazali liczbe maksymalnych zbioréw niezaleznych w drzewach z ustalona
liczba lisci.

Problemy zliczania zbiorow niezaleznych zyskaty szerokie zainteresowanie, gdy w 1982
roku H. Prodinger i R. F. Tichy opublikowali artykul [54], w ktérym wskazali zwiazek
pomiedzy liczba wszystkich zbioréw niezaleznych w Sciezkach a liczbami Fibonacciego
oraz miedzy liczbg wszystkich zbioréw niezaleznych w cyklach a liczbami Lucasa. Ta
prosta obserwacja zainicjowata intensywne dalsze badania dotyczace zliczania zbioréw
niezaleznych.

Zainteresowanie tematyka zliczania zbioréw niezaleznych zostato wzmocnione przez
R. E. Merrifielda i H. E. Simmonsa, ktérzy w [41] wprowadzili liczbe zbioréw niezaleznych
do kombinatoryki chemicznej. Literatura dotyczaca zliczania zbiorow niezaleznych jest
obszerna, a przeglad aktualnych prac wskazuje, ze problem ten pozostaje nadal aktualny.

Oprocz zliczania wszystkich zbioréw niezaleznych lub maksymalnych zbiorow nieza-
leznych pojawity sie prace w ktérych zliczane byty szczegdlne zbiory niezalezne, miedzy
innymi zawierajace zbidr lisci [75], niezawierajace zadnego liscia [33] oraz uogdlnione
zbiory niezalezne [37, 58, 59]. Wynikato to miedzy innymi z faktu, ze dla niektérych
klas graféw liczba zbiorow niezaleznych wyraza sie za pomoca liczb typu Fibonacciego,
czyli liczb zdefiniowanych za pomoca liniowych, jednorodnych réwnan rekurencyjnych
o statych wspotezynnikach. Takie interpretacje grafowe pozwalaja bada¢ wtasnosci tych
ciagdéw liczbowych przy uzyciu metod teorii grafow.

W literaturze zbiory niezalezne czesto rozwazane sa z dodatkowym warunkiem domi-
nowania jako niezalezne zbiory dominujgce. Pojecie niezaleznych zbioréw dominujacych
pojawilo sie w 1962 roku w pracach C. Berge’a [12] oraz O. Ore’a [47], gdzie zbiory te
nazywane byly jadrami grafu. Podzbiér D C V(G) nazywamy zbiorem dominujgcym,
jezeli kazdy wierzchotek x € V/(G)\ D ma co najmniej jednego sasiada w D. W literatu-

rze istnieje wiele wariantéw i uogélnien zbioréw dominujacych, co prowadzi do rozwazan
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roznych rodzajow niezaleznych zbioréw dominujgcych. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze nie
zawsze mozliwe jest potaczenie niezaleznosci z danym wariantem dominowania, gdyz
pojecia te moga sie wzajemnie wyklucza¢. W wielu przypadkach potaczenie warunku
niezaleznosci z pewnym wariantem dominowania, o ile jest mozliwe, jest bardziej intere-
sujace niz klasyczne niezalezne dominowanie, poniewaz pojawia sie problem istnienia
takich zbiorow.

W niniejszej rozprawie rozwazane beda zbiory niezalezne i pewne warianty zbiorow
dominujacych zawierajacych zbior lisci jako podzbior.

Jednym z rodzajow zbioréw niezaleznych, ktore zawierajg zbior lisci jako pod-
zbidr sa niezalezne zbiory (1,2)-dominujace. Zbiory (1,2)-dominujace oraz niezalezne
zbiory (1,2)-dominujace wprowadzili w 2008 S. T. Hedetniemi i in. w [30] jako ostabie-
nie znanych zbioréw 2-dominujacych i niezaleznych zbioréw 2-dominujacych. Zbiory
2-dominujgce sg szczegdlnym przypadkiem zbioréw wielokrotnie dominujgcych wpro-
wadzonych przez J. Finka i M. S. Jacobsona w 1985 roku w [26]. Podzbiér D C V(G)
jest zbiorem 2-dominujacym, jezeli kazdy wierzchotek = € V(G) \ D ma co najmniej
dwbéch sasiadéw w zbiorze D. Podzbior D C V(G) jest zbiorem (1,2)-dominujacym,
jezeli dla kazdego wierzchotka = € V(G) \ D istnieja w zbiorze D dwa rézne wierzchotki
u, v takie, ze z jest sasiedni z u, natomiast dg(z,v) < 2. Definicja (1, 2)-dominowania
uogolnia pojecie zbioru dominujacego i ostabia warunek 2-dominowania.

W niniejszej rozprawie rozwazane beda zbiory niezalezne zawierajace zbior lisci,
niezalezne zbiory (1, 2)-dominujace, maksymalne zbiory k-niezalezne zawierajace zbior
lisci i zbiory 2-dominujace. Wszystkie rozwazane zbiory zawierajg zbioér lisci jako
podzbior.

Rozprawa sktada sie z pieciu rozdzialow. Zawiera rowniez wykaz oznaczen, podsu-
mowanie w ktérym okreslone sg dalsze kierunki badan i bibliografie.

W rozdziale pierwszym podane sg podstawowe definicje i oznaczenia, natomiast
pozostate pojecia wprowadzane sa w kolejnych rozdziatach bezposrednio przed ich
wykorzystaniem.

Rozdziat drugi jest wprowadzeniem do tematyki rozprawy. W rozdziale zostata
okreslona motywacja dotyczaca wyboru tematyki, przedstawione cele rozprawy oraz
wybrane rezultaty dotyczace liczby zbiorow niezaleznych w réznych klasach graféow,
takich jak drzewa, grafy jednocyklowe i dwucyklowe.

Poniewaz zbiory niezalezne zawierajace zbidr lidci byty zliczane w literaturze w drze-
wach i grafach jednocyklowych, w rozdziale trzecim rozwazana jest liczba zbioréw
niezaleznych zawierajacych zbiér lisci w szczegdlnych grafach dwucyklowych zawieraja-
cych doktadnie jedng 6semke jako podgraf indukowany. Podana zostala najmniejsza

i najwieksza wartos¢ liczby zbiorow niezaleznych zawierajacych zbioér lisci. Ponadto
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zostaly scharakteryzowane grafy ekstremalne z najmniejszg i najwigksza liczba takich
zbiorow. Uzyskanie wynikéw wymagalo opisania przeksztatcen grafu G w graf G’ takich,
ze liczba zbiorow niezaleznych zawierajacych zbior lisci nie maleje oraz wyznaczenia
doktadnej wartosci liczby zbioréw niezaleznych zawierajacych zbior lisci w szczegdlnej
podrodzinie graféw dwucyklowych.

W rozdziale czwartym pokazane sa zwiazki liczb Padovana i uogdlnionych liczb
Padovana z liczbg zbioréw niezaleznych. Korzystajac z interpretacji grafowej liczb Pado-
vana i Perrina dotyczacej liczby niezaleznych zbioréw (1, 2)-dominujacych w Sciezkach
i cyklach, zostat zdefiniowany wielomian Padovana grafu z wykorzystaniem kompozycji
dwoch grafow. W konsekwencji zostaly otrzymane nowe wzory dwumianowe dla liczb
Padovana i liczb Perrina.

W literaturze zostato wprowadzonych i opisanych wiele r6znych uogélnien zbiorow
niezaleznych. A. Meir i J. W. Moon w [40] podali uogélnienie zbioréw niezaleznych
w sensie odleglosciowym. Niech k > 2 bedzie liczba naturalna. Podzbiér S C V(G) jest
zbiorem k-niezaleznym grafu G jezeli dla dowolnych =,y € S, gdzie x # y zachodzi
warunek dg(x,y) > k. W rozprawie rozwazany jest uogélniony ciag Padovana i pokazane
zostalty zaleznosci pomiedzy uogélnionymi liczbami Padovana a liczbg maksymalnych
zbiorow k-niezaleznych zawierajacych zbior lisSci w Sciezkach. Ta interpretacja pozwo-
lita na uzyskanie wzoru dwumianowego dla uogélnionych liczb Padovana a nastepnie
wykorzystujac operacje G-ztaczenia graféw zdefiniowany zostat uogélniony wielomian
Padovana.

W rozdziale piatym rozwazane sg takze podzbiory zbioru wierzchotkéw zawierajace
zbior lisci. Jednym z wariantéw zbiorow dominujacych zwierajacych zbior lidci sg
zbiory 2-dominujace, bedace szczegdlnym przypadkiem zbioréw (1, k)-dominujacych.
Zbiory 2-dominujace i niezalezne zbiory 2-dominujace sa w literaturze szeroko opisane.
Poniewaz kazdy zbior 3-dominujacy jest zbiorem 2-dominujacym, w rozprawie zostaly
wprowadzone wlasciwe zbiory 2-dominujace. Wtasciwe zbiory 2-dominujace zostaty
zdefiniowane w [6] aby odréznié zbiory 2-dominujace od 3-dominujacych. Nie kazdy graf
ma wlasciwy zbior 2-dominujacy. W rozprawie podana zostata petna charakteryzacja
graféw majacych wtasciwy zbiér 2-dominujacy. Ponadto zostata pokazana zaleznos$é
pomiedzy parametrami wtasciwego 2-dominowania a parametrami 2-dominowania i 3-
dominowania oraz zostato pokazane, ze liczba wtasciwego 2-dominowania jest zwigzana

z istnieniem niezaleznych zbioréw 2-dominujgcych.
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Wiekszosé zamieszczonych w niniejszej rozprawie wynikéw jest opublikowana w po-

nizszych artykutach.

(A) P. Bednarz, M. Pirga, On Proper 2-Dominating Sets in Graphs, Symmetry, 2024,
16(3), 296,

(B) M. Pirga, A. Wioch, I. Wloch, Some New Graph Interpretations of Padovan
Numbers, Symmetry, 2024, 16(11), 1493,

(C) U. Bednarz, M. Pirga, (1,2)-PDS in graphs with the small number of vertices of
large degrees, Opuscula Math. 45, no. 1 (2025), 53-62,

(D) M. Pirga, M. Startek, I. Wtoch, Counting of independent sets including the set
of leaves in graphs with two elementary cycles, Proceedings of the Romanian
Academy, Series A, 2025, vol. 25(4), 2025, 347-357.

W kazdym z powyzszych wspotautorskich artykutéw udziat autora rozprawy, zgodnie
z o$wiadczeniami wspotautoréw, wynosi co najmniej 50%.
Wszystkie zamieszczone w rozprawie rezultaty zostaly przedstawione w formie

referatéw na miedzynarodowych konferencjach z zakresu teorii grafow:

1. 32nd Workshop on Cycles and Colourings - Poprad (Stowacja), 8 - 13 IX 2024,
tytul referatu: (1,2)-PDS in graphs with the small number of vertices of large

degrees,

2. Rzeszow Workshop on Graph Theory - Rzeszow, 23 - 27 VI 2025, tytul referatu:

The number of independent sets including the set of leaves in graphs,

3. 10th Cracow Conference on Graph Theory - Krakow, 22 - 26 X 2025, tytul referatu:
Perfect (1,2)-Dominating Sets in Graphs with a Few Large-Degree Vertices.

Wyniki zawarte w niniejszej rozprawie nie wyczerpuja przedstawionej tematyki, ktora
moze by¢ nadal rozwijana. Dalsze kierunki badan wraz z wybranymi juz uzyskanymi

wynikami zostaty przedstawione w podsumowaniu rozprawy.



Wykaz oznaczen

G=(V,E) - graf prosty (graf)
V(G) - zbior wierzchotkéw grafu G
E(G) - zbior krawedzi grafu G
Ty - krawedZ xy incydentna z wierzchotkami z,y
dg(x) - stopien wierzchotka x w grafie G
A(G) - maksymalny stopien grafu G
i(G) - minimalny stopien grafu G
Ne(z) - sasiedztwo otwarte wierzchotka x w grafie G
N¢lz] - sasiedztwo domknigte wierzchotka  w grafie G
dg(z,y) - odlegtos¢ pomiedzy wierzchotkami x,y w grafie G
r—z—y - droga pomiedzy wierzchotkami z i y zawierajaca wierzchotek z
subgy (G) - graf otrzymany z grafu G przez podziat krawedzi xy
adp(z)(G) - graf otrzymany przez lokalne powigkszenie grafu G o graf H
N, - graf bezkrawedziowy n-wierzchotkowy
P, - Sciezka n-wierzchotkowa
Ch - cykl n-wierzchotkowy
K, - graf pelny n-wierzchotkowy
Kin - gwiazda n-wierzchotkowa
T, - drzewo n-wierzcholkowe
Ly - lizak n-wierzchotkowy
Chk - graf 6semka
H, 3 - gwiazda z jednym tréjkatem
H, 33 - gwiazda z dwoma krawedziowo roztacznymi trojkatami
Ry33 - podwdjny lizak n-wierzchotkowy z dwoma trojkatami
HLG - podgraf indukowany H grafu GG
L(G) - zbidr lidci grafu G
L(z - zbidr lisci grafu G sagsiednich z wierzchotkiem z

- zbidér wierzchotkéw podtrzymujacych grafu G
S¢(G) - zbiér wierzchotkéw silnie podtrzymujacych grafu G



Wykaz oznaczen

Q B
298
I I ]

Umax(G) -
c® (@) -
o1 (G)

O(k) (G7 n, t) -

Lmaz

zbior wierzchotkow stabo podtrzymujacych grafu G
izomorfizm grafow G i H

produkt kartezjanski grafow G i H

produkt tensorowy grafow G i H

silny produkt graféow G i H

kompozycja grafow G i H

G-ztaczenie grafu G i ciggu graféw h,

korona grafow G i H

uogolniona korona grafu G i ciagu graféw h,

liczba niezaleznosci grafu G

dolna liczba niezaleznosci grafu G

liczba dominowania grafu G

liczba 2-dominowania grafu G

liczba 3-dominowania grafu G

liczba wtasciwego 2-dominowania grafu G

liczba zbioréw niezaleznych w grafie G

liczba zbioréw niezaleznych w grafie G zawierajacych L(G)
liczba zbioréw niezaleznych w grafie G zawierajacych L(G)
iz ¢ L(G)

liczba zbioréw niezaleznych w grafie G zawierajacych L(G) i nieza-
wierajacych z ¢ L(G)

liczba niezaleznych (1, 2)-dominujacych zbioréw w grafie G zawiera-
jacych L(G)

liczba p-elementowych niezaleznych (1,2)-dominujacych zbioréw
n-wierzchotkowego grafu G zawierajacych L(G)

liczba maksymalnych zbiorow niezaleznych w grafie G

liczba zbioréw k-niezaleznych w grafie G

liczba zbioréw k-niezaleznych w grafie G zawierajacych L(G)
liczba t-elementowych maksymalnych zbiorow k-niezaleznych
n-wierzchotkowego grafu G zawierajacych L(G)

n-ta liczba Fibonacciego

n-ta liczba Lucasa

n-ta liczba Padovana

n-ta liczba Perrina

n-ta uogodlniona liczba Fibonacciego

n-ta uogodlniona liczba Padovana

wielomian Padovana



Rozdziat 1
Podstawowe definicje

W tym rozdziale podamy podstawowe definicje wykorzystywane w rozprawie, ktore
zostaly zaczerpnigte glownie z [25]. Pozostate definicje sa wprowadzane w kolejnych
rozdziatach, bezposrednio przed ich wykorzystaniem.

Grafem prostym, nieskierowanym nazywamy uporzadkowana pare G = (V| E), gdzie
V = V(G) jest skoniczonym, niepustym zbiorem, natomiast £ = E(G) jest rodzing
roznych, dwuelementowych podzbioréw zbioru V(G). Elementy zbioru V(G) nazywamy
wierzcholkami, a elementy zbioru E(G) krawedziami. Dla uproszczenia zapisu krawedZ
{z,y} € E(G) bedziemy oznaczaé¢ symbolem zy.

W niniejszej pracy rozwazamy wylacznie grafy proste, nieskierowane, ktére bedziemy
nazywac krotko grafama.

Jezeli |V(GQ)| =n, n > 1, oraz E(G) = ), to graf G nazywamy grafem bezkrawe-
dziowym 1 oznaczamy przez N,. Grafy jednowierzchotkowe bedziemy nazywaé grafami
trywialnymi.

Dwa wierzcholki z,y € V(G) sa sgsiednie w grafie G, jezeli xy € E(G). Méwimy
wtedy, ze wierzchotki x i y sa incydentne z krawedzia xy lub zZe sg jej koncami. Liczbe
krawedzi incydentnych z wierzchotkiem x nazywamy stopniem wierzchotka x w grafie
G i oznaczamy symbolem dg(z). Wtedy 0(G) = min{dg(z) : x € V(G)} nazywamy
minimalnym stopniem grafu G natomiast A(G) = max{dg(z) : x € V(G)} nazywamy
maksymalnym stopniem grafu G).

Niech z € V(G). Zbiér Ng(x) = {y € V(G) : xy € E(G)} nazywamy sgsiedztwem
otwartym, natomiast zbidr Ng[z] = Ng(x) U {x} nazywamy sgsiedztwem domknietym
wierzchotka x w grafie G.

Jezeli dg(x) = 0, to wierzchotek x € V(G) nazywamy izolowanym. Jezeli dg(x) = 1,
to wierzchotek x nazywamy lisciem grafu G. Zbiér wszystkich lisci grafu G ozna-
czamy symbolem L(G). Niech z € V(G). Wtedy L(x) oznacza zbior lisci sasiednich

z wierzchotkiem x, czyli L(G) = U L(z). Jezeli L(z) # 0, to  nazywamy wierz-
zeV(G)



1. Podstawowe definicje i oznaczenia 10

chotkiem podtrzymujgcym. Zbiér wszystkich wierzchotkéw podtrzymujacych w grafie
G oznaczamy symbolem S(G). Jezeli |L(x)| > 2, to x nazywamy wierzchotkiem silnie
podtrzymujgcym. Zbior wszystkich wierzchotkéw silnie podtrzymujacych oznaczamy
przez S¢(G). Jezeli |L(x)| = 1, to x nazywamy wierzcholkiem stabo podtrzymugjgcym,
a zbior wszystkich wierzchotkéw stabo podtrzymujacych oznaczamy symbolem S, (G).
Wtedy S(G) = S5(G) U S, (G).

Wierzchotek z € V(G) nazywamy wierzchotkiem przedostatnim grafu G, jezeli nie
jest lisciem i sasiaduje z co najmniej dg(z) — 1 li$émi.

Dlan > 1 drogqg tgczqgeq wierzchotki xg @ x, w grafie G nazywamy cigg wierzchotkow
i krawedzi xg, vox1, X1, ..., Tp1Tpn, Ty. Jezeli xy = x, dla n > 3, to otrzymujemy
cykl. Odlegloscig pomiedzy wierzcholtkami xg i x, nazywamy dtugo$¢ najkrotszej drogi
taczacej wierzchotki z¢ i x,, w grafie G 1 oznaczamy symbolem dg (g, z,,). Przyjmujemy,
ze dg(z,x) = 0.

Niech v € V(G) i niech S C V(G). Liczbe dg(v,S) = min{dg(v,z) : © € S}
nazywamy odlegtosciqg pomiedzy wierzcholkiem x i zbiorem S w grafie G.

Mowimy, ze graf jest spojny, jezeli dla dowolnych dwbdch wierzchotkow istnieje taczaca
je droga.

Niech G bedzie grafem spojnym. Wierzchotek v € V(G) nazywamy wierzcholkiem
rozeinajgeym, jezeli graf G\ {v} jest niespdjny.

Podzbior S C V(G) nazywamy zbiorem niezaleznym grafu G, jezeli dowolne dwa
wierzchotki ze zbioru S nie sg sgsiednie. Przyjmujemy ze, zbior pusty oraz wszystkie jed-
noelementowe podzbiory V' (G) sa zbiorami niezaleznymi. Zbior niezalezny S nazywamy
maksymalnym, jezeli nie jest on podzbiorem wtasciwym innego zbioru niezaleznego
grafu G. Moc najwiekszego zbioru niezaleznego grafu G nazywamy liczbg niezaleznosct
i oznaczamy symbolem a(G), natomiast moc najmniejszego maksymalnego zbioru nie-
zaleznego grafu G nazywamy dolng liczbg niezaleznosci i oznaczamy przez i(G). Dla
kazdego grafu G zachodzi nier6wnosé i(G) < a(G).

Podzbiér D C V(G) nazywamy zbiorem dominujgcym grafu G, jezeli kazdy wierzcho-
tek © € V(G) \ D ma co najmniej jednego sasiada w D. Méwimy, ze wierzchotek z jest
dominowany przez zbiér D. W szczegblnosci zbior V(G) jest zbiorem dominujacym.
Zbiér dominujacy D nazywamy minimalnym, jezeli zaden jego podzbior wlasciwy nie
jest zbiorem dominujacym. Moc najmniejszego zbioru dominujacego grafu G nazywamy
liczbg dominowania i oznaczamy symbolem v(G).

Méwimy, ze grafy G i H sa izomorficzne, jezeli istnieje bijekcja f: V(G) — V(H)
taka, ze ry € E(G) wtedy i tylko wtedy, gdy f(z)f(y) € E(H). Izomorfizm graféw G
i H zapisujemy jako G = H, a funkcje f nazywamy izomorfizmem grafow G i H.

Jezeli V(H) C V(G) oraz E(H) C E(G), to graf H nazywamy podgrafem grafu G.
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Niech U C V(G). Podgrafem grafu G indukowanym przez zbiér U nazywamy
maksymalny, w sensie zawierania, podgraf grafu GG o zbiorze wierzchotkéw U. Podgraf
indukowany przez zbiér U oznaczamy G[U]. Jezeli méwimy o dowolnym podgrafie
indukowanym H grafu G, to przyjmujemy zapis H < G.

Niech G i H beda danymi grafami. Lokalnym powickszeniem grafu G o grat H
nazywamy graf adp ;) (G) powstaly przez dotaczenie do ustalonego wierzchotka x €
V(G) grafu H w taki sposdb, ze wierzchotek x identyfikujemy z ustalonym wierzchotkiem
yeV(H).

Niech e = zy € E(G). Grafem sub,,(G) nazywamy graf powstaly z grafu G przez
podzial krawedzi e = xy polegajacy na wstawieniu na krawedzi e wierzchotka stopnia 2.

Produktem kartezjariskim graféw G i H nazywamy graf G O H taki, ze V(GO H) =
V(G) x V(H) oraz E(G D H) = {(s,y)(03.,): (v = ;i ypy, € E(H)) Iub (y, =
ye i zxj € E(G))}.

Produktem tensorowym graféw G i H nazywamy graf G x H taki, ze V(G x H) =
V(G) x V(H) oraz B(G x H) = {(x.,y)(2;,,): ws2; € E(G) i gy, € E(H)}.

Silnym produktem grafow G oraz H nazywamy graf G X H taki, ze V(GX H) =
V(G) x V(H) oraz E(GX H) = {(xi,yp)(zj,Yy): (i = x;1ypy, € E(H)) lub (y, =
Yo iz € E(G)) lub (w2 € E(G) iypy, € E(H))}.

Niech G bedzie grafem takim, ze V(G) = {z1,x9,...,2,}, n > 1 i niech h, =
(H;)icz=11,2,...n} bedzie ciggiem dowolnych grafow.

Uogdlniong korong grafu G i ciggu h, nazywamy graf G o h,, taki, ze V(G o h,) =
V(G)U U V(H,) oraz B(G o hy) = E(G)U U B(H) U U {zy;y € V(H)}.

Koroﬁé grafu GG i ciggu h,, oznaczamy réi;rlliez symbgém Go(Hy,Hs, ..., Hy,).

Jezeli wszystkie grafy ciagu h,, sa izomorficzne z pewnym grafem H, to otrzymujemy
definicje korony dwoch grafow G o H.

Niech k£ > 2 bedzie liczba naturalna. Ciagi zdefiniowane jednorodnym liniowym

rownaniem rekurencyjnym rzedu k postaci
ap = b1p_1 +boap_o+ -+ bpan_p, n=k, (2.1)

gdzie b; € NU {0} dlai € {1,2,...,k}, by # 0, z danymi warunkami poczatkowymi
aj € NU{0}, j € {0,1,...,k — 1}, z ktérych przynajmniej jeden jest niezerowy,
nazywamy ciggami typu Fibonacciego, a ich wyrazy liczbami typu Fibonacciego.

Dla szczegdlnych wartosci parametréw k&, b;, @ € {1,...,k} oraz a;, j € {0,...,k—1}
otrzymujemy réwnania rekurencyjne znanych ciagéw liczbowych. Przypomnimy ciggi

typu Fibonacciego, ktére sg wykorzystane w niniejszej rozprawie.
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1. Ciag Fibonacciego.
Jezeli k = 2, by = by = 1 oraz ag = 1, a3 = 1, to otrzymujemy ciag Fibonacciego (F,)
postaci

Fy=Fy 1 +F, 5 n>2

z warunkami poczatkowymi F = F} = 1.
Wyrazy ciaggu Fibonacciego nazywamy liczbami Fibonacciego.
2. Ciag Lucasa.

Jezeli k =2, by = by = 1 oraz ag = 2, a; = 1, to otrzymujemy ciag Lucasa (L,,) postaci
Ly=Ln 1+ Ln—Qa nz2,

z warunkami poczatkowymi Lo =2, L1 = 1.
Wyrazy ciggu Lucasa nazywamy liczbam: Lucasa.
3. Ciag Padovana.
Jezeli k =3, b1 =0, by = b3 =1 oraz ay = a1 = a = 1, to otrzymujemy ciag Padovana
(Pv(n)) postaci
Py(n) = Pv(n —2)+ Pv(n—3), n >3,

z warunkami poczatkowymi Pv(0) = Pv(1) = Pv(2) = 1.

Wyrazy ciggu Padovana nazywamy [liczbami Padovana.

4. Ciag Perrina.

Jezeli k = 3, by =0, by = bs =1 oraz ag = 3, a; = 0, ay = 2, to otrzymujemy ciag

Perrina (Pr(n)) postaci
Pr(n) = Pr(n—2)+ Pr(n—23), n>3,

z warunkami poczatkowymi Pr(0) = 3, Pr(l) =01 Pr(2) = 2.
Wyrazy ciaggu Perrina nazywamy liczbami Perrina.

Ciagi typu Fibonacciego mogg by¢ zdefiniowane takze w dziedzinie catkowitej.

W dalszej czesci rozprawy bedziemy uzywac liczb Fibonacciego w dziedzinie catko-
witej oraz wybranych znanych tozsamosci dla liczb Fibonacciego.

Dla n < 0 liczby Fibonacciego sa okreslone wzorem F_; = 0, F_, = (—=1)"F,_»,
n > 2.

FoF,+ Fy 1Fy 1= Foin, dla n=1 mz>1, (1.1)
FpFy— FpirFyy = (=1)"Fpy,  dla n>1, m>n, (1.2)
Fan — Fm_an_Q = Fm+n—17 dla n > 2, m = 2, (13)

FonFy — FpoFy o = (—=1)" ' Foni1, dla n=2 m>=n-—1. (1.4)
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Wielomian zmiennej x postaci f,(z) = xf,—1(z) + fn_2(z), dla n > 2, z warunkami
poczatkowymi fo(x) = 11 fi(x) = x nazywamy wielomianem Fibonacciego. Jezeli x = 1,
wtedy f,(1) = F,.

Wielomian zmiennej « postaci Pv(n,z) = vPv(n—2,x)+ Pv(n—3,x), n > 3, z wa-
runkami poczatkowymi Pv(0,z) = Pv(1,z) = Pv(2,x) = 1 nazywamy wielomianem

Padovana.

1.1 Definicje szczegdlnych klas graféw

W tym podrozdziale przypomnimy definicje szczegdlnych klas graféw, ktére beda
wykorzystywane w kolejnych rozdziatach.

Sciezkq n-wierzcholkowq nazywamy graf P,, n > 2 taki, ze V(P,) ={x1,22,...,2,}
i E(P,) = {x129, x2x3, ..., Ty 12, }. Jezeli n = 1, to P; jest $ciezka trywialna.

Cyklem n-wierzcholkowym nazywamy graf C,,, n > 3 taki, ze V(C,,) = {z1, 29, ..., 2.}
i E(C,) = {z129, x2%3, ..., Tp_1Tpn, Ty}

Drzewem nazywamy graf spojny, ktory nie zawiera cykli. Drzewo n-wierzchotkowe
ma n — 1 krawedzi i méwimy takze, ze jest (n,n — 1)-grafem.

Jezeli graf G zawiera doktadnie jeden cykl, to nazywamy go grafem jednocyklowym.
Spéjny graf jednocyklowy o n wierzchotkach, n > 3 i n krawedziach nazywamy réwniez
(n,n)-grafem.

Spojny graf dwucyklowy o n wierzchotkach i n 4+ 1 krawedziach, n > 5, nazywamy
(n,n + 1)-grafem.

Graf, w ktorym kazde dwa wierzchotki sg sasiednie, nazywamy grafem petnym.

Graf pelny n-wierzchotkowy oznaczamy przez K,,, n > 1. W szczegdlnosci, graf K3
nazywamy trojkgtem.

Graf G nazywamy grafem dwudzielnym, jezeli zbiér wierzchotkéw V(G) mozna
podzieli¢ na dwa roztaczne, niepuste i niezalezne zbiory V; i Va. Jezeli |Vi| = n oraz
|Va| = m 1 kazdy wierzcholek ze zbioru V; jest sasiedni z kazdym wierzcholtkiem ze
zbioru V5, to taki graf nazywamy grafem petnym dwudzielnym i oznaczamy przez K, .

Graf K ,_1 nazywamy gwiazdg.
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Niech n, k beda liczbami naturalnymi. Symbolem L, ;, n > k > 3, oznaczamy
n-wierzchotkowy graf jednocyklowy otrzymany z cyklu CY i Sciezki P, _jy1 przez identy-
fikacje dowolnego wierzchotka z cyklu Cj, z liSciem Sciezki P,_j41. Graf L, , nazywamy

lizakiem. Rysunek 1.1 przedstawia konstrukcje lizaka L,, .

Pn—k—l—l
— o - Ck

Rysunek 1.1: Lizak L, k.

Niech k i [ beda liczbami naturalnymi, k£, > 3. Symbolem C}; oznaczamy n-
wierzchotkowy graf dwucyklowy, n = k + 1 — 1 > 5, otrzymany przez identyfikacje
jednego wierzchotka cyklu Cj z jednym wierzchotkiem cyklu Cj. Graf C; nazywamy

osemkq. Rysunek 1.2 przedstawia konstrukcje 6semki Cy ;.

Rysunek 1.2: Osemka Ch.i-

Niech n > 4 bedzie liczba naturalng. Symbolem H,, 3 oznaczamy n-wierzchotkowy
graf otrzymany z gwiazdy K, ,_1 przez dodanie doktadnie jednej krawedzi. Graf H,, 3
nazywamy gwiazdg z jednym trojkgtem. Rysunek 1.3 przedstawia konstrukcje grafu
H, 3.

Rysunek 1.3: Gwiazda z jednym trojkatem H,, 3.
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Niech n > 6 bedzie liczbg naturalng. Symbolem H,, 3 3 oznaczamy n-wierzchotkowy
graf otrzymany z gwiazdy K;,_; przez dodanie dwoéch krawedzi w taki sposob, ze
powstaly graf zawiera dwa roztaczne krawedziowo trdjkaty. Graf H, 33 nazywamy

quwiazdg z dwoma roztgcznymi trojkgtami. Rysunek 1.4 przedstawia konstrukcje grafu
Hn,3,3-

Rysunek 1.4: Gwiazda z dwoma roztgcznymi trojkatami H, 3 3.
Niech n > 6 bedzie liczbg naturalng. Symbolem R, 3 3 oznaczamy n-wierzchotkowy

graf otrzymany przez identyfikacje jedynego liscia x lizaka L, 3 z pewnym wierzchot-

kiem y grafu Cs. Rysunek 1.5 przedstawia konstrukcje grafu R, 3 3.

Rysunek 1.5: Graf R,, 3 3.



Rozdziat 2

Przedstawienie problemu i celu

rozprawy

Celem niniejszej rozprawy jest badanie zbiorow niezaleznych i dominujacych za-
wierajacych zbior lisci jako podzbiodr, ze szczegdlnym uwzglednieniem probleméw ich
zliczania.

Zbiory dominujace, ich uogélnienia lub warianty sa w literaturze niekiedy rozwazane
z dodatkowym zatozeniem niezaleznosci. W niektorych przypadkach uogoélnienie zbioru
dominujacego lub natozenie dodatkowego warunku niezaleznosci na zbiér dominujacy
D wymusza zaleznoséé, ze L(G) C D. Takimi uogélnionymi zbiorami dominujacymi
ktore zawieraja zbior lisci sa zbiory wielokrotnie dominujace oraz niezalezne zbiory
(1,2)-dominujace.

Pojecie zbioru wielokrotnie dominujacego zostato wprowadzone przez J. M. Finka
i M. S. Jacobsona w [26].

Niech p > 1 bedzie liczba naturalna. Podzbiér D C V(G) nazywamy zbiorem p-
dominujgcym grafu G jezeli dla kazdego wierzchotka v € V(G) \ D zachodzi nieréwnosé
|D N N(v)| > p. Innymi stowy kazdy wierzchotek nienalezacy do zbioru D ma co
najmniej p sasiadéw w tym zbiorze. Ponadto przyjmujemy, ze zbior wierzchotkéw V(G)
jest zbiorem p-dominujacym grafu G, dla dowolnego p > 1. To oznacza, ze dla dowolnego
p > 1 kazdy graf ma zbiér dominujacy.

Jezeli p = 1, to zbiér p-dominujacy jest zbiorem dominujacym. Jezeli p = 2, to
otrzymujemy definicje zbioru 2-dominujacego.

Parametr p w definicji zbioru p-dominujacego okresla najmniejsza liczbe sasiaddow
wierzchotka v nalezacych do zbioru D.

7 definicji zbioru p-dominujacego, dla p > 2, wynikajg nastepujace obserwacje

Obserwacja 2.1. Niech p > 2 bedzie liczbg naturalng. Kazdy zbior p-dominujgcy grafu
G jest zbiorem (p — i)-dominujgcym, dla i € {1,...,p — 1}.
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Obserwacja 2.2. Niech p > 2 bedzie liczbg naturalng. Dla dowolnego grafu G kazdy

wierzchotek stopnia co najwyzej p — 1 nalezy do kazdego zbioru p-dominujgcego.

Z obserwacji 2.2 wynika, ze dla dowolnego grafu G kazdy zbiér p-dominujacy, p > 2
zawiera zbior lisci jako podzbior.

W znacznej czesci publikacji dotyczacych wielokrotnego dominowania badane sg
zbiory 2-dominujace i zwigzane z nimi parametry 2-dominowania.

Miedzy innymi M. Blidia, M. Chellali, O. Favaron w [14] badali najwigksze zbiory
niezalezne oraz zbiory 2-dominujace w drzewach, analizujac zaleznosci pomiedzy parame-
trami 72(G) 1 a(G). M. Chellali, L. Volkmann w [20, 66] wyznaczyli dolne oszacowania
liczby v2(G) w drzewach i scharakteryzowali grafy ekstremalne.

Uogdlnieniem zbioréw 2-dominujacych sa zbiory (1, k)-dominujace. Pojecie zbioru
(1, k)-dominujacego wprowadzili S. M. Hedetniemi i in. w [30]. Definicja zbioru (1, k)-
dominujacego uogodlnia 2-dominowanie z wykorzystaniem odlegtosciowego k-dominowania.

Niech & > 1 bedzie liczbg naturalna. Podzbiér D C V(G) nazywamy zbiorem
(1, k)-dominujgcym, jezeli dla kazdego wierzchotka v € V(G) \ D istnieja dwa rézne
wierzchotki u, w € D takie, ze uv € E(G) oraz dg(v,w) < k. Jezeli k = 1, to otrzymu-
jemy definicje zbioru 2-dominujacego. Parametr k w definicji zbioru (1, k)-dominujacego
nie jest okreslony jednoznacznie, okresla najwicksza dopuszczalng odlegtosé pomiedzy
wierzchotkiem v nienalezacym do zbioru D, a wierzchotkiem w € D.

7 powyzszej definicji wynika nastepujaca obserwacja

Obserwacja 2.3. Niech k > 1 bedzie liczbg naturalng. Kazdy zbior (1, k)-dominujgcy
grafu G jest zbiorem (1, k + i)-dominujgcym, dla i > 1.

Rozwazanie zbiorow (1, k)-dominujacych ma sens jedynie dla niewielkich wartosci
parametru k. W pracy [30] udowodniono, ze kazdy zbiér dominujacy zawierajacy co
najmniej dwa wierzcholki jest zbiorem (1,4)-dominujacym, a zatem rozwazania mozna

ograniczy¢ do przypadkéw k € {1,2,3,4}.

Twierdzenie 2.4. (S. M. Hedetniemi, S. T. Hedetniemi, J. Knisely, D. F. Rall [30])
Jezeli graf G jest spojny i v(G) > 2, to kazdy zbiér dominujgcy grafu G jest zbiorem
(1,4)-dominujgcym.

W niniejszej rozprawie bedziemy rozwazaé niezalezne zbiory (1,2)-dominujace.
Przeglad literatury dotyczacej zbioréw (1, k)-dominujacych pokazuje, ze dla k > 2
najczesciej rozwazane sg zbiory (1,2)-dominujace. Parametrami (1, 2)-dominowania
zajmowali si¢ S. M. Hedetniemi i in. w [30], K. Kayathri i S. Vallirani w [34], M. Dettlaff
iin. w [24], A. Kosiorowska i in. w [35] oraz A. Michalski i in. w [43]. Zagadnienia

ztozonosci obliczeniowej badata J. Raczek w [55, 56]. Zbiory (1, 2)-dominujace rozwazane
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sg takze z dodatkowym warunkiem niezaleznosci. Po raz pierwszy niezalezne zbiory
(1,2)- dominujace bylty rozwazane w [30], a nastepnie w [4, 5, 43].

Nie kazdy graf ma niezalezny zbiér (1,2)-dominujacy.

Twierdzenie 2.5. (A. Michalski [42]) JeZeli D jest niezaleznym zbiorem (1,2)-
dominujgcym grafu G, to D jest maksymalnym zbiorem niezaleznym grafu G takim, Ze

L(G) C D.
7 powyzszego twierdzenia otrzymujemy

Whniosek 2.6. (M. Pirga [50]) Jezeli D jest niezaleinym zbiorem (1,2)-dominujgcym,
to D jest zbiorem niezaleznym zawierajgcym zbior lisci i zbiorem (1,2)-dominujgcym

zawierajgeym zbior lisci.

Zauwazmy, ze dla k = 3 niezalezne zbiory (1,3)-dominujace nie musza zawiera¢
zbioru lidci. Przyktadem jest Sciezka Ps gdzie zbior wierzchotkéw podtrzymujacych jest
niezaleznym zbiorem (1, 3)-dominujacym. Nasze rozwazania beda dotyczy¢ zbioréw
2-dominujacych i niezaleznych zbioréw (1,2)-dominujacych ze wzgledu na to, ze zbiory
te zawieraja zbior lisci grafu jako podzbidr.

Powyzsze rozwazania byly motywacja do prowadzenia badan dotyczacych zbioréw
niezaleznych i zbiorow dominujgcych zawierajacych zbior lidci jako podzbiér w grafie.
Jednym z szeroko omawianych problemoéw dotyczacych zbioréw niezaleznych jest ich
zliczanie.

Niech ¢(G) oznacza liczbe wszystkich zbioréw niezaleznych w grafie G.

Twierdzenie 2.7. (H. Prodinger, R. F. Tichy [54]) Niech n > 0 bedzie liczbg calkowitq.
Wtedy o(P,) = F11, dlan >0 oraz o(Cy,) = L,, dlan > 3.

Obserwacja pokazujaca zwiazki parametru o(G) z liczbami Fibonacciego i liczbami
Lucasa stata sie impulsem do dalszych badan nad zliczaniem zbioréw niezaleznych
w grafach. Duzy wplyw na zwieckszenie zainteresowania problemami zliczania zbiorow
niezaleznych miato zastosowanie parametru o(G), poniewaz niezaleznie od wynikéw
H. Prodingera i R. F. Tichy’ego dwaj chemicy R. E. Merrifield i H. E. Simmons
wprowadzili w [41] liczbe zbioréw niezaleznych do kombinatoryki chemicznej. Parametr
o(@G) dla grafu molekularnego, czyli grafu w ktérym wierzcholki reprezentujg atomy
a krawedzie wigzania pomiedzy nimi, ma Scisty zwiazek z pewnymi fizykochemicznymi
wtasciwosciami zwigzkow chemicznych, miedzy innymi punktami wrzenia. Parametr
o(G) nalezy do tak zwanych indekséw topologicznych grafu, ktére stuza do ilosciowego
opisu struktury grafu molekularnego i sg wykorzystywane w projektowaniu czgsteczek.
Obecnie ze wzgledu na zastosowania parametr o(G) jest nazywany indeksem Merrifielda~

Simmonsa, rzadziej liczba Fibonacciego grafu. Literatura zawiera bardzo duzo prac
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dotyczacych zliczania zbioréw niezaleznych, a problemy zliczania sg nadal intensywnie
badane. W przegladowym artykule I. Gutmana i S. Wagnera [28] z 2010 roku, zostaty
zebrane 1 uporzadkowane wyniki dla parametru o(G) i nadal pojawiaja sie nowe prace.

Parametr (@) zostal wyznaczony lub oszacowany dla wielu klas graféw, w pierwszej
kolejnosci, takze ze wzgledu na zastosowania w kombinatoryce chemicznej, grafow
z mala liczba cykli, czyli dla drzew i graféw jednocyklowych, a nastepnie réwniez dla

grafow z dwoma elementarnymi cyklami.

Twierdzenie 2.8. (H. Prodinger, R. F. Tichy [54]) Jezeli T,, jest n-wierzcholtkowym
drzewem, n > 1, to F,y1 < o(T,) < 27! + 1. Ponadto o(T,) = F,1 wtedy i tylko
wtedy, gdy T,, = P, oraz o(T,) = 2" + 1 wtedy i tylko wtedy, gdy T,, = K 1.

Twierdzenie 2.9. (A.S. Pedersen, P. D. Vestergaard [49]) Jezeli G jest n-wierzchotkowym
grafem jednocyklowym, n > 3, to L, < o(G) < 3-2"3+ 1. Ponadto 0(G) = L,, wtedy 1
tylko wtedy, gdy G = C,, lub G = L3 oraz o(G) = 3-2"73 + 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
G=Cylub G=H,gs.

Kolejne twierdzenie podaje oszacowanie parametru o(G) dla (n,n + 1)-grafow G

zawierajacych dwa cykle elementarne.

Twierdzenie 2.10. (M. Startek, A. Wtoch, I. Wtoch [60]) Niech G bedzie dowolnym n-
wierzchotkowym grafem, n > 5, zawierajgcym dokladnie dwa cykle elementarne. Wtedy
5F,_ 3 < 0(G) <1+49-2"2 Ponadto 0(G) = 5F,_3 dla G = C33 i G = R,33 dla
n>6orazo(G)=1+9-2""2dla G~ H,33.

Przeglad rezultatow dotyczacych parametru o(G) jest zawarty w [28].

Niech o, (G) oznacza liczbe wszystkich zbioréw niezaleznych w grafie G' zawierajacych
zbior lisci L(G) jako podzbidr. Jezeli L(G) = {w}, to przyjmujemy oznaczenie o,,(G).

Niech F7, oznacza rodzing wszystkich zbiorow niezaleznych grafu G, zawierajacych
zbiér L(G). Wtedy |Fi| = |F |, gdzie F' jest rodzing wszystkich zbioréw niezaleznych
grafu G\ N[L|. To oznacza, ze

or(G) =o(G\ N[L]). (2.1)

Niech = € V(G). Oznaczmy przez oy, ,(G) (odpowiednio: oy, _,(G)) liczbe zbioréw
niezaleznych S zawierajacych zbiér L(G) takich, ze x € S (odpowiednio: x ¢ S). Wtedy

O’L(G) = O'L’x(G> -+ O'L,,x(G) (22)

jest podstawowa regula zliczania zbiorow niezaleznych zawierajacych zbiér L(G) jako

podzbior w grafie G.
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Jezeli L(G) = {w}, to przyjmujemy zapis
0w(G) = 04 2(G) + 0 —2(G). (2.3)

Analogicznie jak w przypadku parametru o(G) parametr or,(G) w pierwszej ko-
lejnosci zostal oszacowany dla graféw z maty liczba cykli, czyli dla drzew i graféw

jednocyklowych.

Twierdzenie 2.11. (A. Wtoch, I. Wloch [71]) Niech T bedzie dowolnym drzewem
n-wierzchotkowym, n > 3. Wtedy 1 < op(T) < F,_3. Ponadto, or(T) = F,_3 jezeli
T=P,.

Twierdzenie 2.12. (A. Wioch, I. Wloch [72]) Niech G bedzie grafem jednocyklowym,
n-wierzchotkowym, n > 4 oraz G # C,,. Wtedy or,(G) < F,_1. Ponadto, o,(G) = F,,_4
jezeli G = Ly, 1.

Niech G bedzie n-wierzchotkowym, n > 4, grafem jednocyklowym i G # C,,. Dla
matych wartosci n € {4,5} przez przegladniecie wszystkich mozliwosci otrzymujemy, ze
or(G)=3dlan=4oraz o;,(G) > 2 dlan =5.

Twierdzenie 2.13. (M. Pirga [50]) Niech G bedzie n-wierzcholkowym grafem jed-
nocyklowym, n > 6 oraz G # C,. Wtedy o.,(G) > 1. Ponadto, o,(G) = 1 jezeli
V(G) = L(G)U S(G).

Poniewaz parametr o, (G) jest liczba zbioréw niezaleznych zawierajacych zbidr lisci
w grafie G, wiec w przedltozonej rozprawie, wyznaczajac parametr oz (G), rozwazamy
wylacznie grafy ktére maja co najmniej jeden 1i$¢. Innymi stowy zakladamy, ze §(G) = 1.

Celem przedstawionych w rozprawie badan jest:

e wyznaczenie najmniejszej i najwiekszej wartosci parametru o (G) w (n,n + 1)-

grafach zawierajacych Cy;, k > 3, [ > 3 jako podgraf indukowany,
e wyznaczenie wartosci parametru o, (G) w szczegélnych (n,n + 1)-grafach,

e podanie zaleznosci pomiedzy liczba niezaleznych zbioréw (1,2)-dominujacych w

pewnych klasach graféw a liczbami Padovana i wielomianami Padovana,

e podanie zaleznosci pomiedzy liczba maksymalnych zbiorow k-niezaleznych zawie-
rajacych zbior lisci w pewnych klasach graféw a uogélnionymi liczbami Padovana

i uogdlnionymi wielomianami Padovana,

e zdefiniowanie wtasciwych zbioréw 2-dominujacych, czyli zbioréw 2-dominujacych

ktore nie sa p-dominujace, p > 3, rozwiazanie problemu istnienia wlasciwych
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zbioréw 2-dominujacych i przedstawienie zaleznosci pomiedzy liczbg wlasciwego

dominowania a innymi parametrami dominowania,

e zdefiniowanie doskonatych zbior6w (1,2)-dominujacych i okreslenie dalszych kie-

runkéw badan.



Rozdziat 3

Liczba zbioroéw niezaleznych
zawierajgcych zbior lisci w

(n,n + 1)-grafach

W tym rozdziale rozwazymy szczegdlng podklase (n,n + 1)-graféw zawierajacych co
najmniej jeden lis¢ i podgraf indukowany Cj;, k > 3, [ > 3. Wyznaczymy najmniejsza
i najwieksza liczbe zbioréw niezaleznych zawierajacych zbior lisci w tej klasie graféw.
Przedstawimy charakteryzacje graféw ekstremalnych z najmniejsza i najwieksza liczba
takich zbioréow niezaleznych.

W dalszej czesci rozdzialu zajmiemy sie wyznaczeniem parametru oz (G) dla grafow

nalezacych do szczegélnej podrodziny (n,n + 1)-graféw. Niech
C(n,n+1) = {G : G jest (n,n+1)—grafem,n > 6,5(G) =1iCy; < G,dlak > 3,1 > 3}.

Podamy najmniejsza i najwieksza wartosé parametru oy (G), dla G € C(n,n + 1).
Niech G € C(n,n+1),n > 6. Dla matych wartoscin € {6, 7,8, 9} przez przegladniecie

wszystkich mozliwosci otrzymujemy, ze

7 dlan=6,

4 dlan=7,
O'L(G) >

3 dlan=S8,

2 dlan=09.
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Twierdzenie 3.1. (M. Pirga, M. Startek, I. Wtoch [53]) Niech G € C(n,n+1), n > 10.
Parametr or,(G) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy V(G) = L(G) U S(G).

Dowdd. Zatézmy, ze o1,(G) = 1. To oznacza, ze nie istnieje inny niz L(G) zbior niezalezny
zawierajacy podzbior lisci. W przeciwnym przypadku istniatby wierzchotek v € V(G) \
(L(G)U S(Q)) i zbiér L(G) U {v} bytby zbiorem niezaleznym, czyli o1 (G) > 2 co jest
sprzeczne z zalozeniem. Zatem V(G) = L(G) U S(G).

Dla dowodu w druga strone zalézmy, ze V(G) = L(G) U S(G). Kazdy wierzchotek
podtrzymujacy jest sasiadem pewnego liscia, czyli wierzchotek podtrzymujacy nie moze
naleze¢ do zbioru niezaleznego zawierajacego L(G). Stad jedynym zbiorem niezaleznym

zawierajacym L(G) jest zbior L(G). Zatem o (G) = 1, co konczy dowdd. O

3.1 Przeksztalcenia grafu G w graf G’ takie, ze
or(G) < or(G)

W tym podrozdziale opiszemy szczegélne przeksztatcenia grafu G w wyniku ktorych
liczba zbioréw niezaleznych zawierajacych zbiér lisci nie maleje. Przeksztatcenia te
pozwola na znalezienie podrodziny C' C C(n,n + 1) do ktérej naleza grafy z najwicksza
wartoscig parametru o, (G). Wykorzystamy w tym celu metody zastosowane do zliczania
maksymalnych zbioréw niezaleznych zawierajacych zbior lisci w drzewach, opisane
w pracy [75].

Poniewaz rozwazamy grafy nalezace do rodziny C(n,n+1), wiec opiszemy zachowanie
sie parametru o, (G) po zastosowaniu przeksztatcenia dla G € C(n,n+1). Warto jednak
zauwazyc¢, ze niektore z przedstawionych twierdzen sa prawdziwe dla dowolnego grafu.

Z definicji parametru oy (G) wynika nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 3.2. (M. Pirga, M. Startek, I. Wtoch [53]) Niech G € C(n,n+1), n>7
oraz x € S5(G). Wtedy or,(G) = o (G \ L'(x)) dla dowolnego L'(x) C L(x).

Twierdzenie 3.3. (M. Pirga, M. Startek, I. Wioch [53]) Niech G € C(n,n+ 1), n>7
takim, Ze |L(G)| = 2 oraz x € Sy(G), gdzie L(x) = {z}. Jezeli x nie jest wierzcholkiem
przedostatnim, to or,(G) < o,(G \ {z}).

Dowdd. Niech S bedzie dowolnym zbiorem niezaleznym grafu G zawierajacym L(G) jako
podzbiér. Poniewaz z € S,(G) to x ¢ S, zatem o, (G) = o1, _.(G). Z zalozenia x nie jest
wierzchotkiem przedostatnim oraz L(x) = {z}. Rysunek 3.1 ilustruje przyktadowe grafy
G i G\ {z}. Poniewaz |L(G)| > 2, wiec dla dowolnego zbioru niezaleznego S podzbiér
S\ {z} jest zbiorem niezaleznym zawierajacym zbiér lisci grafu G \ {z}. Stad o1 (G) <

or(G\{z}). Z zalozenia x € S,,(G) i nie jest wierzchotkiem przedostatnim, wigc istnieje
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co najmniej jeden zbior niezalezny zawierajacy zbiér lisci grafu G \ {z} i wierzcholek x.
Zatem o,(G\{z}) = 01, -2(G) + 01.(G\ {2}) = 0L(G) + 0..(G\ {2}) > 0L(G), co

konczy dowdd.

G . < G\ (=) .

G G\ {z}

i i

Rysunek 3.1: Grafy G i G\ {z} takie, ze 0,(G) < o,(G \ {z})

O

Kolejne twierdzenia opisujg przeksztatcenia grafu, ktore nie zmieniajq liczby wierz-

chotkéw i powoduja, ze liczba zbioréow niezaleznych zawierajacych zbior lisci nie maleje.

Twierdzenie 3.4. (M. Pirga, M. Startek, I. Wtoch [53]) Niech G € C(n,n+1), n > 7.
Niech x € Ss(G) oraz L(x) = {21, ..., 2}, k = 2. JeZeli nie istnieje w grafie G wierzcholek
przedostatni, to dla dowolnego 1 < i < k zachodzi 01,(G) < o (subyy(G\ {z})), gdzie q

jest sgsiadem x nalezgcym do cyklu.

Dowdd. Niech z; € L(z), 1 <1 < k, k > 2. Bez straty dla ogélnosci rozwazan wybierzmy
wierzcholek zp. Wtedy, z twierdzenia 3.2, zachodzi réwnosé¢ or(G) = or(G \ {z}).
Poniewaz w grafie G nie istnieje wierzchotek przedostatni, wiec kazdy wierzchotek
podtrzymujacy nalezy do podgrafu Cj,; grafu G. Niech ¢ bedzie sasiadem wierzchotka
x i niech ¢ nalezy do cyklu w grafie G. Oznaczamy przez G’ = sub,,(G \ {z}) graf
otrzymany z grafu GG przez usuniecie wierzchotka z; i wstawienie z; na krawedzi xq.
Rysunek 3.2 ilustruje przeksztalcenie grafu G w graf G'. Wtedy o(G’) = 0., (G') +
0L, (G"). Poniewaz o, ., (G') = 0.(G) i istnieje co najmniej jeden niezalezny zbior
zawierajacy zbiér lisci i wierzchotek z; to o.(G') = 01, (G") + 0r(G) > oL(G), co

konczy dowdd.
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q

G/

Rysunek 3.2: Grafy G i G’ takie, ze 0.(G) < or,(G")

Twierdzenie 3.5. (M. Pirga, M. Startek, I. Wtoch [53]) Niech G € C(n,n+1), n>T7
oraz |L(G)| > 2. Niech v € S,(G) oraz L(z) = {z}. Jezeli nie istnieje w grafie G
wierzcholek przedostatni, to o,(G) < or(suby, (G \ {2})), gdzie q jest wierzchotkiem

sgsiednim do x, nalezgcym do cyklu.

Dowdéd. Niech ¢ € N(z) i niech ¢ nalezy do podgrafu Cy; w grafie G. Oznaczmy przez
G’ = sub,y(G \ {z}) graf powstaly z grafu G przez usuniecie wierzchotka z i wstawienie
go na krawedzi xq. Rysunek 3.3 ilustruje przeksztatcenie grafu G w graf G'. Poniewaz
nie istnieje w grafie G wierzchotek przedostatni, wiec kazdy wierzchotek podtrzymujacy
nalezy do cyklu. Niech S bedzie dowolnym zbiorem niezaleznym grafu G takim, ze
L(G) C S. Wtedy x ¢ S, czyli 01,(G) = o1 —.(G). Zbiér S\ {z} jest niezalezny w G’
i poniewaz |L(G)| > 2, wigc zawiera L(G'), stad o,(G’") > o,(G). Ponadto istnieje
w grafie G’ co najmniej jeden niezalezny zbiér zawierajacy zbiér lisci i wierzchotek x,

zatem o,(G') > o.(G), co konczy dowdd.

Rysunek 3.3: Grafy G i G’ takie, ze 0.(G) < or,(G")

O

Twierdzenie 3.6. (M. Pirga, M. Startek, I. Wtoch [53]) Niech G € C(n,n+1), n > 8.
Niech x € S4(G) oraz L(x) ={z1,..., 2k}, k > 2. Jezeli w grafie G istnieje wierzcholek
przedostatni u (niekoniecznie 16zny od x) oraz v € N(u) \ L(u), to dla dowolnego
1 <i <k zachodzi or,(G) < op(suby, (G \ {z})).

Dowdd. Niech z; € L(z), 1 <1 <k, k > 2. Bez straty dla ogélnosci rozwazan wybierzmy

wierzchotek zz. Wtedy, z twierdzenia 3.2, zachodzi réwnos$¢ or(G) = op(G \ {z}).
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Niech u bedzie wierzchotkiem przedostatnim grafu G oraz v € N(u) \ L(u). Niech
G’ = subyu, (G \ {z}) bedzie grafem otrzymanym z grafu G przez usuniecie wierzchotka
2, 1 wstawienie z, na krawedz vu. Rysunek 3.4 ilustruje przyktad grafow G i G'.
Poniewaz u jest wierzchotkiem przedostatnim grafu GG, wiec u jest rowniez wierzchotkiem
przedostatnim grafu G'. Korzystajac z zaleznosci (2.2) wiemy, ze o1 (G') = or,.(G’) +
or,—u(G"). Niech S bedzie dowolnym zbiorem niezaleznym zawierajacym zbior lisci grafu
G'. Kazdy wierzchotek przedostatni grafu jest sasiedni z lisciem, wiec u ¢ S. To oznacza,
ze o,(G') = op,—u(G"). Wtedy o, _(G') = 01, (G") + 01,2, (G") = 01, (G") + 0L(G).
Poniewaz istnieje w grafie G’ co najmniej jeden zbiér niezalezny S zawierajacy zbiér

lidci i wierzchotek zy, wiec o1 (G’) > o (G).

G/

Rysunek 3.4: Grafy G i G’ takie, ze 0.,(G) < or,(G")

Twierdzenie 3.7. (M. Pirga, M. Startek, I. Wtoch [53]) Niech G € C(n,n+1), n > 8,
r € Su(Q), L(x) = {z} oraz |L(G)| > 2. Niech u bedzie wierzchotkiem przedostatnim
grafu G orazv € N(u)\ L(u). Jezeli x nie jest wierzcholkiem przedostatnim, to or,(G) <

or(subu, (G \ {2})).

Dowdd. Oznaczmy przez G' = sub,, (G \ {z}) graf otrzymany z grafu G przez usuniecie
wierzchotka z i wstawienie z na krawedzi uv. Rysunek 3.5 ilustruje przyktad graféw
G 1 G'. Niech y € N(z) \ {#}. Dowodzac w sposéb analogiczny jak w twierdzeniu 3.3,

otrzymujemy teze twierdzenia.

X

Rysunek 3.5: Grafy G i G’ takie, ze 0.,(G) < or(G")
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Twierdzenie 3.8. (M. Pirga, M. Startek, I. Wtoch [53]) Niech G € C(n,n+1), n

9.
Zatozmy, Ze G zawiera dwa podgrafy izomorficzne ze sciezkami P, i@ Py, dlat,m > 3

\VARY

takie, ze
(1) P, i Py, majg dokladnie jeden wspdlny wierzchotek x,
(17) koncowe wierzchotki Py 1 P,,, rézne od x, sq lisémi w grafie G,
(131) wszystkie wewnetrzne wierzchotki podgrafow P, i P, majg stopien dwa w grafie G.

Wtedy o1.(G) < or(adp,uwz)(G\ (P \{2}))), gdzie u jest lisciem grafu P, u # x, ktory

identyfikujemy z wierzchotkiem x Sciezki P;.

Dowdéd. Niech G' = adp,(uq)(G \ (P; \ {z})) bedzie grafem otrzymanym z grafu G
przez usuniecie z grafu G Sciezki P, \ {x} 1 powiekszenie Sciezki P,, przez dotaczenie
Sciezki P, identyfikujac wierzchotki koncowe z, u. Rysunek 3.6 ilustruje przeksztatcenie
grafu G w G'. Z zaleznosci (2.2) wiemy, ze 0r(G) = 00.(G) + o1, —.(G). Niech S
bedzie dowolnym zbiorem niezaleznym zawierajacym zbiér lisci grafu G. Wtedy u € S.
Oznaczmy S* = SN (V(G)\ (V(P\ {z}) UV (P, \ {z})), S1 = SNV(P,\ {z}),
So=SNV(P\ {z}). Rozwazmy dwa przypadki:

l.xesS.

Identyfikujac poczatkowy wierzchotek x $ciezki P, z koncowym wierzchotkiem wu $ciezki
P,,, otrzymujemy, ze S* U S; U Sy jest zbiorem niezaleznym w G’ zawierajacym zbior
L(G). Ponadto S* U S; U Sy \ {u} jest zbiorem niezaleznym zawierajacym zbior lisci
w G, czyli 01, (G) < op.(G).

2.x¢S.
Niech v € N(z) N V(P,). Jesli v ¢ S, to S* U S; U Sy jest zbiorem niezaleznym
zawierajacym zbior L(G) grafu G'. Jesli v € S, to S* U Sy U Sy \ {u} jest zbiorem
niezaleznym zawierajacym zbiér lisci w G'. Ponadto w grafie G’ istniejg zbiory niezalezne
zawierajace wierzchotek w, gdzie w € N(u) NV (P,,). Stad L(G") U {w} jest zbiorem
niezaleznym zawierajacym zbiér lisci w G/, czyli o, _.(G) < o —.(G").

Z powyzszych przypadkéw wynika, ze 0.(G) = 0..(G) + 01 —.(G) < 01.(G") +

0r.—2(G"), co konczy dowdd.
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Pt Pt(uvw)
—_——
T . c..0—@ T o—eo- - - .
G w o u G' H\—.
P, w u
Rysunek 3.6: Grafy G i G’ takie, ze 0.,(G) < 0,(G")
U

W analogiczny sposéb mozemy wykazac, ze

Twierdzenie 3.9. (M. Pirga, M. Startek, I. Wtoch [53]) Niech G € C(n,n+ 1), n > 9.

Zatozmy, ze G zawiera dwa podgrafy izomorficzne do Py i P,,, t,m > 3, takie Ze

(1) P, ma doktadnie jeden wspdlny wierzcholek x z cyklem oraz P, ma doktadnie

jeden wspolny wierzcholek y z cyklem, przy czym x # v,
(17) koncowe wierzchotki Py 1 P,,, rézne od x iy, sq lisémi w grafie G 1
(1ii) wszystkie wewnetrzne wierzcholki Py i Py, majq stopien dwa w G.

Wtedy o1,(G) < or(adp,wz)(G\ (P \ {z}))) gdzie u jest koricowym wierzchotkiem P,

roznym od vy, ktory identyfikujemy z poczgtkowym wierzchotkiem x Sciezki P;.

Rysunek 3.7 przedstawia przeksztatcenie grafu G w graf G’ otrzymany przez usu-
niecie z grafu G Sciezki P, \ {z} i powiekszenie $ciezki P, przez dotaczenie $ciezki P,

identyfikujac wierzchotki koncowe = oraz u.

Pt Pt(uax)
—
*——@: + - 0—O0 o —@- ¢ -
G e o
P

Rysunek 3.7: Grafy G i G’ takie, ze 0.,(G) < or,(G")

Rozwazmy podrodzine C' C C(n,n + 1) zawierajaca grafy G zdefiniowane na-
stepujaco. Niech k > 3,1 > 3,0 < r < [I/2|, n > k + I. Niech GF'" € C(n,n + 1)
bedzie grafem n-wierzchotkowym zawierajacym podgraf indukowany Cj;, gdzie cykle
C} 1 C; maja wspélny wierzchotek x, $ciezke P,_j_;11 potaczona z cyklem C; krawedzig

zy, gdzie z € P,_j_141 oraz y € V(C)) (w szczegdlnosci y = x) w taki sposéb, ze

dgrar(2,y) =T
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Zauwazmy, ze |L(G®7)| = 1. Niech L(G®'™) = {w}. Rysunek 3.8 przedstawia grafy
Grir dla r € {0,1,2} i ogdlnego przypadku r > 0. Z powyzszej definicji wynika, ze

Sciezka P, _p_;11 ma co najmniej jeden wierzchotek.

k,1,0
Gy,
I w I w
Pnfk:fl+1 :
PnfkflJrl
z
Yy
Ch C
xT
k1,2 k,l,r
Gy €

Rysunek 3.8: Grafy G&4" dla r > 0.

Niech G € C(n,n+1), n > 6. Stosujac krok po kroku przeksztatcenia opisane w tym
podrozdziale, ktore zachowuja liczbe wierzchotkow i nie zmniejszaja liczby zbiorow

niezaleznych zawierajacych zbior lisci otrzymujemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.10. (M. Pirga, M. Startek, I. Wloch [53]) Jezeli G € C(n,n + 1) jest
grafem dla ktdérego warto$é or(G) jest najwieksza wsrod wszystkich graféw z rodziny

C(n,n+1), to G =GP dla pewnych liczb catkowitych n, k, 1, r.

7 twierdzenia 3.10 wnioskujemy, ze aby wyznaczy¢ najwieksza wartos¢ parametru
or(G) dla graféw G € C(n,n + 1) konieczne jest zbadanie parametru o (G) w grafach
GRLr e C'(nyn +1).
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3.2 Wartosci parametru o, (G) w szczegblnej rodzi-
nie (n,n + 1)-graféw

W tym podrozdziale wyznaczymy doktadng warto$¢ parametru oy, (G54") dla nie-
ktorych przypadkow k, [, r. Dla przejrzystosci dalszych dowodow rozréznimy szczegodlne

przypadki r .

Lemat 3.11. (M. Pirga, M. Startek, I. Wtoch [53]) Niech k > 3,1> 3, 0 <r < [l/2],
n>k-+1. Wtedy

(1) 0w(GEO) = Fy oF) oF, 411 + FxEFiF g,
(i1) 0w(GEMY) = FyoF) oFy 1+ FiFpk1,
(i11) 0 (GEY?) = Fy_oF,_j—5+ Fu(FloFy_y + Fyy2), | > 4,

(“)) O-w<Gfl7l’r) = Fk—2(ﬂ—r—2Fr—2Fn—k—l—1 + ﬂ—r—lFr—an—k—l)
+ Fk(ﬂ—r—lFr—an—k—l—l + F’l—rFan—k:—l); [ > 6; r > 3.

Dowdd. Rozwazmy nastepujace przypadki dla grafu GF4r.
(7) Niech r = 0. Jezelin =k + 1, to

ow(GYY0) = 0w o(G0) = 0(Pey)o(Py) = FiF)
= Iy ob oF, 1+ FoFiFy g

Jezelin=k+1+1, to

Uw(Gf{l’O) = Uw,x(G27l70) + Uw,—ﬂC(GZ’LO)
= 0(Pyp—3)o(P—3) + 0(Pi1)o(Pi-1) = Fr—oF1_o + F1.F
= Iy ol oF, 1+ FpFiFy gy

Jezelin > k+1+ 2, to

Uw(GfL’l’O) = Uw,w(Gf{l’% + Uw,fz(GZ’l’o)
= 0(Py_3)o(Pi—3)0(Py_k—i—2) + 0(Ps_1)0(Pi—1)0(Pr—k—1-1)
= Fp ol oF, 1+ FLF .
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(i) Niech r = 1. Jezelin =k + 1, to

Uw(sz’l’l) = Uw,x(Gf{u) + Uw,—x(GI;L’M)
= 0(Py—3)0(P—3) + 0(Py_1)o(P_2) = Fy_oF_o+ F,F1_,
= FpoF oF, + Fplh 1.

Jezelin > k+1+1, to

Uw(Gﬁ’U) = Uw,x(sz’Ll) + Uw,—:r(GfL’l’l)
= 0(Py—3)o(Pi—3)0(Pr—k—i1-1) + 0(Px_1)0(Pr_r—2)
= Iy ob oF, o+ Fpby p1.

(7i1) Niech r = 2. Jezelin =k +1, to

Uw(GqI?LQ) = O'w,x(GZJQ)+0w7—x(G§z’l’2)

= 0(Py—3)0(P—4) + 0(Py_1)o(P3) - 2 = Fy_oF_3+ 2F,F)_»
= FpoF s+ Fp(FioF, 1+ F_—2).

Jezelin > k+1+1, to

Uw(GZJ’Q) = Uw,:r(GfL’u) + Uw,fx(Gﬁ’m)
— 0(Pys)o(Poia) + o(Pos) (am_g)a(Pn_k_l_l) 4 a(Pn_k_3>)
= Fp oF, g3+ Fu(F oF, 1+ Fo o).

(tv) Niech r > 3. Jezeli n = k + [, to

0u(GR) = Ouwa(GRY) + 0w o (GR)
= 0(Py3)o(P—y—2)0(Pr_2) + 0(Py1)o(Pi—p—1)0(Pr_1)
= Iy oF b+ FypF F,
= B o(ForaF by 1+ Fi o Fo o Fy )
+ Fy(Fop a FoaFoj + Fi FLF ).
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Jezelin =k + 141, to z (1.1) otrzymujemy

0u(GYT) = 0uwa(GRT) 4 0w —a(GRYT)
= 0(Py3)o(P3) +0(Pr1)o(P1) = FroFi o + FiF
= Fyo(FroF oF, 1+ F_ 1 F 1 Fy i)
+ F(Fora Froa P + Fi B F ).

Jezelin > k+ 1+ 2, to
Uw(G’r?l’r) = Uw,z<GZ’l’r) + Uw,fx(Glr?l’r)
= o(Bs) (0P 0)o(Prg)o(Parei-2)
4 0(Prer-2)7(Pro2)o(Pacseio)
+0(Pet) (0 Pr2)o(Pra)o(Pocicr)

40P ) (Pr)r(Paiin))
= Fk72<F}fr72Fr72Fn7k7lfl + Efrlerlenfkfl)
+ Fk(E—T—lFT—an—k—l—l + E—TFan—k—l)7

co konczy dowdd. 0

Korzystajac z Lematu 3.11 (i) oraz tozsamosci dla liczb Fibonacciego otrzymujemy

nastepujace zaleznosci.

Whniosek 3.12. (M. Pirga, M. Startek, I. Wtoch [53]) Niech n > 7 bedzie liczbg
naturalng. Wtedy

(1) 0w(GEn=40) > 5 (G239) dlan > 7.

(ii) 0, (GE=10) > 0, (G3A0) dla n > T, réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
n=".

(i11) 0w (GE10) > 6, (GIO) dla n > 8, réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

n =8.

Korzystajac z Lematu 3.11 mozemy udowodni¢ nastepujace zaleznosci dla parametru
0u(GFLT) dla szezegolnych wartosci r. W dowodzie wykorzystujemy znane tozsamosci

dla liczb Fibonacciego.
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Lemat 3.13. (M. Pirga, M. Startek, I. Wtoch [53]) Niech k > 3,1 >3, 0 <r < [l/2],
n>k-+1. Wtedy

(1) 0w(GRY) = 0u(GRMY) + Fror FioaFyoigoa > 00 (G,

(i1) 0u(GFL0) = 0, (GFY2) + By By 3Fy kg9 = 0,(GEY) 1> 4,
(ii1) 0u(GF0) = oW (GEV) + By By 1 Fp 1 Fypg0 > 0 (GEY), 1> 6, 7 > 3.
Rownosci w powyzszych zaleznosciach zachodzg wtedy i tylko wtedy gdyn =k + 1+ 1.

Dowdd. Dla dowodu zaleznosci (i) oraz (ii) skorzystamy ze znanej tozsamosci dla liczb
Fibonacciego F,, F,, — F_oF, 2 = Frin_1.
(1) Z lematu 3.11 (i) oraz (i7) otrzymujemy

0w(GE0) — 0, (GEYY) = By o oF, o1 + FuF g
—FyoF oF, 1 — FiFy g
= FpoF o(F k11— Fog) + F(FiE o — Fogn)
= —IyoF oF, o+ FiF oby o
= FpaFioFh ko2

(73) Z lematu 3.11 (iti) oraz (ii) dla [ > 4 otrzymujemy

0u(Gy?) = 0u(GRMY) = Fia(Foks — FiaFoog)
+E(F 2Py e+ B2 — Fg1)
= —FpoFl uFy pqo+ F(FioFy gy — Fops)
= Iy oF | 4Fy o+ Fpl aF o
= Fpababh k1o

Stad, korzystajac z (i), dla I > 4 otrzymujemy

FulGE) = 0u(GE1) = (5ulGE1) = 0, (GE1)) = (7u(GES2) — 0, (GEH)
= Fp b oF, g 0— Fp 1B yFy g
= Fp B sF 2.

W dowodzie zaleznosci (iii) wykorzystamy tozsamo$é F,, Fy, + Fr 1F,_1 = Frin.



3.2. Wartoéci parametru o.,(G) w szczegdlnej rodzinie (n,n + 1)-graféw 34

(7i1) Z lematu 3.11 (7) oraz (iv) dla | > 6, r > 3 otrzymujemy

Uw(G,’fb’l’O) - Uw(GZ’l’T) = Iy ol oF, 1+ FrbiFy gy
—Fyo(FiroFr 0By g + Fip  Fo o Fri)
—F(Fimp o B B + F1 B F i)
= Fpo(FoFh w11 — Fr ol oF 11
—F o F o Fai)
+E(FiFgm — Fi o Fogo1 — Fi FLF, )
= BB b ba — B B F)
+F (B B By — Fip o B By 1)
= —Fpob v P Fy o+ FeF b By o
= FpabiraFaFy o

Z definicji ciaggu Fibonacciego wiemy, ze F}, = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy p = —1.
To oznacza, ze F,_;_;_o = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy n = k + [ + 1. Pozostate indeksy
sa dodatnie, czyli odpowiadajace im liczby Fibonacciego maja wartosci dodatnie. Stad

wynika, ze réwnosci w (i)—(iii) zachodza wtedy i tylko wtedy, gdy n =k +1+1. O
Lemat 3.14. (M. Pirga, M. Startek, I. Wtoch [53]) Niech n > k +1, | > 3. Wtedy
(i) 0uw(GR"0) = 0u(Gr M) + (=) Fi g Fyopogi dla k> 4.
(i1) 0w(GEL0) = 0, (GE=2IF20) 4 (=11 E 1 Fy g gy1 dla k > 5.

Dowdd. (i) Z lematu 3.11 (7) i (1.2) dla k& > 4 mamy

Uw(GZ’l’O) — Uw(Glffl’lH’O) = Fp ol oF, 1+ FFE,
— Fy 3B 1 Fy g1 — P b Fopy
= (FpoF9 — Fp3F 1) Fr ki1
+ (FpFy — Fyoa Fra) Fook
= (-1 2Ry Foga + (= 1) Fiy Fyg
= (-1)'Fix(Fppio1 + Frg)
= (-D)"F_xFop111-
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(74) Z lematu 3.11 (i) i (1.4) dla k > 5 mamy

0u(GE0) — 0, (GE2IH20) = By o oFy k1 + BB gy
— Py g Py 1 — FroF1oF,
= (FroF_o— FyyF)Fy k11
+ (FpF) — Fr—oFiyo) Frmi
= ()" PF g1 P+ (D) R P
= (- 'E e (Fpa + Fogy)
= (=" 'F e Fkis,

co konczy dowdd. O
Lemat 3.15. (M. Pirga, M. Startek, I. Wtoch [53]) Niech n > k +1, k > 3. Wtedy
(1) 0w(GEO) = 0, (GEIL0) + (1)l A, 1 > 4, gdzie A> 0 dlan >k + 20 — 2.
(i1) 0u(GPL0) = 0, (GBIL0) 4 (=1)"k=LB, | > 4, gdzie B >0 dlan < k + 2] — 2.
(1ii) 0w (GEL0) = 0, (GEIZ20) + (=1)71C, 1 > 5, gdzie C >0 dlan >k + 21 — 3.
(iv) 0u(GEO) = g, (GF=20) 4 (—1)" %D, 1 > 5, gdzie D > 0 dlan < k + 2] — 3.
Dowdd. (i) Z lematu 3.11 (i) i (1.2) dla [ > 4 otrzymujemy
Ouw(GEE0) — 0 (GEITI0Y = By oF oF, w1 + FuF Fy gy
— FyoF 3Fy y— Fp By F i
= kaZ(FjlfQankflfl - F}73Fn7k7l)
+ By (FiF e — Fia Foi—i41)

= Fo(-1)"2F, o1+ Fu(=1)'Fy gy
= (-1)'"(Fe-2Fnt-o141 + FiFpp—a).

Jezelin —k — 20 > —2, to A= Fk,QFn,k,QZJFI + L F o > 0.
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(71) Korzystajac z zleznosci F_,, = (—1)"F,_» otrzymujemy

A=F oFy o1+ PPy = Fpo(—=1)"""E s
4 Fk(_l)_n+k+2ZF—n+k+2l—2

= (=1) "N R O F ko3 — FRFopikya-2)

= (=) "N FyoF ko3 — FrooFpipio o
— B Fohgai—2)
= (=1 N —FoF o4 — Feo1 Foppror—2)

= (=1)"""™(FyoF nirior-a + Fo1 Fopipra—2).
W ten sposéb z (i) otrzymujemy

Uw(GZ’l’O) - Uw(G’fL’lfl’o) = <_1)7n+k+l(Fk72F7n+k+2174 + Fea Fopk2i—2)

= (=1)" "N E o pipioa + Fyo1 Fopryai—o),

gdzie B = Fk—ZF—n+k+2l—4 + Fk—lF—n+k+2l—2 >0dla-—-n+k+20—4> -2
(731) Z lematu 3.11 (¢) i (1.4) dla [ > 5 otrzymujemy

0uw(Gi0) — 0, (GE' 20 = FyoF oF, i1 + FeF i
— Fy ol aFy 111 — FrF1oF k142
= Feo(FoFy k11— FaFyki41)
+ Py (B P j— — Fio By po142)
= Fra(—1) P Fopmo + Fo(—1) 7' Fo g
= (=)' (Fe2For-ai2 + FeFuk—ai41)-

Jezelin —k —2l+1> —2, to C = Fk—QFn—k—2l+2 + Fan—k—2l+1 > 0.
(iv) Podobnie jak w (i7) korzystajac z (i) otrzymujemy

0w (GF0) — 0, (GEI20) = (1) M Fy o F iiiors + Fo 1 Fonipra—s),

gdzie D = Fy_oF i pyo—5 + Fp1Fjipyo—3 > 0dla —n+k+20 5> -2, U
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3.3 Najwieksza warto$é parametru o (G)

W tym podrozdziale podamy gérne oszacowanie parametru o (G) dla G € C(n,n+1).
Niech £ = | = 3. Jezeli n = 6, to przez przegladniecie wszystkich mozliwosci
otrzymujemy, ze or(G) <9, dla G € C'(n,n + 1). Z wniosku 3.12 (7) i lematu 3.13 (i)

otrzymujemy

Twierdzenie 3.16. (M. Pirga, M. Startek, I. Wtoch [53]) Niechn > 7, k =1 =3 oraz
0<r < 1. Wtedy 0,(G337) < 0, (GE=10).

Twierdzenie 3.17. (M. Pirga, M. Startek, I. Wtoch [53]) Niech k > 3,1>3,0<r
[1/2], n >k +1> 7. Wedy 0,(G}'") < 0u(G" ™) = 5F,_4. Ponadto o, (G}"")
5F,_4 wtedy, gdy G’f{lﬂ” ~ Gin-40,

<

Dowdd. Niech k.l beda ustalone, n > k+1 > 7. Z lematu 3.13 wynika, ze dla 0 < r <
[1/2] zachodzi
7u(G'T) < 0 (GRM0) (3.1)

natomiast rownos$é¢ jest speliona wtedy i tylko wtedy, gdy n = k + [ + 1. Zatem
wystarczy rozwazy¢ grafy GF4O,

Jezeli k41 =17, to z wniosku 3.12 wynika teza twierdzenia.

Zatozmy, ze suma k+1( jest ustalona oraz k41 > 8. Bez straty dla ogdlnosci rozwazan
przyjmijmy, ze k < [, poniewaz o, (GH0) = 7, (GLE0). Z lematu 3.14 (i) otrzymujemy
0, (GHO0) < 0, (GH=10),

Niech k£ > 4. Jezeli k jest liczba nieparzysta, to z lematu 3.14 (i) otrzymujemy
0w(GFEY) < 0, (GEZLIFLO) - Jegeli k jest liczba parzysta, to z lematu 3.14 (i4) otrzymu-
jemy 0,(GFW) < g, (GE=21+20) Korzystajac krok po kroku z lematu 3.14 zmniejszajac
w kazdym kroku wartos¢ k£ odpowiednio o 1 lub 2, w zaleznosci od parzystosci k, po

skonczonej liczbie krokéw dla k # 4 oraz k + [ > 8 otrzymujemy
0w (GPE0) < g, (GERHIZA0Y, (3.2)

7 powyzszych rozwazan wnioskujemy, ze aby otrzymacé gérne oszacowanie parametru

0w(GFL0) wystarczy rozwazy¢ grafy GEL0 dla | > 4.

4,1,0

Rozwazmy dowolny graf G, i zalézmy, ze 4 <1 < n — 4.

Niech n > 2] 4 2.
Jezeli [ jest liczba nieparzysta, to z lematu 3.15 (i) otrzymujemy o, (G20) < 7, (GH=10).

n

Jezeli [ jest liczba parzysta, to z lematu 3.15 (iii) otrzymujemy o, (G29) < o, (GH=29),

n

gdzie [ — 2 > 4. Wynika to z zaltozenia, ze [ > 4 i [ jest parzyste.
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Niech n < 20 + 1.
Jezeli n — [ jest liczba nieparzysta, to n — 4 — [ jest liczba nieparzysta i z lematu
3.15 (ii) otrzymujemy o, (GEL0) < g, (GE10). Jezeli n — [ jest liczba parzysta, to
n—1—2=mn-—(l+2) jest liczba parzysta. Z zatozenia n — [ > 4, a poniewaz n — [
jest liczba parzysta, wiec n — [ > 6. Stad n — (I + 2) > 4. Wtedy dla k = 4 oraz | + 2
mamy, ze n < 2 + 51 z lematu 3.15 (iv) otrzymujemy o, (G*°) < 7, (GHH+20) dla
[+2<n—4

Zatem dla kazdego grafu G0 takiego, ze 4 < | < n — 4, istnieje graf GAV'0
taki, ze 0,(GH'0) > 7,(G40) oraz 4 < I' < n — 4. Dla dowolnej liczby n istnieje

skoficzona liczba réznych graféw GAL0. Zatem z zaleznodci 3.2 graf o najwigkszej liczbie

4,1,0
n

z GA40 Tub GAn=10 dla 4 < 1 < n — 4. Zatem, w zbiorze graféow GFWO k> 3,1 > 3,

najwieksza liczba zbioréw niezaleznych jest osiggana w grafie izomorficznym z jednym

niezaleznych zbioréw zawierajacych zbioér lisci wsrod graféow G° jest izomorficzny

z nastepujacych grafow: G40, G0, G0, Z wniosku 3.12 otrzymujemy, ze dla
n > 7 grafem ekstremalnym jest graf izomorficzny z G2n=49.

Zatem na mocy (3.1) dla n > 7 zachodzi nieréwnos¢
Uw(Gﬁ’lﬂn) < Uw(Gi7n_470)

przy czym réwnosc zachodzi wtedy, gdy k =4,/ =n—4,r =0lubk =n—4,l =4,r =0.
Ponadto z lematu 3.11 (4) zachodzi réwnanie o, (G*"~40) = FyF, ¢F 1 + F\F, _,Fy =
5F,,_4, co konczy dowod. O

7 twierdzen 3.10 oraz 3.16 i 3.17 otrzymujemy gltowny wynik tego rozdziatu.

Twierdzenie 3.18. (M. Pirga, M. Startek, I. Wtoch [53]) Niech G € C(n,n+1),n > 7.
Wtedy o1,(G) < 5F,_4. Ponadto réwnosé zachodzi wtedy, gdy G = G40,



Rozdziat 4

Zaleznosci pomiedzy liczbag zbiorow

niezaleznych a liczbami Padovana

W tym rozdziale wyznaczymy liczbe niezaleznych zbioréw (1,2)-dominujacych
w Sciezkach i cyklach uzyskujac nowe wzory dwumianowe dla liczb Padovana i Perrina.
Wykorzystujac interpretacje grafowa liczb Padovana zdefiniujemy wielomian Padovana

grafu.

4.1 Liczba (1,2)-IDS w Sciezkach i cyklach

Niezalezne zbiory (1,2)-dominujace (krétko: (1,2)-IDS) zostaly wprowadzone w [30].
Nie kazdy graf ma (1,2)-IDS, co wiecej, S. M. Hedetniemi i in. podali, Ze problem
istnienia (1, 2)-IDS jest N'P-zupelny w ogdlnym przypadku. W pracy [30] zostal podany
warunek wystarczajacy na to aby graf G miat (1,2)-IDS.

Twierdzenie 4.1. (S. M. Hedetniemi, S. T. Hedetniemi, J. Knisely, D. F. Rall [30])
Kazdy spojny graf G, ktory ma co nagmniej dwa niesgsiednie wierzchotki i nie zawiera

trogkatow, ma (1,2)-IDS o licznosci rownej o(G).

W ostatnich latach problemy istnienia (1,2)-IDS w grafach i ich produktach byty
rozwazane w [5, 24, 42, 43].

Z twierdzenia 2.5 wiemy, ze jezeli S jest (1,2)-IDS grafu G, to S jest maksymalnym
zbiorem niezaleznym grafu G zawierajacym zbior lidci.

Implikacja w druga strone nie zachodzi. A. Michalski podaje w [42] przyktad grafu
P3 o (Py, Py, N7) w ktérym istnieje maksymalny zbiér niezalezny zawierajacy zbior lisci
jako podzbiér i niebedacy (1,2)-1DS.

W wybranych klasach graféw warunek z twierdzenia 2.5 jest wystarczajacy.
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Twierdzenie 4.2. (A. Michalski [42]) Niech G bedzie n-wierzchotkowym grafem nieza-
wierajgeym trojkgtow, n > 3. Kazdy maksymalny zbior niezaleiny grafu G zawierajgcy
zbior lisci jest (1,2)-1DS.

Jezeli zatozymy, ze graf nie zawiera trojkatow, to ma (1,2)-IDS, co pozwala wy-
znaczy¢ liczbe tych zbioréw. W Sciezkach P,, n > 3 i cyklach C),, n > 4, ktére sag
grafami bez tréjkatow, istnieje (1,2)-IDS, a liczba (1, 2)-IDS jest wyrazona odpowiednio
liczbami Padovana i Perrina.

Niech J(Ll’Q)(G) oznacza liczbe wszystkich (1,2)-IDS w grafie G.

Twierdzenie 4.3. (A. Michalski, I. Wtoch [43]) Niech n bedzie liczbg naturalng. Wtedy
O'(Ll’z)(Pn) = Pv(n—3) dlan > 3 oraz J(LI’Q)(C'n) = Pr(n) dlan > 4.

Liczby Padovana i Perrina oprocz postaci rekurencyjnej sa przedstawiane takze
w postaci dwumianowe;j.

Niech n bedzie liczbg naturalng. Wtedy

mefny3) 10— 2m

2
Po(n—2)= > ( ) dla  n>2,

Pr(n)nkijli(nk%) da  n>l.

Wykorzystujac interpretacje grafowa liczb Padovana i Perrina zwiazana z liczba, (1, 2)-
IDS w Sciezkach i cyklach podamy nowa posta¢ dwumianowa liczb Padovana i Perrina.

W tym celu najpierw rozwazymy szczegdlne rodziny podzbioréw n-elementowego zbioru
X.
Niech X ={1,2,...,n}, n > 3 iniech Y C X bedzie zbiorem takim, ze

(i) |Y| = p dla ustalonego p > 2,
(ii) jezelii,j €Y, to |i —j| > 2,
(iii) jezeli t ¢ Y, to istnieja q,r € Y, q # r takie, ze |t — q| = 1 oraz |t —r| < 2.
Dla ustalonego p > 2, oznaczmy przez Y(n,p) rodzine wszystkich p-elementowych
podzbioréw Y speiajacych warunki (i)-(iii) oraz niech Y(n) = L>JQ))(n, p).
Niech |Y(n,p)| = i12(n, p), oraz |Y(n)| = Z; 2(n). "~

Wtedy
Tio(n) =Y i12(n,p). (4.1)

p=2
Aby wyznaczy¢ liczby i1 2(n,p) i w konsekwencji Z; 2(n), udowodnimy niezbe¢dne

lematy.
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Lemat 4.4. (M. Pirga, A. Wtloch, I. Wloch [52]) Niech n > 3 i p > 2 bedg liczbami
naturalnymi. Wtedy, {1,n} CY dla kazdego Y C Y(n,p).

Dowéd. Niech Y bedzie dowolnym podzbiorem )Y(n,p) i zatézmy nie wprost, ze 1 ¢ Y
lub n ¢ Y. Bez straty dla ogélnosci rozwazan przyjmijmy, ze n ¢ Y. Wtedy, na
podstawie warunku (iii), mamy, ze {n — 1,n — 2} C Y, co jest sprzeczne z warunkiem
(ii). O
Lemat 4.5. (M. Pirga, A. Wloch, I. Wloch [52]) Niech n > 3 i p > 2 bedg liczbami
naturalnymi. Jezeli Y(n,p) #0, to 2p—1<n < 3p—2.

Dowdd. Niech Y C Y(n,p). Z lematu 4.4, wynika, ze {1,n} C Y. Ustawmy liczby ze
zbioru Y w ciag rosnacy v, ..., yp. Wtedy y3 = 1 oraz y, = n. Z warunkéw (ii) oraz (iii)
wynika, ze y; 1 — y; € {2,3} dla dowolnego ¢ € {1,...,p — 1}. Stad n = 2p — 1 jezeli
Vi1 — y; = 2 dla kazdego i € {1,...,p — 1} albo n = 3p — 2 jezeli y;.1 —y; = 3 dla
kazdego 7 € {1,...,p — 1}. W konsekwencji 2p — 1 < n < 3p — 2, co koficzy dowoéd. O

Whiosek 4.6. (M. Pirga, A. Wloch, I. Whoch [52]) Niech p > 2 bedzie liczbg naturalng.
Jezelin < 2p—2lubn >3p—1, to iy12(n,p) =0.

Twierdzenie 4.7. (M. Pirga, A. Wloch, I. Wtoch [52]) Niech p > 2 oraz 2p —1 < n <
3p — 2 bedq liczbami naturalnymi. Wtedy

. p—1

Dowéd. Niech p > 2 oraz 2p — 1 < n < 3p — 2. Niech Y C Y(n,p) bedzie dowolnym
podzbiorem speliajacym warunki (i)—(iii). Wyznaczymy liczbe wszystkich podzbioréw
Y C Y(n,p). Zauwazmy, ze zamiast podzbioru Y, mozemy rozwazaé¢ n-wyrazowy binarny
ciag @ = (aq,...,q,) taki, ze wyrazy «a;, dla i € {1,...,n} spelniaja nastepujace
warunki

1 jezelii €Y,

(a) a; =
0 jezelii ¢,

(b> ;O@ =D,
(c) jezeli a; = aj =1, to |1 — j| > 2,
(d) jezeli ay = 0, to istnieja o, = ay = 1, 7 # ¢, takie, ze |t —r| =1 oraz |t — ¢| < 2.

Aby wyznaczy¢ liczbe wszystkich clagéw «, rozwazmy p -wyrazowy ciag 8 = (01, - .., Bp),
p > 2, taki, ze f; = 1 dla kazdego s € {1,...,p}. Nastepnie konstruujemy (2p — 1)-
WYTazZowy Cla,’g 6/ - (6176{7627657 B 7/81)—1761/;717617)7 gdZie 67/" = 0 dla kaZdegO re
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{1,...,p — 1}. Aby utworzy¢ ciag «, wystarczy rozszerzy¢ ciag 3’ on — (2p — 1) zer

w taki sposob, ze doktadamy co najwyzej jedno zero pomiedzy wyrazami (3., (3,1 dla

r€{l,...,p—1}. Poniewaz w ciagu ' mamy p — 1 takich mozliwosci, wiec korzystajac
z podstawowych schematéw wyboru wiemy, ze mozemy to zrobi¢ na C’g:l(zp b = (n P o 1+1)
sposobow, co konczy dowod. O

Whiosek 4.8. (M. Pirga, A. Wtoch, I. Whoch [52]) Niechp > 2 oraz2p—1<n < 3p—2
bedq liczbami naturalnymi. Wtedy Iy 2(n) = > ( p-1 )
p=

, \n—2p+1
Liczby i12(n,p) oraz Z; o(n) posiadajg interpretacje grafowa zwiazang z liczba
p-elementowych (1,2)-IDS w $ciezce P,.
Przyjmujac, ze zbiér X = {1,2,...,n} dla 2p — 1 < n < 3p — 2, odpowiada zbiorowi
wierzchotkéow V(P,) = {z1, ..., x,} z numeracja wierzchotkéw w naturalnej kolejnosci
wnioskujemy, ze podzbiér Y odpowiada p-elementowemu (1,2)-IDS w $ciezce P,.

7 twierdzenia 4.7 otrzymujemy nastepujacy wniosek

Whiosek 4.9. (M. Pirga, A. Wtoch, I. Wtoch [52]) Niechp > 2 oraz2p—1 < n < 3p—2
bedg liczbami naturalnymi. Wtedy i12(n, p) jest réwna liczbie wszystkich p-elementowych
(1,2)-1DS w $ciezce P, oraz I s(n) jest réwna liczbie wszystkich (1,2)-IDS w grafie P,.

7 powyzszej interpretacji grafowej oraz twierdzen 4.3 i 4.7 otrzymujemy nowy wzér

dwumianowy dla liczb Padovana.

Twierdzenie 4.10. (M. Pirga, A. Wtoch, I. Wtoch [52]) Niech p > 2 oraz 2p — 1 <
n < 3p — 2 bedg liczbami naturalnymi. Wiedy

Pu(n) =Y (nf;le).

p=2

Zliczajac p-elementowe (1,2)-IDS w Sciezce P,, otrzymujemy rekurencyjna postaé

liczby i1 2(n, p).

Twierdzenie 4.11. (M. Pirga, A. Wtoch, I. Wtoch [52]) Niech p > 2 oraz 2p — 1 <
n < 3p — 2 bedq liczbami naturalnymi. Wtedy

il,z(n,p) = 2.172(71 — 2,p — 1) + iLQ(Tl — 3,p — 1), dla n > 6,p > 3 (42)

z warunkami poczgtkowymi iy 2(n,2) =1 dla n € {3,4} oraz i;5(5,3) = 1.



4.1. Liczba (1,2)-IDS w Sciezkach i cyklach 43

Analogiczng interpretacje mozemy uzyskaé dla liczb Perrina.
Niech X = {1,2,...,n}, n > 4, oraz niech Y* bedzie p-elementowym, p > 2
podzbiorem zbioru X takim, ze Y* nie zawiera dwoéch kolejnych liczb i nie zawiera
jednoczesnie liczb 1 oraz n. Ponadto, jezeli t ¢ Y™*, to istnieja q,r € Y* | ¢ # r, takie,
ze [t—qle{l,n—1}oraz [t —r| € {1,2,n —1,n — 2}.
Dla ustalonego p > 2, niech Y*(n,p) oznacza rodzine wszystkich p-elementowych
podzbioréw Y* oraz Y*(n) = L>J2 YV*(n,p).

Niech [ (n,p)| = it o(n.p) oraz |V (n)] = Ti(n)

Wtedy

Ii5(n) = i1 5(n,p). (4.3)

p=2

Dowodzac analogicznie jak w lemacie 4.5, otrzymujemy

Lemat 4.12. (M. Pirga [50]) Niech n > 4 oraz p > 2 bedg liczbami naturalnymi. Jezeli
YV*(n,p) # 0, to 2p < n < 3p.

Whiosek 4.13. (M. Pirga [50]) Niech p > 2 bedzie liczbg naturalng. JeZelin < 2p — 1
lubn > 3p+1, toij 5(n,p) = 0.

Twierdzenie 4.14. (M. Pirga, A. Wtoch, 1. Wtoch [52]) Niech p > 2 oraz2p < n < 3p
bedq liczbami naturalnymi. Wtedy i3 5(2p, p) = 2 oraz

) n p—1
1 = dlan > 2p+ 1.

Dowdd. Niech p > 2 oraz 2p < n < 3p beda liczbami naturalnymi. Analogicznie jak
w dowodzie twierdzenia 4.7, zamiast podzbioru Y*, rozwazmy binarny, n-wyrazowy ciag
t =(t1,...,t,), taki, ze wyrazy t; dlai € {1,...,n} spelniaja nastepujace warunki

1 jezelii e Y™,

(e) t; =
0 jezelii ¢ Y™,

(g) jezelit, =t; =1 wtedy 2 < |i — j| < n—2,

(h) jezeli t; = 0, to istnieja t, = t, = 1 takie, ze |i —r| € {1,2,n — 1,n — 2} oraz
li—ql € {1,n—1}.

Aby skonstruowaé ciag t spelniajacy warunki (e)-(h) rozwazmy p-wyrazowy ciag
b= (by,...,b,), p > 2, gdzie by = 1 dla kazdego s € {1,...,p}. Nastepnie tworzymy

jeden z dwéch 2p-wyrazowych ciagow b = (b, b1, ..., b}, b,) lub b" = (by, V], ..., by, b})
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takich, ze b, = b =0 dla s € {1,...,p}. Wtedy zachodza warunki by # b, oraz by # b}
Jezeli n = 2p, to kazdy z tych ciggéw spelnia warunki (e)-(h), wigc i12(2p,p) = 2.
Niech n > 2p + 1. Aby zbudowaé cigg t, musimy uzupetnié ciggi ' i b” o n — 2p zer.
Uzupelniamy ciagi ¥ i b w taki sposéb, ze w ciggu ' mozemy dodaé¢ co najwyzej
jedno zero przed wyraz b lub co najwyzej jedno zero pomiedzy wyrazy b;, b;11 dla
kazdego i € {1,...,p — 1}. Analogicznie w ciggu b” mozemy dodaé co najwyzej jedno
zero po wyrazie by lub co najwyzej jedno zero pomiedzy wyrazy b;, biy1 dla kazdego
i€ {l,...,p—1}. Dla obydwu ciagéw V' i " mamy p — 1 mozliwosci dodania zera
pomiedzy b;, b;11 1 uwzgledniajac mozliwos¢ dodania zera odpowiednio przed b} albo
po b, mozemy to zrobi¢ na Cg_2p = (n f2p> sposobéw dla kazdego z ciggéw b i b”.
Poniewaz mamy dwa ciggi b’ i b”, to liczba wszystkich mozliwych ciggéw wynosi
Q(n fzp). Zalézmy, ze w wyjsciowym ciagu t zachodzi warunek t; = ¢, = 0. Wtedy,
ty = t,_1 = 1, w przeciwnym wypadku, warunek (h) nie jest spelniony. W takim
przypadku wystarczy rozwazyé (n — 2)-wyrazowy ciag speliajacy warunki (a)—(d)
okreslone w dowodzie twierdzenia 4.7. Korzystajac z twierdzenia 4.7 otrzymujemy,
ze liczba wszystkich (n — 2)-wyrazowych ciagbéw jest rowna i1 2(n — 2,p) = (nf’;:;_l).

Uwzgledniajac wszystkie rozwazane mozliwosci otrzymujemy, ze i} o(n,p) = 2(n P 2p) +

n(n—1

( i~ ) Wykorzystujac znang tozsamosé (Z) = ( ), otrzymujemy, dla n > 2p + 1,

n—2p—1 — k\k-1
| gk _ 2 p—1 p—1 __n p—1 z 2
ze i} (N, p) = s (n72p71) + (n72p71 = 25 opo1)s CO konczy dowdd. O

Whiosek 4.15. (M. Pirga, A. Wtoch, I. Wtoch [52]) Niech n > 4 bedzie ustalong liczbg
naturalng. Wtedy
P
2+ 2 (nfzp (n_pgp_l)) dla n parzystego,
1*1’2(n) — p=2

L;ij (anP (nf;;,1—1>) dla n nieparzysteqgo.

Z definicji liczb i o(n, p) oraz 7% »(n) wynika interpretacja grafowa zwigzana z liczbg
(1,2)-IDS w cyklu C,,. Przyjmujac, ze zbiér X = {1,2,...n}, 2p < n < 3p, p > 2,
odpowiada zbiorowi wierzchotkow V(C,) = {z1,...,2,} z numeracja wierzchotkéw
w naturalnej kolejnosci wnioskujemy, ze podzbiér Y* odpowiada p-elementowemu (1, 2)-
IDS w cyklu C,. To oznacza, ze w interpretacji grafowej liczba 7} 5(n, p) jest rowna
liczbie wszystkich p-elementowych (1,2)-IDS w C,,, a w konsekwencji, liczba 7% 5(n)
jest réwna liczbie (1,2)-IDS w cyklu C),, n > 4. Zatem korzystajac z twierdzenia 4.3

otrzymujemy nowe wzory dwumianowe dla liczb Perrina
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Twierdzenie 4.16. (M. Pirga [50]) Niech n > 4 bedzie liczbg naturalng. Wtedy

2+ LT:J ( n ( p-1 )) dla n parzystego,

n—2p \n—2p—1
Pr(n) = L"’ljp pAnTEP
N
p§2 (nfzp (n_pg_pl_l)) dla n nieparzystego.

Wykorzystujac powyzsza interpretacje grafowa, mozemy znalez¢ zaleznosci pomiedzy

liczbami 7y 5(n, p) oraz i} o(n, p).

Twierdzenie 4.17. (M. Pirga, A. Wioch, 1. Wtoch [52]) Niech p > 2 oraz2p < n < 3p
bedq liczbami naturalnymi. Wiedy ii 4(4,2) = 2, i1 5(5,2) = 5, 1 5(6,2) = 3 oraz dla
p = 3 zachodzi

i*l‘,z(n,p) =2i12(n—3,p—1)+5i12(n —4,p—1) + 3i12(n —5,p—1).

Dowdd. Aby udowodnié powyzszg rownosé, korzystajac z interpretacji grafowej liczb
i12(n,p) oraz iy o(n, p), wystarczy wyznaczy¢ liczbe p-elementowych (1,2)-IDS w gra-
fie C),. Warunki poczatkowe sa oczywiste. Niech p > 3 oraz 2p < n < 3p. Niech
V(C,) ={z1,...,z,} z numeracjg wierzchotkéw w naturalnej kolejnosci. Zatézmy, ze
S jest dowolnym (1,2)-IDS grafu C,, i rozwazmy nastepujace przypadki.

1.z, €8.

Wtedy {xn, 22} NS =0, czyli zbiér S ma posta¢ S = {x;} U S*, gdzie S* jest (p — 1)-
elementowym (1,2)-IDS zawierajacym zbiér lisci w pewnym podgrafie grafu C,, izomor-
ficznym ze Sciezka Pj, n —5 < j <n—3.

Jezeli {x,_1,23} C S*, to S* jest dowolnym (p — 1)-elementowym (1,2)-IDS grafu
Co \ {z1, 22,2, } = P,_3 1 z wniosku 4.9 istnieje i1 2(n — 3,p — 1) takich zbioréw S*.
Jezeli {x,_1,24} C S* albo {z,,_2, 23} C S*, to S* jest dowolnym (p — 1)-elementowym
(1,2)-IDS grafu C,, \ {z1, x2, x3, 2, } = P,_4, albo odpowiednio C,, \ {z1, z9, xp_1, 2, } =
P,_4 a poniewaz obydwa przypadki sg symetryczne, to z wniosku 4.9 istnieje 2i; 2(n —
4,p — 1) takich zbioréw.

Jezeli {xn_2,24} C S* to S* jest (p — 1)-elementowym (1,2)-IDS grafu
Cn \ {x1, 22, 23, 1, T, } = P,_5, wiec istnieje i1 2(n — 5, p — 1) takich zbioréw.

2.01 ¢ 5.

Wtedy, zbior S = §', gdzie S’ jest p-elementowym (1,2)-IDS zawierajacym zbidr lisci
w pewnym podgrafie grafu C), izomorficznym ze Sciezka P, n —2 <1< n— 1.

Jezeli {x,,z2} C 5, to S’ jest dowolnym p-elementowym (1,2)-IDS grafu C, \ {z;} =
P,_1, zatem z wniosku 4.9 istnieje iy 2(n — 1, p) zbioréw S’

Jezeli {z,,z3} C S albo {x,_1,22} C 5, to S’ jest dowolnym p-elementowym (1,2)-
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IDS grafu C, \ {z1, 22} = P,_5 albo odpowiednio C,, \ {z1,z,} = P,_5 i liczba takich
zbioréw wynosi 21 2(n — 2,p) ze wzgledu na symetryczne przypadki.

Z powyzszych rozwazai otrzymujemy, ze i} 5(n,p) = i12(n — 1,p) + 2i12(n — 2,p) +
i12(n —3,p—1)+2i15(n —4,p—1) +i12(n —5,p—1).

Korzystajac z rekurencyjnej postaci liczby i1 2(n, p) okreslonej wzorem (4.2) otrzy-
mujemy, ze ij,(n,p) = i12(n — 3,p — 1) +d12(n —4,p — 1) + 2i12(n —4,p — 1) +
2i19(n — 5,p — 1) +d12(n — 3,p — 1) + 2i125(n —4,p — 1) + i12(n — 5,p — 1) =
2i12(n —3,p— 1)+ bijo(n —4,p— 1) 4+ 3i12(n — 5,p — 1), co konczy dowdd. O

4.2 Wielomiany Padovana w grafach

W [32] G. Hopkins i W. Staton wprowadzili wielomian Fibonacciego graféw, ktory
wyznacza liczbe wszystkich zbioréw niezaleznych w kompozycji dwoch grafow.

Kompozycja dwoch graféw G, H nazywamy graf G[H] taki, ze V(G[H]) = V(G) x
V(H) oraz B(GIH]) = {(zi,y,) (3. 9,): wia; € E(G) Wb (yyy, € B(H) i 2, = )},

Niech « > 1 bedzie liczba naturalna. Wielomian Fibonacciego fg(x) zmiennej z
grafu G jest zdefiniowany jako fg(x) = o(G[K,]).

Dla szczegdlnych klas graféw wielomiany Fibonacciego zostaty wyznaczone.

Twierdzenie 4.18. (G. Hopkins, W. Staton [32]) Niech n > 1, x > 1 bedq liczbami

naturalnymi. Wtedy
n—p+1
.mm:z< " ya

p=0 p

fou (2) = 1+Z<”_p_ 1>xp.

n
p>1p p—l

Wykorzystujac idee wielomianu Fibonacciego grafu w tym podrozdziale zdefiniujemy
wielomiany Padovana grafu. Zaczniemy od wprowadzenia niezbednych oznaczen.

Niech U C V(G[H]). Rzutem zbioru U na graf G nazywamy zbiér ng(U) = {x; €
V(G); istnieje y, € V(H) takie, ze (x;,y,) € U}. Rzutem zbioru U na graf H nazy-
wamy zbiér 7y (U) = {y, € V(H); istnieje z; € V(G) takie, ze (z;,y,) € U}.

Niech 0,4, (G) oznacza liczbe maksymalnych zbioréw niezaleznych w grafie G. Niech

U(LI’Q)(G, n,p) oznacza liczbe p-elementowych (1,2)-IDS w n-wierzchotkowym grafie G.

Twierdzenie 4.19. (A. Michalski, I. Wtoch [43]) Niech S C V(G[H]) bedzie (1,2)-1DS
grafu G[H). Wtedy na(S) jest maksymalnym zbiorem niezaleznym grafu G.
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Zauwazmy, ze jezeli S C V(G[H]) jest (1,2)-IDS, to m¢(S) nie musi by¢ (1, 2)-IDS.
Jako przyktad rozwazmy graf P;[Cy]. Wtedy podzbior S = {(x9,y), (x2,y')} gdzie
zy € S(Ps), y,y € V(Cy) oraz yy' ¢ E(Cy) jest (1,2)-IDS grafu P3[Cy]. Z definicji
kompozycji P3[Cy] wynika, ze 7g(S) = {2} jest maksymalnym zbiorem niezaleznym
grafu Pj, ale zbiér mg(S) = {2} nie zawiera L(Ps) i nie jest (1,2)-IDS grafu Ps.

Dla ustalonej liczby catkowitej x > 1, niech H bedzie grafem takim, ze i(H) > 2
1 Opmae(H) = x. Niech G bedzie grafem majacym (1,2)-IDS.

Niech 01,2 (G[H]) bedzie liczba wszystkich (1,2)-IDS ktérych rzut na graf G jest
(1,2)-IDS grafu G.

Niech x > 1 bedzie liczba naturalna. Wielomian Padovana Pv(G,x) zmiennej z
grafu G definiujemy jako Pv(G,z) = 0r,1,2)(G[H]).

Twierdzenie 4.20. (M. Pirga, A. Wtoch, I. Wloch [52]) Niech H bedzie grafem takim,
Ze i(H) > 2 oraz opmes(H) = x, gdzie x > 1. Niech G bedzie spdjnym n-wierzchotkowym
grafem, n > 3 majgcym (1,2)-1DS. Wtedy

Zo(l 2) (G,n,p)x
p>2
Dowdéd. Niech G i H beda grafami spetniajacymi zatozenia twierdzenia. Aby wyznaczy¢
wielomian Padovana Puv(G,x), wystarczy pokazaé, ze liczba wszystkich (1,2)-1DS
w kompozycji G[H] ktorych rzut na graf G jest (1,2)-IDS wynosi Z CTL (G,n,p):rp.
Z definicji G[H] wynika, ze aby znalez¢ zbiér S bedacy (1,2)-IDS w G[ ] taki, ze g (.5)
jest (1,2)-IDS grafu G, nalezy najpierw wybraé (1,2)-IDS grafu G. Niech S’ C V(G)
bedzie p-elementowym (1,2)-IDS grafu G. Z definicji (1,2)-IDS wynika, Ze S’ ma co
najmniej dwa wierzchotki. Liczba sposoboéw wyboru zbioru S’ wynosi O’L (G n,p).
Nastepnie w kazdej kopii H odpowiadajacej wierzchotkom nalezacym do S’ w grafie G,
nalezy wybra¢ maksymalny zbiér niezalezny. Jezeli w pewnej kopii grafu H wybrany
zbior niezalezny nie bylby maksymalny, to istnialby wierzchotek w tej kopii grafu H,
ktéry nie bytby dominowany. Poniewaz 0,4, (H) = z, wigc mozemy to zrobi¢ na z
sposobéw. Co wiecej i(H) > 2, wiec kazdy maksymalny zbior niezalezny kazdej kopii
grafu H ma co najmniej dwa wierzchotki. Poniewaz G jest spéjny, wiec kazdy wierzchotek
grafu H jest (1,2)-dominowany. Wynika to z faktu, ze maksymalny zbi6r niezalezny
jest dominujacy i ponadto dla dowolnego wierzchotka z kopii grafu H istnieje droga
dtugosci dwa do drugiego wierzchotka w tym zbiorze. To oznacza, ze w kompozycji G[H |
istnieje crL (G n,p)z? zbiorow (1 2) IDS ktorych rzut na G jest (1,2)-IDS. Zatem
otrzymujemy, ze Pv(G,z) = Z aL (G n,p)x?, co konczy dowdd. O
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Korzystajac z twierdzenia 4.7 oraz twierdzenia 4.14, otrzymujemy wielomiany Pado-

vana dla $ciezek i cykli.

Twierdzenie 4.21. (M. Pirga, A. Wloch, I. Wtoch [52]) Niech p > 2. Wtedy

Po(Pr2) = 3 n—2p+1

p=2

=1
( )xp dlan > 3,

oraz dla n > 4 mamy

el

2rs + g ( z ( p-1 )):)57’ dla n parzystego,

Pu(Cp,x) = 3 p=2 \n2pAn—2p—l
2
p=2 (”fQP (”—1)2;?1—1>) v dla n nieparzystego.

Jako ilustracje twierdzenia 4.21, rozwazmy kompozycje P;[Cy]. Poniewaz i(Cy) = 2

oraz P; ma (1,2)-IDS, wiec spelnione sa zalozenia. Zatem Pv(Pr,x) = 2% + 2%, a
poniewaz 0,q,(Cy) = 2, wiec Pv(Pr,2) = 24. To oznacza, ze liczba (1,2)-IDS grafu
P;[C4] ktorych rzut na graf P; jest (1,2)-IDS wynosi 24.
Rozwazmy kompozycje Cg[P]. Wtedy i(Py) = 2. Korzystajac z twierdzenia 4.21 otrzy-
mujemy, ze Pv(Cg,x) = 223 4+ 322, a poniewaz 0,4, (Py) = 3, wiec Pv(Cg,3) = 81. To
oznacza, ze liczba (1,2)-IDS grafu Cs|Py] ktorych rzut na graf Cy jest (1,2)-IDS wynosi
81.

Korzystajac z definicji o, (1,2)(G[H]) oraz z twierdzenia 4.21 otrzymujemy

Whiosek 4.22. (M. Pirga [50]) Niech p > 2. Wtedy dla dowolnego grafu H takiego, Ze
i(H) > 2 oraz opme:(H) = x zachodzi

=2
Orp, (12)(PulH]) = ( )xp dlan > 3,

oraz dla n > 4 mamy

22 + 2 (n—nQp (n_pz_pl_l)) 2P dla n parzystego,

(anP (n_p;pl_l)) xP dla n nieparzystego.



4.3. Liczba maksymalnych zbioréw k-niezaleznych w grafach 49

4.3 Liczba maksymalnych zbioréw k-niezaleznych

w grafach

Znanym uogoélnieniem zbioréw niezaleznych w grafach sa zbiory niezalezne uogdlnione
w sensie odleglosciowym, wprowadzone przez A. Meira i J. W. Moona w [40].

Niech k£ > 2 bedzie liczba naturalna. Podzbiér S C V(G) jest zbiorem k-niezaleznym
grafu G jezeli dla dowolnych z,y € S, gdzie © # y zachodzi warunek dg(z,y) > k.
W szczegdlnosci zbior pusty oraz kazdy podzbiér jednowierzchotkowy sg zbiorami k-
niezaleznymi, dla dowolnego k > 2. Jezeli £ = 2, to otrzymujemy definicje zbioru
niezaleznego w klasycznym sensie.

Parametr k w definicji zbioru k-niezaleznego okresla najmniejsza, dopuszczalna
odlegtos¢ pomiedzy wierzchotkami nalezacymi do zbioru k-niezaleznego. Zatem z definicji
zbioru k-niezaleznego wynika, ze jezeli S C V() jest zbiorem (k 4+ i)-niezaleznym grafu
G,dlat > 1, to S jest zbiorem k-niezaleznym grafu G.

W kolejnych podrozdziatach rozwazymy maksymalne zbiory k-niezalezne grafu
G, zawierajace zbior lidci. Wykorzystujac zalezno$ci pomiedzy uogdlnionym ciggiem
Padovana a liczba wszystkich maksymalnych zbioréw k-niezaleznych, zawierajacych
zbior lisci w Sciezce, przedstawimy wzoér dwumianowy uogolnionego ciggu Padovana.
Ponadto zdefiniujemy uogo6lnione wielomiany Padovana grafu wykorzystujac G-ztaczenie
grafow.

Przeglad literatury pokazuje, ze tematyka dotyczaca zbioréw k-niezaleznych jest ob-
szerna. Wiele wynikéw dotyczacych zbioréw k-niezaleznych takze w grafach skierowanych
uzyskali M. Kwasnik [37, 38], M. Kucharska [36], Z. Skupien [58], H. Galeana-Sénchez
i C. Hernéandez-Cruz [27, 31|, A. P. Stakhov [59], A. Wloch i I. Wloch [68, 69, 73],
W. Szumny i inni [61, 62], . Wtoch [70] oraz U. Bednarz i inni [8].

Poniewaz kazdy graf nieskierowany ma zbior k-niezalezny, dla k > 2, wiec znaczna
cze$¢ badan dotyczaca zbioréw k-niezaleznych dotyczy liczby tych zbiordw.

Niech ¢ (@) oznacza liczbe zbioréw k-niezaleznych grafu G. Jezeli k = 2, to
przyjmujemy o(G) zamiast o®(Q).

Zliczanie zbioréw k-niezaleznych zostalo zapoczatkowane przez M. Kwasnik i I. Wtoch
w [37]. Otrzymane wyniki uogélnilty wezesniejsze obserwacje, ktére podali H. Prodinger
i R. F. Tichy w [54] i w naturalny sposéb doprowadzily do zdefiniowania uogélnionych

ciggow Fibonacciego i uogélnionych ciggéw Lucasa.
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Niech k£ > 2, n > 0 beda liczbami naturalnymi. Uogélnionym ciggiem Fibonacciego

nazywamy ciag (F(k,n)) zdefiniowany réwnaniem rekurencyjnym postaci

F(k,n)=Fk,n—1)+F(k,n—k), dlak>2, n>k,
F(k,n)=n+1, dlane{0,1,...,k—1}.

Wyrazy ciggu (F'(k,n)) nazywamy uogdélnionymi liczbami Fibonacciego. Jezeli k = 2,
tO F(Z,n) — Fn+2.
Niech k£ > 2, n > 0 beda liczbami naturalnymi. Uogélnionym ciagiem Lucasa nazywamy

ciag (L(k,n)) zdefiniowany rownaniem rekurencyjnym postaci

L(k,n) = L(k,n—1)+ L(k,n — k), dla k > 2, n > 2k,
L(k,n) =n+1, dlan € {0,1,...,2k — 1}.

Wyrazy ciagu (L(k,n)) nazywamy uogélnionymi liczbami Lucasa. Jezeli k& = 2, to
L(2,n) = L,.

Twierdzenie 4.23. (M. Kwasnik, I. Wtoch [37]) Niech k > 2, n > 0 bedg liczbami
catkowitymi. Wtedy o™ (P,) = F(k,n) oraz c®™(C,) = L(k,n).

Zliczanie zbioréw k-niezaleznych w grafach prowadzi do uogélnien znanych ciggéw
typu Fibonacciego. Wykorzystujac interpretacje grafowe zwiazane z liczba zbiorow
k-niezaleznych w pewnych klasach graféow zostaly uogoélnione liczby Pella i liczby
Jacobsthala, [8, 63, 70].

4.4 Uogdlniony cigg Padovana

W [69] zostal wprowadzony uogdélniony ciag Padovana jako konsekwencja zliczania
maksymalnych zbioréw k-niezaleznych zawierajacych zbior lisci w Sciezce P,, n > 1.
Niech n > 1, k > 2 beda liczbami naturalnymi. Uogdlniony ciag Padovana (Pv(n, k))

jest zdefiniowany réwnaniem rekurencyjnym postaci
Pv(n,k) = Pv(n—k,k)+Pv(n—k—1,k)+...4+ Pv(n—2k+1,k) dlan > 2k+1 (4.4)
z warunkami poczatkowymi

0 daie{l,.. k},
Pu(i, k) =
1 dlaie{k+1,.. 2k}

Wyrazy ciagu (Pv(n, k)) sa nazywane uogdlnionymi liczbami Padovana.
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Jezeli k =2, to Pv(n,2) jest Pv(n — 3).
Tabela 4.1 zawiera poczatkowe wyrazy uogélnionych ciagéw Padovana (Pv(n, k))

dla wybranych wartosci n i k.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19
Po(n,2) 0 0 1 1 1 2 2 3 4 5 7 9 12 16 21 28 37 49 65
Po(n,3) 0 0 0 1 1 1 1 2 3 3 4 6 8 10 13 18 24 31 41
Po(n,4) 0 0 0 0 1 1 1 1 1 2 3 4 4 5 7 10 13 16 20
Po(n,5 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 2 3 4 5 5 6 8 11
Pon,6) 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 2 3 4 5 6 6
Pon,77 0 0 0 0 0 O O 1 1 1 1 1 1 1 1 2 3 4 5

Tabela 4.1: Uogdlnione ciagi Padovana (Pv(n,k)) dla k € {2,3,4,5,6,7}, n €
{1,2,...,19}

Twierdzenie 4.24. (A. Wtoch, I. Wtoch [69]) Niech n > 1, k > 2 bedg liczbami natu-
ralnymi. Wtedy Pv(n, k) jest liczbg maksymalnych zbioréw k-niezaleznych zawierajgcych

zbior lisci w $ciezce P,.

Poniewaz jest znana tylko postaé¢ rekurencyjna ciagu (Pv(n,k)), wiec w tym pod-
rozdziale, wykorzystujac powyzsza interpretacje grafowa, podamy wzér dwumianowy
dla ciagu (Pv(n,k)).

Dla liczb naturalnych k& > 2, ¢t > 2, n > 1, niech S(n, k, t) oznacza rodzine wszystkich
t-elementowych maksymalnych zbioréw k-niezaleznych zawierajacych zbior lisci w $ciezce

P, oraz niech S(n,k) = U S(n, k,t). Wtedy z twierdzenia 4.24 wynika zaleznosé
2
|S(n, k)| = Pu(n, k). (4.5)

7 definicji zbioru k-niezaleznego wynika nastepujacy lemat

Lemat 4.25. (M. Pirga [50]) Niech k > 2 bedzie liczbg naturalng. Jezeli 1 < n < k, to
|S(n, k,t)| = 0.

Twierdzenie 4.26. (M. Pirga, I. Wloch [51]) Niechn > k+1, k> 2 orazt > 2 bedg

liczbami naturalnymi. Wtedy

|8(n,k,t)\:§(_1)j. (t—}l) . (n—(t+j—1)k+t—3>.

= J t—2

Dowdd. Niech n > k+ 1, k > 2 oraz t > 2 beda liczbami naturalnymi. Niech
V(P,) = {x1,...,2,} z numeracja wierzchotkéw w naturalnej kolejnosci. Aby wy-

znaczy¢ licznosé rodziny S(n, k,t), wystarczy znalezé liczbe wszystkich maksymalnych
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zbioréw k-niezaleznych zawierajacych zbiér lisci w $ciezce P,. Niech S € S(n, k, t) bedzie
t-elementowym maksymalnym zbiorem niezaleznym zawierajacym L(P,). Zauwazmy,

ze zamiast zbioru S mozemy rozwazy¢ n-wyrazowy ciag a = (aq, as, . . ., a,) taki, ze

1 jesliz; €S,
0 jeslix ¢S5,

(ili) jeshi a; =a; =1 wtedy k < |i — j| < 2k — 1,
(iv) a1 = a, = 1.

Aby wyznaczy¢ liczbe wszystkich n-wyrazowych ciagéw speliajacych warunki (i) - (iv)
najpierw rozwazmy ciag b= (by,bl, ... by by, by, BT bl L BETL b)) taki,
zebj=1dlaje{l,...,t} oraz b =0 dlar € {1,...,k — 1}. Wtedy ciag b spelia
warunki (i), (ii) i (iv) oraz b ma (¢t — 1)k + 1 wyrazéw. Aby otrzymaé n-wyrazowy
ciag a = (aq, ..., a,) nalezy uzupemhic¢ ciagg b dodajac doktadnie n — (¢t — 1)k — 1 zer
w taki sposéb, aby spetniony byt réwniez warunek (iii). Zauwazmy, ze ten problem
mozna réwnowaznie sprowadzi¢ do dekompozycji (tj. uporzadkowanego podziatu) liczby
n—(t—1)k—1nat— 1 sktadnikéw w postacin — (t — 1)k — 1 =mq +mo+---+my_1,
gdzie m; € {0,1,...,k — 1}. Kazdy sktadnik m; odpowiada liczbie zer dodanych
pomiedzy wyrazy b;, bj11, j € {1,...,t—1}. Wtedy liczba wszystkich takich dekompozycji
odpowiada liczbie wszystkich n-ciagéw a = (ay,as ..., a,) spetniajacych warunki (i)-
(iv).

Rozwazmy réwnanie
n—(t—Dk—1=my+mg+---+my_1, gdzie m; € {0,1,...,k—1}.  (4.6)

Wiemy, ze liczba nieujemnych catkowitych rozwigzan réwnania x1 + 29 4 --- + 2, = m

m-+p—1

jest réwna (
p—1

). Stosujac to do rownania (4.6), liczba wszystkich rozwiazan bez

ograniczen natozonych na m; jest réwna

(n—(t—l)k‘+t—3>.

t—2

W ten sposéb otrzymujemy liczbe wszystkich dekompozycji liczby n — (t — 1)k — 1
na t — 1 sktadnikoéw m; bez ograniczen. Jednak w réwnaniu (4.6) zakltadamy, ze m; €
{0,1,...,k — 1} dlatego do rozwiazania zastosujemy zasade wlaczen i wytaczen. Niech

j=1{i:m; > k,1<i<t—1}. Rozwazamy nastepujace przypadki
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1. 7 > 0. To oznacza, ze na m; € {0, 1, ..., k— 1} nie nakladamy ograniczen, wigc zgodnie

z powyzszym wzorem liczba takich rozwiazan wymnosi

(n—(ﬁ;?z+t—3> (4.7)

2. j > 1. Zaktadamy, ze istnieje co najmniej jedno i € {1,...,t — 1} takie, ze m; > k.
Bez straty dla ogélnosci rozwazan mozemy przyjacé, ze my > k oraz my = k + m/, gdzie

m} > 0. Podstawiajac to do réwnania (4.6), otrzymujemy
n—t—1k—1—k=m]+mo+-+my_.
Nastepnie, korzystajac z wyrazenia (4.7) liczba rozwiazan tego réwnania wynosi
(n —th+t— 3)
t—2 '

Poniewaz sktadnik m; > k mozna wybrac¢ na ¢t — 1 sposobdéw, liczba wszystkich takich

@_1y<"_?f;_3) (4.8)

przypadkéw jest rowna

Zatem wystarczy od wyrazenia (4.7) odja¢ wyrazenie (4.8) czyli pominaé¢ przypadki,
w ktorych co najmniej jeden ze sktadnikéw jest wiekszy niz k£ — 1. Musimy pamietac,
ze wzor 4.8 zlicza wielokrotnie przypadki dla j > 2, zatem odjeliémy za duzo. Musimy

doda¢ obliczong w podobny sposob liczbe przypadkow dla j > 2.

3. j > 2. Zaktadamy, ze dwa sktadniki m,;, m; > k. Niech my, my > k oraz m; = k+m/

i my = k 4+ m),. Analogicznie do poprzedniego przypadku, otrzymujemy réwnanie
n—t—Dk—1-2k=mi+mi+m3+---+my_

i liczba rozwigzan tego réwnania wynosi

(n—(t+1)k+t—3>'

t—2

Liczba sposobéw wyboru dwoch sktadnikéw sposrod ¢ — 1, ktére moga byé wieksze niz

k — 1, wynosi (t;). Zatem liczba wszystkich takich przypadkoéw jest réwna

(t;l) ‘ (n—(ttl_)l;ﬂ—?))

Dodajemy to z powrotem do wyrazenia (4.7) pomniejszonego o wartosé¢ (4.8), poniewaz
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te przypadki zostaly usuniete dwukrotnie w kroku 5 > 1. Wtedy dodamy jednak
wielokrotnie przypadki dla j > 3, wigc musimy odja¢ przypadki j > 3. Kontynuujac to
postepowanie, wida¢, ze bedziemy odejmowac przypadki dla j nieparzystego, a dodawac
dla j parzystego.

Obliczmy liczbe rozwigzan przy zatozeniu, ze co najmniej j sktadnikéw moze by¢
wigkszych niz k — 1. Niech mq,mo,...,m; > k. Przedstawiajac te skladniki jako

m; = k + mj, réwnanie przyjmuje postac
n—(t—1)k—1—jk=mi+mh+ - +mj+ - +m.

Liczba rozwigzan tego réwnania wynosi

(n—(t+j—1)k+t—3>‘

t—2

Liczba sposobéw wyboru j sktadnikow sposréd ¢ — 1 wynosi (t?). Zatem liczba

wszystkich takich przypadkéw to

(—1y - (t;l) _ (n—(t+jt—_12)k+t—3>‘

Element (—1)7 oznacza, ze dla nieparzystych wartosci 7, usuwamy przypadki, w ktérych
sktadniki sg wieksze niz k — 1, a dla parzystych wartosci j dodajemy je z powrotem,
aby skorygowa¢ nadmiarowe odjecia w poprzednich krokach.

Sumujac po wszystkich mozliwych wartosciach j € {0,...,t — 1} otrzymujemy, ze

Stk = (<1 (t—, 1) | (n— <t+jt—_12>k+t—3>

=0 J
co konczy dowdd. 0

Korzystajac z twierdzen 4.24 i 4.26 oraz zaleznosci 4.5, sumujac powyzsze wyrazenie
po wszystkich mozliwych ¢ > 2 otrzymujemy wzor dwumianowy dla uogélnionych liczb
Padovana Puv(n, k).

Twierdzenie 4.27. (M. Pirga, I. Wloch [51]) Niech n > k+ 1, k > 2 bedg liczbami
catkowitymai. Wtedy

Po(n k) = S S (1) <t—_1> | (n—(t+jt—_12)k+t—3>.

t>2 j—0 J

Jezeli k = 2, to Pv(n,2) = Pv(n — 3) i w konsekwencji otrzymujemy kolejny nowy

wzor dwumianowy dla klasycznych liczb Padovana.
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Whiosek 4.28. (M. Pirga, I. Wtoch [51]) Niech n > 3 bedq liczbami calkowitymi. Wtedy

ZZIS(—W" (t;l) ‘ (n—2(t:_j)2+t—1>.

t>2 j=0

4.5 Uogdblnione wielomiany Padovana grafu

Uogolnione wielomiany Fibonacciego grafow, majace zwiazek z liczba wszystkich zbio-
row k-niezaleznych, k > 3, zostaly wprowadzone przez I. Whoch [74] z wykorzystaniem
operacji ztaczenia grafow.

Niech G bedzie grafem spéjnym o zbiorze wierzchotkow V(G) = {t1,...,t,}, n > 2
oraz niech h, = (H;)icq1,..ny bedzie ciagiem, dowolnych, wierzchotkowo roztacznych
grafow H; takich, ze V(H;) = {(ti,y1)s o, (tiy yu) }y © > 1

G-ztaczeniem grafu G i ciagu (h,) nazywamy graf G[h,| taki, ze V(Glh,]) =
O V(I § BGlh) = O B ULt 1), (1,00 < it € B(G)}.

- Jezeli H; = H dla kazdego i € {1,...,n}, to otrzymujemy definicje kompozycji dwoch
grafow G i H.

Dla dowolnych liczb naturalnych k£ > 3, > 1 uogoélniony wielomian Fibonacciego

fa(k, x) zmiennej x, grafu n-wierzchotkowego G, n > 2 jest zdefiniowany jako fq(k, ) =

.....

grafow, takich, ze |V (H;)| = |V| = =.

Twierdzenie 4.29. (I. Wtoch [74]) Niech k > 3, n > 2, x > 1 bedq liczbami natural-

nymi. Wtedy
fo ) = 3 <n —(p—1)(k - 1)>xp7

p>0 p

—plk—1)—1
fo,(k,x) = 1+n:1:—|—zn<n o ) )xp.
p>2 P p—1

Z definicji wielomianu fg(k,x) otrzymujemy liczbe zbior6w k-niezaleznych, k > 3,
w ztaczeniu Glh,], gdzie h, = (H;)icq1,..ny jest ciagiem dowolnych graféw, majacych x

.....

wierzchotkéw, x > 1. Wtedy

O (Pulh]) = 3 (n —(p-1)(k— 1)>xp,

p>0 p
—plk—1) -1
U(k)(Cn[hn])=1+nx+Zn<n plk = 1) >x
p>2 P p—1

Analogicznie jak w przypadku klasycznych ciaggéw Padovana, ciggi Padovana

(Pv(n, k)) mozna uogdlni¢ przy pomocy wielomianu.
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W dalszych rozwazaniach wykorzystamy twierdzenie dotyczace odlegtosci pomiedzy

wierzchotkami w G-ztaczeniu.

Twierdzenie 4.30. (A. Wtoch, I. Wtloch [73]) Niech (t;,yp), (tj,y,) € V(G[hy]). Wtedy

dG(twt]) dlal#.ﬁ
dG[hn}((thyp)a (tja yq)) =431 dla i =J oraz de'(yp?yfI) =1,

2 w pozostalych przypadkach.

Charakteryzacja zbioréw k-niezaleznych i maksymalnych zbioréw k-niezaleznych

w G-zlaczeniu zostata podana w [62] 1 [65].

Twierdzenie 4.31. (W. Szumny, A. Wtoch, I. Wiloch [62]) Podzbior S C V(G[hy,))
jest zbiorem niezaleznym grafu Glh,] wtedy i tylko wtedy, gdy rzut wg(S) jest zbiorem
niezaleznym grafu G i zbior wy, (S) jest zbiorem niezaleznym grafu H;, dla kazdego

t; € Wg(S).

Twierdzenie 4.32. (J. Topp [65]) Podzbior S C V(Glh,]) jest maksymalnym zbiorem
niezaleznym grafu Glhy,| wtedy i tylko wtedy, gdy rzut wg(S) jest maksymalnym zbiorem
niezaleznym grafu G i zbior wg,(S) jest maksymalnym zbiorem niezaleznym grafu H;,
dla kazdego t; € m(5).

Twierdzenie 4.33. (W. Szumny, A. Wtoch, I. Wtoch [62]) Niech k > 3 bedzie liczbg
naturalng. Podzbior S C V(G[h,]) jest maksymalnym zbiorem k-niezaleznym grafu
Glhy,] wtedy i tylko wtedy, gdy rzut wg(S) jest maksymalnym zbiorem k-niezaleznym
grafu G i zbior wy,(S) zawiera dokladnie jeden wierzcholek dla kazdego t; € ma(S).

Niech k£ > 2 bedzie liczba naturalna. Niech G bedzie spojnym n-wierzchotkowym
grafem, n > k + 1 oraz 6(G) = 1. Kazdy spdjny n-wierzchotkowy graf, n > 3 taki, ze
L(G) # () ma maksymalny zbi6r niezalezny zawierajacy zbior lisci. Jezeli k > 31 L(G) #
0, to nie kazdy graf ma zbiér k-niezalezny zawierajacy zbiér L(G). Z definicji zbioru
k-niezaleznego wnioskujemy, ze dla k > 3 graf G ma zbior k-niezalezny zawierajacy
L(G) wtedy i tylko wtedy, gdy L(G) zawiera doktadnie jeden wierzchotek albo dla
kazdego z,y € L(G) zachodzi nieréwnos¢ dg(z,y) > k.

W dalszych rozwazaniach zaktadamy, ze G jest grafem spéjnym takim, ze L(G) # ()
i G ma maksymalny zbior k-niezalezny, k > 2, zawierajacy L(G) jako podzbior.

Niech a](—fzmx(G,n,t) oznacza liczbe t-elementowych maksymalnych zbiorow k-
niezaleznych zawierajacych zbior lisci L(G) w n-wierzchotkowym grafie G. Niech
U(Lk,zmx(G) oznacza liczbe maksymalnych zbioréw k-niezaleznych zawierajacych zbior

lisci L(G) w grafie G. Dla kazdego n-wierzchotkowego grafu G mamy ott) (G) =

Lmaz
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> U(L}fznax(G, n,t). Niech Sy C V(G[h,)]) bedzie maksymalnym zbiorem A-niezaleznym
g";fu Glh,] takim, ze rzut 74 (S) jest maksymalnym zbiorem k-niezaleznym zawieraja-
cym zbiér lisci L(G). Liczbe zbioréw Sr(ey bedziemy oznaczaé J(Ll?nax(G [Pn]r@))-

Dla dowolnych liczb catkowitych & > 2 oraz x > 1, uogoélniony wielomian Pado-
vana Pu(G, k,x) zmiennej z, grafu n-wierzchotkowego G, n > 3, definiujemy jako
Pv(Gk,z) = U(L’?nax(G[hn]w(G)): gdzie dla k > 3 i clag hn, = (H;)ieq1,....ny jest dowol-
nym ciggiem wierzchotkowo roztacznych graféow takich, ze |V (H;)| = |V| =z, x > 1,
natomiast dla k = 2 ciag h, = (Kl(f))ie{17,,,7n} gdzie K jest i-ta kopia grafu petnego
K, x> 1.

Twierdzenie 4.34. (M. Pirga, I. Wloch [51]) Niech k > 2, n > 3, x > 1 bedq liczbami
naturalnymi. Wtedy dla kaZdego grafu G takiego, Ze §(G) = 1 i majgcego maksymalny

2bior k-niezalezny zawierajgcy zbior lisci, uwogolniony wielomian Padovana ma postac

Pv(Gk,z) = ZU(L?”M(G, n,t)a’.
t>1
Dowdd. Niech G bedzie grafem spelniajacym zaltozenia twierdzenia. Korzystajac z defi-

nicji Pv(G, k, x) rozwazmy nastepujace przypadki.

1. k = 2. W tym przypadku ciag (h,) zawiera n kopii grafu pelnego K, oznaczonych
jako KW, x > 1, dlai € {1,...,n}. Niech Sy C V(G[h,]) bedzie t-elementowym mak-
symalnym zbiorem niezaleznym w G[h,], takim ze jego rzut 75 (S) jest maksymalnym
zbiorem niezaleznym zawierajacym zbior lici grafu G. Korzystajac z twierdzenia 4.32
wnioskujemy, ze aby otrzymac zbior Sy, nalezy wybra¢ t-elementowy maksymalny
zbidr niezalezny zawierajacy zbior lisci grafu GG, a nastepnie wybra¢ doktadnie jeden
wierzchotek z kazdej kopii K (V). Poniewaz mozemy to zrobi¢ na x sposobéw, to liczba
mozliwosci wyboru zbioru niezaleznego w G|h,], ktérego rzut na G jest maksymal-
nym zbiorem niezaleznym zawierajacym zbidr lisci, wynosi U(L%)max(G, n,t)z'. Zatem
Pu(G,2,x) = t§>:2 U(LQ,LLM(G, n,t)zt.

2. k > 3. W tym przypadku ciag (h,) zawiera n dowolnych, wierzchotkowo roztacznych
grafow H;, gdzie |V (H;)| = x, > 1. Niech Sy C V(G[h,]) bedzie maksymalnym
zbiorem k-niezaleznym w G|h,] takim, ze jego rzut mg(S) jest maksymalnym zbiorem
k-niezaleznym zawierajacym zbior lisci grafu G. Korzystajac z twierdzenia 4.30 wiemy;,
ze co najwyzej jeden wierzchotek z kazdego grafu H;, ¢ € {1,...,n} moze naleze¢ do
Sx(c)- Dowodzac w sposob analogiczny jak w przypadku 1 i korzystajac z twierdzenia

4.33, otrzymujemy teze twierdzenia. 0
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Korzystajac z twierdzen 4.26 i 4.34, otrzymujemy posta¢ uogélnionego wielomianu

Padovana dla $ciezek.

Whniosek 4.35. (M. Pirga, I. Wtoch [51]) Niech t > 1. Wtedy, dlan > k+1, k > 2

mamy
Pu(P, k,x) = ; (g(_l)j : (t ; 1) . <n —(t +jt—_12)k +t— 3)) N

Podamy wzér rekurencyjny dla uogdlnionego wielomianu Pv(FP,, k, z), ktéry wyko-

rzystamy do zdefiniowania uogdlnionych wielomianéw Padovana.

Twierdzenie 4.36. (M. Pirga, I. Wloch [51]) Niech k > 2, n > 0, x > 1 bedq liczbami
naturalnymi. Wtedy

Pu(P,,k,z) = x (Pv(P,_g, k,z) + Pv(Py_g_1,k,x) + ... + Po(Py_oky1, k,z)), (4.9)
dla n > 2k + 1 z warunkami poczgtkowyms

0 dlaie€{l,.. k},
2 dlaie{k+1,..,2k}.

Pu(P,k,z) =

Dowdd. Dlan € {0,1,...,2k} twierdzenie wynika bezposrednio z definicji Pv(G, k, z).
Niech n > 2k + 1. Niech k£ > 2. Korzystajac z definicji uogélnionego wielomianu
Pu(P,, k,z) wiemy, ze liczba maksymalnych zbiorow k-niezaleznych S w zlaczeniu
P,[h,], dla r < n, ktérych rzut 7g(S) jest maksymalnym zbiorem k-niezaleznym
zawierajacym L(P,) jest rowna Pv(P,,k,x). Przyjmijmy, ze V(P,) = {t1,...,to}, n >
2k +1 z numeracja wierzchotkéw w naturalnej kolejnosci. Wtedy {t1,¢,} C L(P,). Niech
S bedzie maksymalnym zbiorem k-niezaleznym zawierajacym zbior lisci w Sciezce P,.

Rozwazamy nastepujace przypadki.

1. k = 2. Poniewaz t, € S to t,_; ¢ S. Wtedy zachodzi jedna z dw6ch mozliwosci
tno € S albo t, o ¢ Sit, 3 € S. Zatem, na podstawie definicji Pv(G,k,z) oraz
hipotezy indukcyjnej, otrzymujemy, ze Pv(P,,2,x) = vPv(P,_3,2,z)+xPv(P,_3,2, ).

2. k > 3. Poniewaz t, € S to {ty—1,...,th_e—1)} NS = 0. Na podstawie definicji
Pv(P,, k,z) oraz hipotezy indukcyjnej otrzymujemy x P, (P, _, k, x) mozliwosci. Wtedy
H{tn—k, - tnokr1} NS| =1, w przeciwnym wypadku S nie jest maksymalnym zbiorem
k-niezaleznym. Postepujac analogicznie jak w przypadku 1, otrzymujemy réwnosé
(4.9). O
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7 powyzszej interpretacji wynika definicja uogélnionego wielomianu Padovana. Niech
k> 2, n > 1 beda liczbami naturalnymi. Uogélniony wielomian Padovana Pv(n, k, x)

definiujemy rownaniem rekurencyjnym.

Pu(n,k,z) = xPv(n—k, k,x)+Pv(n—k—1,k, z)+...4+ Pv(n—2k+1,k, z) dla n > 2k+1

z warunkami poczatkowymi

0 dlaie{l,.. k),
2 dlaie{k+1,..,2k}.

Pu(i,k,x) =

Jezeli x = 1, to Pv(n, k,1) = Pv(n, k) oraz Pv(n,2,1) = Pv(n — 3).
W konsekwencji z wniosku 4.35 i definicji uogélnionego wielomianu Padovana

otrzymujemy jego posta¢ dwumianows.

Whniosek 4.37. (M. Pirga, I. Wloch [51]) Niech t > 1. Wtedy, dlan > k+1, k> 2

otrzymujemy

Pv(n,k,x):Z(f(—l)j' (t—'1> | (n—(t+j—1)k:+t—3>)xt'

t>1 \j=0 J t—2



Rozdziat 5
Wilasciwe zbiory 2-dominujgce

W tym rozdziale bedziemy rozwazac¢ zbiory 2-dominujace, ktére sa zbiorami zawie-
rajacymi zbior lidci. Zdefiniujemy wlasciwe zbiory 2-dominujace w grafach i podamy
warunki konieczne i wystarczajace, na to aby w grafie istnial wlasciwy zbiér 2-dominujacy.
Przedstawimy zaleznosci pomiedzy parametrami wtasciwego 2-dominowania a para-
metrami 2-dominowania i 3-dominowania oraz pokazemy, zwiazek pomiedzy liczba

wlasciwego 2-dominowania a istnieniem niezaleznych zbioréw 2-dominujacych.

5.1 Definicja wtasciwego zbioru 2-dominujgcego

Jednym z wariantéw zbiorow dominujacych jest doskonate dominowanie wprowa-
dzone przez E. J. Cockayne i in. w pracy [22].

Podzbiér D C V(G) jest doskonalym zbiorem dominujgcym jezeli kazdy wierzchotek
x € V(G)\ D jest sasiedni z doktadnie jednym wierzchotkiem ze zbioru D.

Zbiory, ktore sa jednoczesnie doskonatymi zbiorami dominujacymi i niezaleznymi sa
nazywane efektywnymi zbiorami dominujgcymi [2], (3, 1)-jedrami [16] lub doskonatymi
kodami [13].

Uogoélniajac pojecie doskonatego dominowania B. Chaluvaraju i in. wprowadzili
w [17] doskonate zbiory p-dominujace korzystajac z definicji zbioru p-dominujacego
w sensie J. M. Finka i M. S. Jacobsona, [26].

Niech p > 1 bedzie liczba naturalna. Podzbior D C V(G) jest doskonatym zbiorem
p-dominujgeym grafu G, jezeli kazdy wierzchotek v € V(G)\ D ma doktadnie p-sasiadéw
w grafie G.

7 powyzszej definicji wynika, ze doskonaty zbiér 1-dominujacy jest doskonalym
zbiorem dominujgcym.

Kazdy graf ma doskonaly zbiér p-dominujacy w szczegolnosci jest nim zbior wierzchot-

kéw V(G). Z definicji doskonatego zbioru p-dominujacego wynika nastepujaca zaleznosé.
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Twierdzenie 5.1. (B. Chaluvaraju, M. Chellali, K. A. Vidya [17]) Niech p > 1 bedzie
liczbg naturalng. Dla dowolnego grafu G kazdy wierzchotek stopnia co najwyzej p — 1

nalezy do kazdego doskonalego zbioru p-dominujgcego.

7 twierdzenia 5.1 wynika, ze dla dowolnego grafu G kazdy doskonaty zbiér p-
dominujacy, p > 2, zawiera zbidr lisci jako podzbiér. Wiemy réwniez, ze dla dowolnego
grafu G kazdy zbiér p-dominujacy, p > 2 zawiera zbior lidci jako podzbior.

Definicja doskonatego zbioru p-dominujacego wprowadza jednoznacznie okreslenie
parametru p, jednak natozone warunki wymuszaja znaczne ograniczenia na stopnie
wierzchotkéw w grafie.

Sposréd zbioréw p-dominujacych najczesciej badane sg zbiory 2-dominujace i nieza-
lezne zbiory 2-dominujace. Niezalezne zbiory 2-dominujace sa nazywane (2 — d)-jadrami
[7]. Warto wspomnie¢, ze w ksiazce [29] z 2020 roku jeden z rozdzialéw autorstwa
A. Hansberga i L. Volkmanna zawiera przeglad wynikéw dotyczacych wielokrotnego
dominowania. Wiele z tych rezultatow dotyczy 2-dominowania, ale nalezy wymieni¢
takze interesujace prace dotyczace ogdlnego przypadku [15, 45, 46].

Definicja doskonatego zbioru p-dominujacego naktada warunek na kazdy wierzchotek
nienalezacy do tego zbioru. W tym rozdziale wprowadzimy pojecie wtasciwego zbioru
2-dominujacego, ktoére ostabia doskonate 2-dominowanie i odroznia zbiory 2-dominujace
od p-dominujacych, p > 3.

Podzbiér D C V(G) nazywamy wlasciwym zbiorem 2-dominujgcym (krotko: 2-DS),
jezeli jest zbiorem 2-dominujacym i nie jest zbiorem p-dominujacym, p > 3. Innymi
stowy, podzbiér D C V(QG) jest 2-DS, jezeli istnieje wierzchotek nienalezacy do zbioru D
ktory ma doktadnie dwoch sgsiadow w zbiorze D. O tym wierzchotku bedziemy mowic,
ze jest wlasciwie 2-dominowany.

Poniewaz zbiér V(G) jest zbiorem p-dominujacym, dla p > 1, wiec V(G) nie jest
wlasciwym zbiorem 2-dominujacym.

7 definicji zbioru p-dominujacego wynika nastepujacy lemat, ktéry bedzie wykorzy-

stany w dalszych rozwazaniach.

Lemat 5.2. (P. Bednarz, M. Pirga [6]) Dla dowolnego grafu G kazdy lis¢ nalezy do

kazdego wiasciwego zbioru 2-dominujgcego.

Moc najmniejszego 2-DS nazywamy liczbg wlasciwego 2-dominowania i oznaczamy
symbolem ~v5(G).

Zbior D C V(@) nazywamy ve-zbiorem, jezeli jest zbiorem 2-dominujacym grafu
G oraz ma najmniejsza licznosé sposrod wszystkich zbiorow 2-dominujacych grafu G.
Analogicznie, zbiér D C V(G) nazywamy ~s-zbiorem, jezeli jest 2-DS grafu G oraz ma

najmniejszg licznos$é sposrod wszystkich 2-DS grafu G.



5.2. Charakteryzacja graféw majacych wtasciwy zbiér 2-dominujacy 62

Poniewaz kazdy 2-DS jest zbiorem 2-dominujacym, wiec dla dowolnego grafu G,

zachodzi nier6wnosé:

Y5 (G) = 12(G). (5.1)

5.2 Charakteryzacja graféw majacych wlasciwy zbioér
2-dominujacy

Nie kazdy graf ma 2-DS. Jako przyktad rozwazmy gwiazde K7y ,,_1, n > 4, w ktérej nie
istnieje 2-DS.W tym podrozdziale przedstawimy pelng charakteryzacje graféw majacych
wlasciwe zbiory 2-dominujace.

Ponizsze twierdzenie podaje warunek konieczny i wystarczajacy na istnienie 2-DS

w grafie G.

Twierdzenie 5.3. (P. Bednarz, M. Pirga [6]) Graf spéjny, n-wierzcholkowy G, n > 3,
ma 2-DS wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wierzcholek v taki ze dg(v) > 2 i |[Ng(v) N
L(G)] < 2.

Dowdd. Niech D bedzie 2-DS grafu G. Zalézmy nie wprost, ze kazdy wierzchotek
z € V(G) jest lisciem lub |Ng(x) N L(G)| > 3. To oznacza, ze x € L(G) U S(G). Jezeli
z € L(G), to z definicji 2-DS wiemy, ze x € D. Jezeli z € S(G), to |[Ng(x) N D| > 3.
Zatem nie istnieje wierzchotek w zbiorze V(G) \ D ktéry ma dwoch sasiadéow w zbiorze
D, sprzeczno$é z zalozeniem, ze D jest 2-DS.

Dla dowodu w druga strone zalézmy, ze istnieje v € V(G) taki, ze dg(v) > 2
i |Ng(v) N L(G)| < 2. Pokazemy, ze G ma 2-DS.
Niech R = V(G) \ Ng[v] oraz Ng(v) = L(v) U Vo U Vi U Va, gdzie

(i) Vo C V(G) taki, ze dla kazdego vy € Vy zachodzi Ng(vg) N R = (),
(i7) Vi C V(G) taki, ze dla kazdego vy € V; zachodzi |[Ng(vi) N R| =1,
(1i1) Vo C V(@) taki, ze dla kazdego vy € V, zachodzi |Ng(ve) N R| > 2.

Rysunek 5.1 przedstawia graf G z wyszczegdlnieniem zbioréow Vp, Vi, Vo i R w grafie
G, dla |L(v)| = 2.
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Rysunek 5.1: Zbiory Vg, Vi, Vo, R w grafie G, dla L(v) = {ly,l2}.

Rozwazmy nastepujace przypadki.

1. Zatézmy, ze v € S4(G) oraz Ng(v) N L(G) = {ly,ls} i przeanalizujemy wszystkie

mozliwodci.

(a) Vo # 0.
Zaltozmy, ze vy jest wierzchotkiem o najmniejszym stopniu w zbiorze V. Kazdy
wierzchotek z V) ma stopien co najmniej dwa, w przeciwnym razie Vj zawieratby
wierzchotek bedacy lisciem, co jest sprzeczne z zatozeniem, ze v sasiaduje doktadnie
z dwoma lisémi. Wtedy zbiér (V' (G)\ Ng[vo]) U{v, vy} gdzie vy € Ng(vo) \{v} jest
2-DS i wierzchotek vy jest wlasciwie 2-dominowany. Dla dowolnego v € Ng(vp)
takiego, ze v # v oraz vy € Vi lub v{ € V, warunek 2-dominowania jest
zapewniony przez v i co najmniej jeden wierzchotek ze zbioru R. Jezeli vy € Vg,
to z zalozenia ze vy ma najmniejszy stopienn w Vy wynika, ze dg(v)) > da(vo).
Jezeli Ng(vo) = Ng(v)), to vj jest wlasciwie 2-dominowany przez v i vj. Jezeli
Ne(vg) # Na(vf), to istnieje vy’ € Ng(vy) taki, ze v)’ ¢ Ng(vo), czyli v] jest

: 3 n
2-dominowany przez v i vy'.

(b) Vo=01V1 #£0.
Wtedy zbiér RU {v, 11,15} jest 2-DS i kazdy wierzcholek ze zbioru V; jest wlasciwie

2-dominowany.

(c) Vo=0,Vi=01Vy #0.
Wtedy zbior R U {l1, 1o} jest 2-DS i wierzcholek v jest wlasciwie 2-dominowany.

(d) Vo=0,Vi =01V, =0.
Wtedy R = 0 czyli G = P, co oznacza, ze zbiér L(Ps) jest 2-DS i wierzchotek v

jest wlasciwie 2-dominowany przez L(P;).

2. Niech v € S,,(G) oraz Ng(v) N L(G) = {1 }.
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(a)

Vo # 0.

Analogicznie jak w przypadku 1(a), niech vy bedzie wierzchotkiem o najmniejszym
stopniu w zbiorze V. Kazdy wierzchotek z V; ma stopien co najmniej dwa.
W przeciwnym razie, otrzymalibysSmy sprzecznosé¢ z zatozeniem, ze wierzchotek v
sasiaduje z dokladnie jednym lisciem. Wtedy analogicznie jak w przypadku 1(a),
zbior (V(G)\ Ng(vo))U{v, v} }, gdzie v € Ng(vg) \ {v}, jest 2-DS i wierzcholek vy
jest wlasciwie 2-dominowany. W taki sam sposéb jak w przypadku 1(a) mozemy

pokazad, ze kazdy v € Ng(vg) jest 2-dominowany.

Vo=01V; #0.
Wtedy, zbiér R U {l;,v} jest 2-DS i kazdy wierzchotek ze zbioru V; jest wlasciwie

2-dominowany.

Vo=0,Vi=0iV, #0.
Niech v € Ng(v) NV, Wtedy zbiér R U {l1,v'} jest 2-DS i wierzchotek v jest

wlasciwie 2-dominowany.

Vo=0,Vi=01iV,=0.
Przypadek (d) nie zachodzi, poniewaz dg(v) = 1, sprzecznos¢ z zatozeniem, ze
n = 3.

3. Zalézmy, ze v ¢ (L(G) U S(G)). Rozwazmy nastepujace przypadki.

(a)

Vo £ 0.
Analogicznie jak w przypadku 1(a), niech vy bedzie wierzchotkiem o najmniejszym
stopniu w zbiorze V. Zauwazmy, ze kazdy wierzchotek ze zbioru V) ma stopien co
najmniej dwa w G. W przeciwnym razie otrzymujemy sprzecznos¢ z zatozeniem,
ze v nie jest wierzchotkiem podtrzymujacym. Wtedy analogicznie jak w przypadku
1(a), zbior (V(G)\Ne(vo))U{v, vy}, gdzie vy € Ng(vo)\{v}, jest 2-DS i wierzchotek

Vo jest wlasciwie 2-dominowany oraz kazdy v € Ng(vg) jest 2-dominowany.

Vo=0iV #0.
Wtedy zbiér R U {v} jest 2-DS i kazdy wierzcholek z Vi jest wlasciwie 2-

dominowany.

Vo=0,Vi=0iVy#0.

Wtedy zbiér R U {z,y} jest 2-DS, gdzie wierzchotki {z,y} € V5. Istnienie co
najmniej dwoch wierzchotkéw w zbiorze V; jest zapewnione przez zalozenie, ze
v nie jest ani liSciem, ani wierzchotkiem podtrzymujacym. Wtedy wierzchotek v

jest wlasciwie 2-dominowany.
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(d) Vo=0,Vi=0iV,=0.
Przypadek (d) nie zachodzi, poniewaz dg(v) = 0, sprzecznosé ze spojnoscia grafu

G i z zalozeniem, ze n > 3.

7 powyzszych twierdzen wynikaja nastepujace wnioski.

Whiosek 5.4. (P. Bednarz, M. Pirga [6]) Jezeli graf G ma 2-DS, to G nie mozna
przedstawic w postaci uogdlnionej korony pewnego grafu H i rodziny graféw N, postaci
HoN,, gdziep; >3,i€{1,2,...,|V(H)|}.

Dowdd. Zaldézmy nie wprost, ze istnieje graf H taki, ze G = H o N, gdzie p; > 3 dla
kazdego i € {1,2,...,|V(H)|} i niech D C V(G) bedzie 2-DS grafu G. Z definicji 2-DS
wiemy, ze wszystkie liscie grafu G musza naleze¢ do zbioru D. Z definicji uogdélnione;j
korony H o N,, wynika, ze kazdy wierzchotek h € V(G)\ L(G) ma co najmniej 3 sasiadéw
w zbiorze D, poniewaz p; > 3, czyli nie istnieje wierzchotek wlasciwie 2-dominowany,

co jest sprzeczne z zalozeniem, ze D jest 2-DS. U

Whiosek 5.5. (P. Bednarz, M. Pirga [6]) W grafie G nie istnieje 2-DS wtedy i tylko
wtedy, gdy kazdy wierzchotek grafu jest lisciem lub jest wierzchotkiem podtrzymujgcym

majgcym co nagmnie) trzy sgsiednie liscie.
Whiosek 5.6. (P. Bednarz, M. Pirga [6]) Jezeli L(G) =0, to G ma 2-DS.

Whiosek 5.7. (P. Bednarz, M. Pirga [6]) Jezeli w grafie G istnieje wierzcholek v taki,
ze dg(v) = 2, to G ma 2-DS.

Wykorzystujac otrzymane rezultaty mozemy podaé¢ warunki wystarczajace na ist-
nienie 2-DS w znanych produktach grafowych. Skorzystamy ze znanych zalezno$ci
dotyczacych minimalnego stopnia w produktach grafowych.

Niech G'i H beda spojnymi n-wierzchotkowymi grafami, n > 2. Wtedy
1.6(GOH)=46(G)+6(H),

2. 0(GRH) > 2,
3.0(Gx H)=0(G)-0(H)dlan>31id(H) > 2.
7 powyzszych zaleznosdci wynika, ze w rozwazanych produktach nie ma lidci, zatem

z wniosku 5.6 otrzymujemy

Twierdzenie 5.8. (P. Bednarz, M. Pirga [6]) Niech n > 2 bedzie liczbg naturalng.
Jezeli G i+ H sq spéjnymi n-wierzchotkowyma grafama, to grafy G O H + GX H majq
2-DS.

Twierdzenie 5.9. (P. Bednarz, M. Pirga [6]) Niech n > 3 bedzie liczbg naturalng.
Jezeli G i H sq spdjnymi n-wierzcholkowymi grafami, L(H) =0, to G x H ma 2-DS.
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5.3 Parametry wlasciwego 2-dominowania

W tym podrozdziale pokazemy zaleznosci pomiedzy parametrami dominowania

72(G) 1 72(G),73(G).
Dla szczegdlnych klas graféw parametr v5(G) mozna wyznaczy¢ doktadnie.

Whiosek 5.10. (P. Bednarz, M. Pirga [6]) Niech n, m bedq liczbami naturalnymi. Wtedy
(i) v5(K,) = Y (K,) =2 dlan > 3,
(1i) 72(Cn) = 72(Cn) = [5] dlan >3,
(iit) 13(Pn) =2(Pa) = [5] +1 dlan > 3,

2 dlan=21

n<m
4 dlan>3in<m '

() v5(Knm) = V2 (Knm) = {

Twierdzenie 5.11. (P. Bednarz, M. Pirga [6]) Niech G bedzie grafem spdjnym majgcym
2-DS. Jezeli v2(G) < 13(G), to v5(G) = 1 (G).

Dowdd. Jezeli 72(G) < v3(G), to kazdy ~9-zbior grafu G nie jest y3-zbiorem. Innymi
stowy, istnieje wierzchotek w ~,-zbiorze ktéry nie jest 3-dominowany. Zatem kazdy
~o-zbidr jest réwniez vys-zbiorem. W konsekwencji otrzymujemy, ze 15(G) = 72(G), co

koniczy dowdd. O

Implikacja odwrotna nie jest prawdziwa. Z réwnosci v5(G) = 72(G) nie musi wynikaé
nieréwnos¢ 12(G) < ~v3(G). Jako przyktad rozwazmy drzewo T przedstawione na
Rysunku 5.2. Wtedy v5(T') = 72(T") poniewaz Vi = {a,b,c, e} jest jednoczesnie -
zbiorem i 7,-zbiorem. Ponadto najmniejszym zbiorem 3-dominujacym drzewa T jest
Vo ={a,b,d, e}, zatem ~o(T) = v3(T).

Rysunek 5.2: Drzewo T'.

Kolejne twierdzenie podaje zalezno$é pomiedzy parametrami dominowania v5(G)
1 72(G).
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Twierdzenie 5.12. (P. Bednarz, M. Pirga [6]) Niech G bedzie spdjnym n-wierzchol-
kowym grafem, n > 4, majgcym 2-DS i niech y2(G) = 73(G). Jezeli w grafie G istnieje
Ya-2bior, ktory nie jest niezalezny, to v5(G) = 12 (G).

Dowdd. Zalézmy, ze G jest grafem majacym 2-DS takim, ze v2(G) = v3(G). Niech D
bedzie yo-zbiorem ktéry nie jest niezalezny. Jezeli istnieje wierzchotek v € V(G) \ D
ktory jest wladciwie 2-dominowany, to D jest v5-zbiorem. Zatézmy, ze D nie jest 75-
zbiorem. To oznacza, ze kazdy wierzcholek v € V/(G) \ D jest 3-dominowany. Poniewaz
D nie jest zbiorem niezaleznym to istnieja dwa sasiednie wierzchotki z,y € D. Niech
z € (Ng(z) U Ng(y)) \ {z,y}. Poniewaz G ma co najmniej cztery wierzchotki i G
jest spojny, wiec zawsze istnieje wierzchotek z. To oznacza, ze zachodzi co najmniej
jedna mozliwosé: zz € E(G) lub yz € E(G) lub zz,yz € E(G). Bez straty ogdlnosci
zatézmy, ze vz € E(G). Pokazemy, ze z ¢ D. Jezeli z € D, to zbiér D \ {z} réwniez
bytby 2-dominujacy, poniewaz D jest 3-dominujacy, co przeczyltoby zatozeniu, ze D
jest yp-zbiorem. Zatem Ng(z) N D = {y}. Stad (Ng(z) \ {y}) N D = (). Poniewaz D
jest zbiorem 3-dominujacym to kazdy wierzchotek 2z € Ng(z) \ D jest 3-dominowany.
Rozwazmy zbiér Dy = D\{z}U{z}. Wtedy wierzcholek = ma doktadnie dwéch sasiadow
y oraz z w zbiorze Dy, a kazdy wierzchotek 2z’ € Ng(z) \ D; jest dominowany przez
co najmniej dwa wierzchotki ze zbioru D;. Z tego wynika, ze D; jest ys-zbiorem, co

koniczy dowdd. 0
7 powyzszego twierdzenia otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whiosek 5.13. (P. Bednarz, M. Pirga [6]) Niech G bedzie spjnym n-wierzcholkowym
grafem, n > 4, majgcym 2-DS i niech v2(G) = 13(G). Jezeli v5(G) > 72(Q), to kazdy

Yo-zbior grafu G jest niezaleziny.

Kolejne twierdzenie podaje zaleznos¢ pomiedzy liczbg 2-dominowania a liczbg

wladciwego 2-dominowania.

Twierdzenie 5.14. (P. Bednarz, M. Pirga [6]) JeZeli G jest spdjnym n-wierzcholkowym

grafem, n > 3, ktéry ma 2-DS, to spelniona jest nieréwnosé

Dowdd. Nieréwnosé vo(G) < 73(G) wynika bezposrednio z definicji 2-DS poniewaz
kazdy 2-DS jest zbiorem 2-dominujacym. Wykazemy, ze 75(G) < 72(G) + 1. Poniewaz
kazdy zbiér 3-dominujacy jest 2-dominujacy, wiec vo(G) < 73(G). Z twierdzenia 5.11
wynika, ze jezeli 72(G) < 73(G), to 5(G) = 12(G). Zatem zatézmy, ze 2(G) = 73(G).
Wtedy z wniosku 5.13 otrzymujemy, ze jezeli v5(G) > 12(G), to wszystkie ~,-zbiory
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grafu GG sa niezalezne. Niech D bedzie dowolnym ~s-zbiorem. Wtedy istnieje wierzchotek
x € D, ktéry nie jest lisciem, poniewaz w przeciwnym wypadku jezeli D = L(G)
i poniewaz L(G) jest zawarty w kazdym ~ys-zbiorze i 2(G) = 73(G), to y3-zbiorem
bytby zbior D. Zatem kazdy wierzchotek podtrzymujacy jest 3-dominowany, co jest
sprzeczne z zalozeniem, ze graf G ma 2-DS. Z zalozenia 72(G) = v3(G) wynika, ze
kazdy 73-zbioér jest vo-zbiorem. Zatem kazdy ~y3-zbior jest niezalezny, poniewaz kazdy
~2-zbidr jest niezalezny. Jezeli y3-zbidr jest niezalezny, to Ng(x)N D = ). Ponadto kazdy
sasiad wierzchotka x jest dominowany przez co najmniej trzy wierzchotki. Poniewaz x
nie jest liSciem to ma co najmniej dwoch sasiadéw y i z. Niech D' = D\ {z} U{y, z}.
Wtedy kazdy sasiad wierzchotka x jest dominowany przez co najmniej dwa wierzchotki
ze zbioru D’. Ponadto wierzchotek x jest wlasciwie 2-dominowany przez y i z. Zatem

otrzymujemy, ze zbiér D’ jest 2-DS oraz |D’| = |D| — 1 + 2, co konczy dowdd. O

Aby zilustrowaé przyktad grafu spelniajacego réwnosé 15(G) = 1o(G) + 1 rozwazmy
drzewo T przedstawione na Rysunku 5.3. Wtedy v, (T") = 73(T"), gdzie ~o-zbiorem jest
Vi = {a,b,d, f,g}. Ponadto zbioér Vi, = {a,b,c,e, f, g} jest yg-zbiorem, stad v5(7T) =

72(T) + 1.
b . 7
c d e
a g

Rysunek 5.3: Drzewo T'.

Problem dla jakich graféw vo(G) = 75(G), a dla jakich 15(G) = 12(G) + 1 nie jest
rozstrzygniety w ogolnym przypadku. Mozemy to rozstrzygnaé¢ dla drzew.

Dla dowodu wykorzystamy nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 5.15. (M. Blidia, M. Chellali, O. Favaron [14]) Dia drzewa T nastepujace

warunki sqg réownowazne:

(i) 7(T) = o(T).
(i) T ma dokladnie jeden ~yy-2bidr, ktory jest takzie jedynym o(T)-zbiorem.

Twierdzenie 5.16. (P. Bednarz [7]) Drzewo T ma (2 — d)-jadro wtedy i tylko wtedy
gdy 72 (T) = o(T).

7 powyzszych twierdzen wynika, ze drzewo T ma niezalezny zbior 2-dominujacy
wtedy i tylko wtedy, gdy ma doktadnie jeden ~5-zbiér. Prowadzi to do nastepujacego

twierdzenia.



5.3. Parametry wlasciwego 2-dominowania 69

Twierdzenie 5.17. (P. Bednarz, M. Pirga [6]) Niech T' bedzie drzewem n-wierzchol-
kowym, n > 3, ktére ma 2-DS. Wtedy,

(T) = Y (T)+ 1 jezeli T ma (2 — d)-jedro, ktdre jest 3-dominujgce,
? Y(T)  w pozostatych przypadkach '

Dowdd. Niech T bedzie n-wierzchotkowym drzewem, n > 3, ktére ma 2-DS. Rozwazmy

dwa przypadki.

1. W drzewie T istnieje (2 — d)-jadro.

Niech D bedzie (2 — d)-jadrem w drzewie T'. Z twierdzen 5.15 1 5.16 wynika, ze drzewo
T ma (2 — d)-jadro wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje doktadnie jeden ~o-zbiér D, ktéry
jest jednoczes$nie najwiekszym zbiorem niezaleznym.

Jezeli D jest zbiorem 3-dominujacym, to istnieje x € D taki, ze x ¢ L(T), w przeciw-
nym wypadku D = L(T'). Zatem kazdy wierzchotek y € V(T') \ D jest 3-dominowany
wylacznie przez liscie, czyi T'=T"o N, p; > 3,1 € {1,2,...,|V(T")|}, gdzie T" jest
pewnym drzewem, ale z wniosku 5.4 wiemy, ze w T nie istnieje 2-DS, sprzeczno$é
z zatlozeniem. To oznacza, ze x € D nie jest liSciem i poniewaz D jest zbiorem nieza-
leznym, wigc x ma co najmniej dwoch sasiadéw zy € V(T') \ D oraz z, € V(T') \ D.
Niech D' = D\ {z} U {z1,z5}. Wtedy kazdy sasiad wierzchotka x jest dominowany
przez co najmniej dwa wierzcholki nalezgce do D’ oraz wierzcholek x jest wlasciwie
2-dominowany przez x, oraz xs. Zatem zbiér D’ jest yg-zbiorem oraz |D'| = |D| — 1+ 2.
Stad wynika, ze v5(T") = vo(T) + 1. Jezeli zbiér D nie jest zbiorem 3-dominujacym, to
istnieje wierzchotek nienalezacy do D, ktory jest wiasciwie 2-dominowany. Wtedy zbior

D jest vy5-zbiorem. Zatem Y5(T") = ~o(7T).

2. W drzewie T nie istnieje (2 — d)-jadro.

Jezeli vo(T') < v3(T), to z twierdzenia 5.11 wynika, ze ¥5(T") = (7). Niech 1»(T") =
v3(T'). Z zalozenia kazdy zbiér 2-dominujacy nie jest zbiorem niezaleznym, w szcze-
gblnosci kazdy ~o-zbior w drzewie T nie jest niezalezny. Wtedy z twierdzenia 5.12

otrzymujemy, ze v5(1") = v2(T'), co koniczy dowdd. O

Wprowadzone w artykule [6] pojecie wlasciwych zbioréw 2-dominujacych spotkato
sie z dalszym zainteresowaniem. W 2024 roku M. Chellali i in. w [19] odwolujac sie do
pracy [6], badali parametry wtasciwego dominowania w grafach. Nastepnie w 2025 roku
D. Chen i S. Cai w [21], nawiazujac do artykutu [6] oraz definicji wtasciwych zbioréw
2-dominujacych, wprowadzili wtasciwe zbiory 3-dominujace wraz z odpowiadajacymi

im parametrami, co swiadczy o aktualnosci rozwazanych probleméw.



Podsumowanie 1 dalsze kierunki
badan

W niniejszej rozprawie zostaty przedstawione wyniki dotyczace zbiorow niezaleznych
oraz zbioréw dominujacych zawierajacych zbior lisci ze szczegélnym uwzglednieniem
problemow zliczania zbioréw niezaleznych w wybranych klasach graféw oraz ich zwigzkow
z ciggami Padovana.

W nawiazaniu do istniejacych w literaturze rezultatow dotyczacych liczby zbiorow
niezaleznych zawierajacych zbior lisci zostal oszacowany parametr o7 (G) w szczegdlne;
podklasie (n,n + 1)-graféw zawierajacych podgraf indukowany CY,, gdzie k > 3 oraz
[ > 3. Oprbcz wyznaczenia najmniejszej oraz najwiekszej wartosci parametru oy (G)
w rozwazanej klasie graféw oraz scharakteryzowania graféw ekstremalnych, otrzymanie
wynikéow wymagalo opisania przeksztatcen grafu, ktore zachowuja liczbe wierzchotkéw
i nie zmniejszaja wartosci parametru oy (G). Badania zwiazane z parametrem oy, (G)
w (n,n + 1)-grafach moga by¢ kontynuowane, w szczegélnosci w grafach z mala liczba
cykli, w tym w klasie (n,n + 1)-graféw majacych dwa roztaczne cykle.

W kolejnej czesdci rozprawy zostaty zbadane zwiazki pomiedzy liczbg niezaleznych
zbioréw (1,2)-dominujacych w Sciezkach i cyklach, a liczbami Padovana i Perrina, co
pozwolito na otrzymanie nowych wzorow dwumianowych dla tych liczb. Zdefiniowany
zostal wielomian Padovana grafu, przy wykorzystaniu interpretacji grafowej liczb Pado-
vana. Poprzez zliczanie w Sciezkach maksymalnych zbiorow k-niezaleznych zawierajacych
zbior lidci, ktore sg uogdlnieniem zbioréw niezaleznych w sensie odleglosci, pokazane
zostaly zaleznosci pomiedzy ich liczba a uogdlnionymi liczbami Padovana. Uzyskane
interpretacje umozliwity wyprowadzenie wzoréw dwumianowych dla uogélnionych liczb
Padovana oraz zdefiniowanie uogélnionych wielomianéw Padovana grafu z wykorzysta-
niem operacji G-ztaczenia grafow. Badania zwiazane z wielomianami Padovana moga
by¢ kontynuowane w szczegdlnosci w odniesieniu do ich wtasnosci. Zliczanie niezaleznych
zbioréw (1,2)-dominujacych oraz maksymalnych zbioréw k-niezaleznych zawierajacych
zbior lisci w innych klasach grafow niz Sciezki i cykle moze doprowadzi¢ do uogdlnien

innych liczb typu Fibonacciego.
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W dalszej czesci rozprawy dotyczacej zbioréw 2-dominujacych, zostata wprowadzona
definicja wtasciwych zbioréw 2-dominujacych, czyli zbiorow 2-dominujacych, ktore
nie sg zbiorami p-dominujacymi dla p > 3. Podana zostala pelna charakteryzacja
grafow posiadajacych wtasciwy zbior 2-dominujacy oraz okreslone zostaty zaleznosci
pomiedzy parametrami wtasciwego 2-dominowania a parametrami 2-dominowania i 3-
dominowania. Wykazany zostal zwigzek pomiedzy liczba wtasciwego 2-dominowania,
a istnieniem niezaleznych zbioréw 2-dominujacych. Badania dotyczace wlasciwych
zbioréw dominujacych moga by¢ kontynuowane w szczegdlno$ci w odniesieniu do para-
metréw wlasciwego 2-dominowania. Twierdzenie 5.14 podaje zaleznos¢ pomiedzy liczba

wlasciwego dominowania, a liczbg dominowania, mianowicie

przy zalozeniu, ze graf G' ma 2-DS. Nadal pozostaje otwartym pytanie dla jakich graféw
73(G) = 12(G), a dla jakich v5(G) = 12(G) + 1. W rozprawie zostalo to rozstrzygnicte
dla drzew. O ile rozwiazanie tego problemu moze w ogdlnym przypadku okazaé si¢
trudne, to wato kontynuowa¢ badania w grafach z mala liczba cykli.

Nalezy zauwazy¢, ze pojecie wtasciwych zbioréw 2-dominujacych zostato przenie-
sione na zbiory 3-dominujace. W 2025 roku D. Chen i S. Cai w [21] wprowadzili
analogiczng definicje wlasciwych zbioréw 3-dominujacych. Badajac parametry wtasci-
wego 3-dominowania wykazali zalezno$¢ pomiedzy liczba wtasciwego 3-dominowania,

a liczba dominowania.

Twierdzenie 6.1. (D. Chen, S. Cai [21]) Niech G bedzie spojnym, n-wierzcholkowym
grafem, n > 4. Jezeli G ma wlasciwy zbior 3-dominugjacy, to v3(G) < v3(G) < v3(G) +2.

Analogicznie jak w przypadku 2-dominowania pytanie o charakteryzacje graféw dla
ktérych 13(G) = 73(G), a dla ktorych 15(G) = v3(G) + 2 jest otwarte.

Pojecie wltasciwego zbioru 2-dominujacego nalezy rozszerzy¢ na zbiér p-dominujacy
i uzyskanie ogélnych zaleznosci bedzie przedmiotem dalszych badan.

W rozprawie byly rozwazane niezalezne zbiory (1,2)-dominujace, ktére z definicji
zawieraja zbior lisci. Szczegélnym przypadkiem zbioréw (1,2)-dominujacych, sa wpro-
wadzone przez A. Michalskiego wlasciwe zbiory (1,2)-dominujace. Podzbiér D C V(G)
nazywamy wtasciwym zbiorem (1, 2)-dominujacym, jezeli jest (1,2)-dominujacy i nie
jest (1,1)-dominujacy, tzn. istnieje wierzchotek = € V(G)\ D majacy doktadnie jednego
sasiada w D oraz wierzchotek u € D taki, ze dg(z,u) = 2.

Kontynuacja tych rozwazan byto wprowadzenie w [10] doskonatych zbioréw (1,2)-
dominujacych jako szczegdlny przypadek whasciwych zbioréw (1,2)-dominujacych. Pod-
zbiér D C V(G) nazywamy doskonalym zbiorem (1,2)-dominujgcym grafu G, (krétko:
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(1,2)-PDS), jezeli kazdy wierzcholek x € V(G) \ D ma doktadnie jednego sasiada
w zbiorze D oraz istnieje wierzchotek u € D taki, ze dg(x,u) = 2.

Poniewaz nie kazdy graf ma (1,2)-PDS, w pierwszej kolejnosci rozwazany byt problem
istnienia (1,2)-PDS w grafach. Podane zostaly warunki konieczne i wystarczajace
na istnienie (1,2)-PDS w grafach majacych co najwyzej jeden lub dwa wierzchotki
o maksymalnym stopniu.

W odréznieniu od klas graféw badanych w rozprawie, zbior lisci nie musi zawieraé

sie w (1,2)-PDS. Jednak istnienie liScia wystarczy, aby graf miat (1,2)-PDS.

Twierdzenie 6.2. (U. Bednarz, M. Pirga [10]) Niech G bedzie n-wierzchotkowym
grafem spdjnym, n > 3. Jezeli L(G) # 0, to graf G ma (1,2)-PDS.

W grafach z doktadnie jednym wierzchotkiem stopnia n — 1 istnieje (1, 2)-PDS wtedy

i tylko wtedy, gdy wierzchotek ten jest wierzchotkiem rozcinajacym.

Twierdzenie 6.3. (U. Bednarz, M. Pirga [10]) Niech G bedzie n-wierzchotkowym
grafem spojnym, n = 3, majgcym dokiadnie jeden wierzchotek o maksymalnym stopniu
A(G) =n—1. Graf G ma (1,2)-PDS wtedy i tylko wtedy, gdy wierzcholek o maksymalnym

stopniu jest wierzchotkiem rozcinajgcym.

Dowdd. Niech x € V(G) bedzie wierzcholkiem rozcinajacym grafu G takim, ze dg(x) =
n—1,n>3 Wtedy V(G)\ {z} = 0 Vi, gdzie r > 2 oraz dla kazdego i,7 € {1,...,71},
i # j, zachodzi V;N'V; = 0, a kazdy Z;édgrauf indukowany przez V; jest spojny. Pokazemy,
ze dla kazdego i € {1,...,r} zbiér D; = V; U {z} jest (1,2)-PDS. Niech y € V(G) \ D;,
gdzie 1 < i < r. Poniewaz dg(x) = n—1, to y jest sasiadem z, a zatem y jest dominowany
przez D;. Poniewaz V;NV; = () dla kazdego j € {1,...,7}\{i} to dg(y, Vi) > 2. Poniewaz
x jest sgsiadem kazdego wierzchotka z V;, wiec istnieje Sciezka y — x — u, gdzie u € V;
co oznacza, ze dg(y, Vi) = 2. Stad D; jest (1,2)-PDS.

Dla dowodu w druga strone zalézmy, ze graf G ma (1,2)-PDS oraz x jest jedynym
wierzchotkiem o maksymalnym stopniu A(G) = n—1. Pokazemy, ze x jest wierzchotkiem
rozcinajacym. Niech D bedzie (1,2)-PDS grafu G. Wtedy = € D, gdyz w przeciwnym
razie istnialyby co najmniej dwa wierzchotki u,v € D sasiadujace z x, wiec x byltby
(1, 1)-dominowany, sprzecznosé, ze D jest (1,2)-PDS. Oczywiscie V(G)\ D # ) poniewaz
zbior V(G) nie jest (1,2)-PDS. Niech y € V(G) \ D. Wtedy y jest sasiadem doktadnie
jednego wierzchotka ze zbioru D, gdyz w przeciwnym razie y bytby (1, 1)-dominowany,
co przeczytoby doskonatosci (1,2)-PDS. Z zalozenia x jest jedynym wierzchotkiem
o maksymalnym stopniu A(G) = n — 1, zatem Ng(y) N D = {x}. W konsekwencji, dla
kazdego y € V(G) \ D oraz u € D \ {x} wierzcholki u i y nie sa sasiadami. Zatem

graf indukowany przez V(G) \ {z} zawiera co najmniej dwie spojne sktadowe D \ {z}
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oraz V(G) \ D. To dowodzi, ze x jest wierzcholtkiem rozcinajacym grafu G, co konczy
dowdd. O

Prowadzone byty dalsze badania dotyczace istnienia (1,2)-PDS w zaleznosci od
liczby wierzchotkéw o maksymalnym stopniu. Ponizej przedstawione sg poczatkowe
rezultaty. Dalsze badania sa prowadzone, a uzyskane wyniki zawarte w [9, 11]. Badania
dotyczace (1,2)-PDS powinny by¢ nadal kontynuowane takze z dodatkowym warunkiem

niezaleznosci.

Twierdzenie 6.4. (U. Bednarz, M. Pirga [10]) Niech G bedzie n-wierzchotkowym
grafem spojnym, n > 6, takim Ze 0(G) > 2, majgcym dokladnie jeden wierzcholek
o maksymalnym stopniu, A(G) = n — 2. Niech dg(x) = n — 2 oraz y jest jedynym
wierzcholkiem niebedgcym sqsiadem x. Niech N(x) indukuje spojny podgraf. Graf G ma
(1,2)-PDS wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wierzcholek u € N(z) taki, Ze:

(i) N(u) N N(y) =0 oraz
(i) N(z)\ N(u) = N(y)U{u} oraz
(111) kazdy wierzcholek z N(u) \ {z,y} jest sqsiadem pewnego wierzchotka z N(y).

Twierdzenie 6.5. (U. Bednarz, M. Pirga [10]) Niech G bedzie n-wierzchotkowym grafem
spojnym, n > 5 takim Ze §(G) > 2, majgcym dokladnie dwa wierzchotki o maksymalnym
stopniu, A(G) =n — 2, oraz dg(x) = dg(y) =n — 2, przy czym x,y nie sq sqsiednie.
Graf G ma doskonaly zbidr (1,2)-dominujgcy wtedy i tylko wtedy, gdy w G istnieje

wierzchotek stopnia 2.

W trakcie dalszych badan naukowych z pewnoscia pojawig siec nowe problemy.
W szczegdlnosci badania moga dotyczy¢ zliczania zbiorow niezaleznych zawierajacych
zbiér lici w grafach o ustalonej liczbie lisci oraz analizy wtasciwych zbioréow (1,3)-
dominujacych z dodatkowym warunkiem niezaleznosci. P. Bednarz i N. Paja [3], juz
zdefiniowali wtasciwe zbiory (1,3)-dominujace i podali pelng charakteryzacje graféw
posiadajacych wlasciwy zbiér (1, 3)-dominujacy. Tematyka przedstawiona w pracy moze
by¢ nadal rozwijana, a postawione problemy stanowia naturalny kierunek dalszych

badan naukowych.
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W rozprawie doktorskiej rozwazane sa zbiory niezalezne oraz zbiory dominujace
zawierajace zbior lisci, ze szczegdlnym uwzglednieniem problemoéw zliczania.

Zbiory niezalezne zawierajace zbior lisci byty zliczane w literaturze w drzewach oraz
grafach jednocyklowych. W rozprawie doktorskiej kontynuowane sg badania dotyczace
zliczania zbioréw niezaleznych zawierajacych zbidr liSci. Zbadana zostata szczegdlna klasa
graféw dwucyklowych, w ktorych zbior lisci jest niepusty, a dwa cykle maja doktadnie
jeden wspoélny wierzchotek. W tej klasie grafow wyznaczona zostata najmniejsza oraz
najwieksza liczba zbioréw niezaleznych zawierajacych zbior lisci, a takze podana zostata
charakteryzacja graféw ekstremalnych ze wzgledu na te liczbe.

W rozprawie rozwazane sa niezalezne zbiory (1,2)-dominujace, ktore zawieraja
zbior lidci jako podzbiér. Wykorzystujac interpretacje grafowa liczb Padovana i Perrina,
dotyczaca zliczania niezaleznych zbioréw (1,2)-dominujacych w Sciezkach i cyklach,
zostaly uzyskane nowe wzory dwumianowe dla liczb Padovana i Perrina oraz zdefiniowano
wielomian Padovana grafu z wykorzystaniem kompozycji dwoéch graféw.

W rozprawie rozwazane sa rowniez, uogélnione w sensie odleglosci, zbiory k-
niezalezne dla k > 2. Wykorzystujac interpretacje grafows uogoélnionego ciggu Padovana,
pokazane zostaly zaleznosci pomiedzy uogoélnionymi liczbami Padovana a liczba mak-
symalnych zbiorow k-niezaleznych zawierajacych zbior lisci w $ciezkach. Interpretacja
ta pozwolita na uzyskanie wzoru dwumianowego dla uogoélnionych liczb Padovana,
a nastepnie wykorzystujac operacje G-ztaczenia grafow, zdefiniowane zostaty uogdlnione
wielomiany Padovana.

Wariantem zbioréw dominujacych zawierajacych zbior lidci sa zbiory 2-dominujace,
ktore rowniez sg badane w rozprawie doktorskiej. Poniewaz kazdy zbiér 2-dominujacy jest
zbiorem 3-dominujgcym, w rozprawie zostato opisane wlasciwe 2-dominowanie, bedace
nowym rodzajem zbiorow 2-dominujacych. Wtasciwe zbiory 2-dominujace zostaty wpro-
wadzone w celu rozroznienia zbioréw 2-dominujacych od 3-dominujacych. W rozprawie
podana zostata charakteryzacja graféw majacych wtasciwy zbior 2-dominujacy, zalez-
no$¢ pomiedzy parametrami wtasciwego 2-dominowania a parametrami 2-dominowania
i 3-dominowania oraz zwigzek pomiedzy liczba wlasciwego 2-dominowania, a istnieniem

niezaleznych zbioréw 2-dominujacych.
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The thesis investigates independent sets and dominating sets including the set of
leaves, with particular emphasis on counting problems.

Independent sets including the set of leaves were previously counted in trees and
unicyclic graphs. The thesis continues the study of counting independent sets including
the set of leaves for a particular class of bicyclic graphs in which the set of leaves is
nonempty and the two cycles have exactly one common vertex. For this class of graphs,
the minimum and the maximum number of independent sets including the set of leaves
were determined, and extremal graphs with respect to this number were characterized.

The thesis also considers independent (1,2)-dominating sets including the set of
leaves. Using a graph interpretation of the Padovan and Perrin numbers related to
counting independent (1,2)-dominating sets in paths and cycles, new binomial formulas
for Padovan and Perrin numbers were obtained. Moreover, the Padovan polynomial of
a graph was defined using the composition of two graphs.

Furthermore, the thesis studies distance k-independent sets for £ > 2. By applying
a graph interpretation of the generalized Padovan sequence, relationships between
generalized Padovan numbers and the number of maximal k-independent sets including
the set of leaves in paths were established. This interpretation led to a binomial formula
for generalized Padovan numbers. Using the G-join operation of graphs, a generalized
Padovan polynomial was defined.

Finally, the thesis investigates 2-dominating sets including the set of leaves. Since
every 2-dominating set is also a 3-dominating set, proper 2-domination was introduced
as a new type of 2-dominating set. Proper 2-dominating sets were defined in order to
distinguish 2-dominating sets from 3-dominating sets. A complete characterization of
graphs admitting a proper 2-dominating set was obtained. Furthermore, relationships
between the parameters of proper 2-domination and those of 2-domination and 3-
domination were established. It was also shown that the proper 2-domination number

is related to the existence of independent 2-dominating sets.



