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1. TEMATYKA ROZPRAWY DOKTORSKIEJ

Rozprawa doktorska pana mgr. Karola Szczepana Aleksandrowicza zostala napisana pod
kierunkiem pana prof. dra hab. Stanistawa Prusa i dotyczy problemu stabilno$ci klasycz-
nych wlasnosci geometrycznych dla przestrzeni interpolacyjnych. Autor zajmuje sie pyta-
niem o przenoszenie si¢ na przestrzenie interpolacyjne takich wlasnosci jak: (lokalna) jed-
nostajna wypuklosé, écista wypuktosé, (jednostajna) wlasnos¢ Kadeca-Kleego, wlasnosé
(8), jak réwniez geometrycznych wlasnosci przystugujacych kratom Banacha, takich jak:
Scista monotoniczno$é, dolnie/gérnie lokalnie jednostajna monotoniczno$é, jednostajna mo-
notonicznoséé oraz (jednostajna) porzadkowa gtadko$é. Wyniki uzyskane przez Doktoranta
rozszerzaja i uogdlniaja znane w literaturze rezultaty uzyskane m.in. przez takich mate-
matykéw jak: B. Beauzamy, H. Hudzik, W. Kurc, D. Kutzarova, L. Nikolova i S. Prus.

Pan Aleksandrowicz zajmuje sie w swojej rozprawie kilkoma rodzajami interpolacji:
dyskretna, rzeczywista interpolacja Lionsa-Peetrego, interpolacjg Yoshikawy-Sparra, zespo-
long interpolacja Calderéna, jak réwniez ogblnymi sumami prostymi przestrzeni Banacha
danymi za pomoca tzw. przestrzeni bazowej, tj. kraty Banacha z porzadkiem danym za po-
mocg 1-bezwarunkowej bazy Schaudera. Tezy uzyskanych twierdzen sa naturalne i dobrze
wpisujg sie w ogolng teorie geometrii przestrzeni Banacha.

Rozprawa sktada sie ze wstepu oraz czterech rozdzialéw. Redakcja tekstu jest staranna
i przejrzysta, a wszystkie kroki dowodowe sg przedstawione jasno. Rozprawa cze$ciowo
oparta jest na trzech artykutach naukowych, ktérych wspétautorem jest pan Aleksandro-
wicz:

[A1l] K. Aleksandrowicz, S. Prus, Uniform Kadec—Klee property in interpolation spaces,
J. Math. Anal. Appl. 509 (2022), paper no. 125947.

[A2] K. Aleksandrowicz, S. Prus, Convezity properties of Yoshikawa—Sparr interpolation
spaces, Math. Nachr. 297 (2024), 2624-2638.

[A3] K. Aleksandrowicz, J. Markowicz, S. Prus, Monotonicity properties and orded smo-
othness in Banach lattices, Results Math. 80 (2025), paper no. 83.




2. GLOWNE TEZY I OCENA ROZPRAWY

W rozdziale pierwszym Autor wprowadza definicje badanych przez siebie wlasnosci geome-
trycznych oraz modutéw tych wlasnosci dla przestrzeni i krat Banacha. Obok klasycznych
wlasnodci o charakterze skonczenie wymiarowym Doktorant zajmuje sie takze pewnymi
shieskonczenie wymiarowymi” wariacjami tych wlasnosci, takimi jak (jednostajna) wla-
snoéé Kadeca-Kleego, niemal jednostajna wypukloéé, czy tez wlasnosé (G), jak rowniez -
kluczowymi dla tego rozdzialu — wlasno$ciami $cislej, jednostajnej, dolnie/gdrnie lokalnie
jednostajnej monotonicznosci oraz porzadkowej gladkosci krat Banacha. Wyniki rozdziatu
pierwszego dotyczace porzadkowej gladkosci krat Banacha, a takze lokalnie jednostajnej
monotonicznosdci przestrzeni Kothego, pochodzg z pracy [A3].

W twierdzeniach 1.2, 1.3 oraz 1.6 Autor podaje uzyteczne przeformulowania geome-
trycznych wlasnodci krat w jezyku ciggowym. Mam nastepujace uwagi dotyczace tej czesci
tekstu:

. Na str. 18, w wierszu 7 od dotu powinno by¢ ,topologii’.

« W dowodzie twierdzenia 1.2, w wierszach 6-7 od dotu na str. 19 mozna byto wzigé po
prostu funkcjonal f, € S(X¥) spelniajacy

. W ostatnim zdaniu dowodu pierwszej implikacji w twierdzeniu 1.2 powolujemy sie
milczaco na rozklad Hahna — dobrze byloby wczeéniej w tekscie rozprawy wspomnied
o tym, ze taki rozktad ma miejsce w dowolnej kracie Banacha.

Autor dowodzi kilku naturalnych twierdzen o dualnodci miedzy lokalnie jednostajng
monotonicznodcig a lokalnie jednostajnie porzadkows gtadkoscia. Koncowa czesé rozdziatu
pierwszego zawiera ciekawe wyniki dotyczace relacji miedzy gérna i dolng lokalnie jedno-
stajng monotonicznoscig. W twierdzeniu 1.9 (i uwadze nastepujacej po nim) o przenormo-
waniu przestrzeni Kéthego tak, aby byla dolnie, ale nie gérnie, lokalnie jednostajnie mono-
toniczna, kluczows role pelni twierdzenie Foralewskiego-Kolwicza (J. Conver Anal. 2007).
Na uwage zashuguje interesujacy przyktad 1.1 pochodzacy z artykutu [A3], ktéry stanowi
rozwiazanie problemu postawionego w monografii Foralewskiego, Hudzika, Kowalewskiego
i Wisty. Pokazuje on, ze gérna i dolna lokalnie jednostajna monotonicznoéé sg wlasnoéciami
nieporéwnywalnymi. Interesujacym otwartym problemem, zwigzanym z twierdzeniem 1.7
Doktoranta, jest pytanie o to, czy ogélnie dolna lokalna porzadkowa gtadko$é X* implikuje
dolng lokalng jednostajna monotoniczno$é X. Wiadomo jednak, z odpowiedniego twierdze-
nia Wiestawa Kurca, ze X musi by¢ woéwczas §cidle monotoniczna.

Rozdzial drugi poswiecony jest badaniu zachowywania wilasnoéci: §cistej wypuktosci,
(lokalnie/niemal) jednostajnej wypuklosci i wlasnosci (3) dla ogolnej dyskretnej metody
interpolacji oraz dla ogdlnych sum prostych przestrzeni Banacha. Nowe wyniki dotyczace
stabilnosci wlasnosci geometrycznych dla dyskretnej interpolacji oparte sg na ideach do-
wodu twierdzenia o stabilno$ci jednostajnej wypuklosci opublikowanego przez J. Markowicz
1S. Prusa w Journal of Topology and Analysis (2022). W twierdzeniach 2.3 i 2.4 dotyczacych
Scistej i lokalnie jednostajnej wypuklosci Autor zaklada, ze obydwie przestrzenie podlega-
jace interpolacji sg refleksywne. Jest to istotne uproszczenie, bowiem infimum definiujace



wspoélezynniki k, ¢(z, 1) pojawiajace si¢ w szeregu okreslajacym norme w przestrzeni inter-
polacyjnej jest wowczas osiggane. Dowody sg wzorowane na pracy J. Markowicz i S. Prusa
(Math. Nachr. 2022). Brakuje dyskusji na temat tego, na ile zalozenie o refleksywnosci obu
przestrzeni Xy, X1 (np. w twierdzeniu 2.3) jest konieczne.

Interesujace 1 wysoce nietrywialne jest twierdzenie 2.8 pochodzace z pracy [A2], ktére
moéwi, ze suma prosta przestrzeni Banacha z indeksami 3 jednostajnie ‘odseparowanymi’
od zera i z jednostajnie wypukla przestrzenig bazowa ma wiasno$é (5). Kluczowy w dowo-
dzie jest tu techniczny lemat 2.6 stanowigcy modyfikacje pewnego lematu udowodnionego
przez D. Kutzarova, L. Nikolova i S. Prusa (Math. Nachr. 1998) i podajacy ciekawg nieréw-
no$é wiagzaca modul wlasnosei () z pewnymi granicami podwdjnymi. Warto zauwazy¢, ze
twierdzenie 2.8 daje wynik iloSciowy — pozwala oszacowaé od dotu modul wilasnosci (5)
sumy prostej w jezyku modulu monotoniczno$ei przestrzeni bazowej F, jej modulu wy-
pukloéci oraz infimum moduléw wlasnosci (§) dla skladnikéw sumy prostej. Wynik ten,
dotyczacy ogdlnych sum prostych, jest niezbedny do wykazania twierdzenia 2.10 o stabil-
nosci wasnosci (#) dla przestrzeni interpolacyjnej K, ¢(X, E) dwoch przestrzeni, z ktérych
przynajmniej jedna ma whasnos$é (), przy czym o E zakladamy, ze jest jednostajnie wy-
pukta. Chciatbym takze odnotowaé nastepujace uwagi:

« Po definicji 2.3 warto bytoby umiesci¢ uwage o tym, ze okreslona tam norma w prze-
strzeni interpolacyjnej K,o(X,E) wyraza si¢ jako odpowiednie infimum (podobnie
jak np. w pracy [43] J. Markowicz i S. Prusa z Mathematische Nachrichten 2021),
w ktérym rozwaza si¢ nieskonczenie wiele rozktadéw danego wektora x € K, ¢(X, E)
w postaci © = z¢(4) + z1(¢) dla 7 € Z. Dobrze motywowaloby to wypowiedZ podanego
bez dowodu lematu 2.1.

. Mysle, ze warto byloby zamiesci¢ w rozprawie dowod lematu 2.1, jako ze jest on, wraz
z wyplywajacym z niego wnioskiem 2.2, kluczowym narzedziem w dowodach twierdzen
2.3-2.5.

Rozdzial trzeci poswiecony jest wlasnosciom geometrycznym przestrzeni powstajacych
w wyniku rzeczywiste] metody interpolacji — zaréwno w wersji dyskretnej, jak i ciagtej.
Wigkszoéé zaprezentowanych tu wynikéw pochodzi z artykutu [A2]. W przypadku wersji
cigglej do interpolacji Yoshikawy-Sparra uzywa sie przestrzeni Lebesgue’a-Bochnera L,(X)
i, jak zauwaza Autor, wystepuje tu problem polegajacy na tym, ze takie wlasnosci jak
niemal jednostajna wypuklosé czy wlasnosé () nie przenosza sie z przestrzeni X na L,(X).

Twierdzenia 3.2 i 3.3. méwig o stabilnoéci jednostajnej wypuklodci przy dyskretnej
wersji interpolacji Yoshikawy-Sparra i dotycza odpowiednio norm zdefiniowanych dla x €
(Xo, X1,.-.,Xn)opq Wzorami

veZ™
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(wszelkie oznaczenia sg oczywiscie wyjasnione w tekscie rozprawy). Sa to odpowiedniki zna-
nego twierdzenia Beauzamy’ego (1975) moéwiacego o jednostajnej wypukltosci rzeczywistej

zll§) , = ( 3 (a—equ(auyx))p) 1/p (1)

oraz
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przestrzeni interpolacyjnej wyposazonej w klasyczna norme. Poniewaz jednak jednostajna
wypuklosé nie zachowuje sie¢ — rzecz jasna — przy réwnowaznych przenormowaniach, wspo-
mniane wyzej nowe wersje twierdzenia Beauzamy’ego wymagaly oddzielnych dowoddw.

W przypadku twierdzenia 3.3 interesujaca obserwacja jest to, Ze przestrzen interpola-
cyjna z normg (2) jest ilorazem f;-sumy prostej przestrzeni EZZS(XZ') przez podprzestrzen
ciagdw o wyrazach sumujacych sie do zera. Oczywiscie, jak zauwaza Autor, bez wziecia ilo-
razu sama ta ¢;-suma nie musi by¢ jednostajnie wypukla, nawet jesli jednostajnie wypukle
sa wszystkie sktadniki X; (a zatem takze wszystkie £,75(X;)).

Stosujac metody podobne do tych wypracowanych we wspomnianej wczesniej pracy
Kutzarovej, Nikolovej i Prusa, Autor dowodzi twierdzen o zachowaniu niemal jednostajnej
wypuklosci oraz wlasnosci () dla przestrzeni interpolacyjnej z normg (2). W pierwszym
przypadku, analogicznie do sytuacji, z ktora mielidmy do czynienia w przypadku twier-
dzeh 3.2 1 3.3, kluczowsa wlasnoscig jest zachowywanie niemal jednostajnej wypuklosci
przestrzeni X; przy przejéciu do przestrzeni EZ:Q(Xi) — wynika to z twierdzenia J.R. Par-
tingtona (Math. Proc. Cambridge Philos. Soc. 1983). W drugim przypadku Autor uzywa
swojego twierdzenia 2.8, ktére gwarantuje analogiczne zachowanie wtasnosci ().

W koncowej czesci rozdziatu trzeciego Autor opisuje metode pozwalajaca na przenie-
sienie wynikéw o stabilnoéci wymienionych wyzej wlasnosci geometrycznych z przypadku
interpolacji dyskretnej na przypadek interpolacji ciaglej, tj. gdy norma w przestrzeni
(X0, X1,...,Xn)opq jest zadana za pomocy odpowiedniej calki wielokrotnej (zob. wzér
(3.2)). Metoda ta oparta jest na szeregu nieréwnosci wiazacych moduly (niemal jednostaj-
nej) wypuklosei i moduty wlasnosci () w przypadku, gdy dane sg stale réwnowaznosei
dwo6ch norm na danej przestrzeni.

Mam jedng drobng uwage redakcyjng na temat tego rozdziatu:

« W wypowiedzi lematu 3.1 na str. 57 powinno byé

A; = “%(’ﬁ“zg;;pg-y

Ostatni rozdzial poswiecony jest klasycznej zespolonej metodzie interpolacji Calderéna.
Uzywajge m.in. znanej nieréwnosci Calderéna, Autor dowodzi dwoch twierdzen moéwig-
cych o Scistej wypuklosci oraz lokalnie jednostajnej wypuklosei przestrzeni interpolacyjnej
(X0, X1)g dla pary poréwnywalnych, refleksywnych przestrzeni Banacha, z ktérych przy-
najmniej jedna ma odpowiednig wlasnos¢ geometryczng (twierdzenia 4.2 1 4.3). W obu
tych przypadkach Autor przyjmuje dodatkowe zalozenie, ktére gwarantuje, ze infimum w
definicji normy w przestrzeni interpolacyjnej jest osiggane. Brakuje jednak w rozprawie
dyskusji na temat istotnosci tego dodatkowego, technicznego zalozenia.

Wiyniki dotyczace stabilnosci wlasnosci Kadeca-Kleego i wlasnosci () dla zespolonej
interpolacji (Xo, X1)s wymagaja dodatkowego, doéé technicznego, zalozenia o istnieniu
na przestrzeni Xy + X; odpowiedniego netu operatoréw (II,) skonczonego rzedu, zbiega-
jacego do identycznosci w silnej topologii operatorowej (twierdzenia 4.4 i 4.5). Bez tego
dodatkowego warunku ogdélny problem zachowania wlasnosci Kadeca-Kleego i wiasnosci
(B) dla zespolonej interpolacji Calderéna pozostaje otwarty.

Rozdzial koficzy sie twierdzeniem o stabilnoSci jednostajnej monotonicznosci dla zespo-
lonej metody interpolacji stosowanej do pary zespolonych krat funkcyjnych Banacha.




3. KONKLUZJA

Zaprezentowane w rozprawie dowody w mojej ocenie nie wymagaty wypracowania szcze-
g6lnie nowatorskich metod, ale pokazuja niewatpliwie solidny warsztat Doktoranta oraz
to, ze wykazuje si¢ on bieglodcig i szeroka wiedza z zakresu geometrii przestrzeni Bana-
cha. Cho¢ zaprezentowane dowody sg w pewnym stopniu powtarzalne, a gtéwna trudnosé
dowodowa. czesto sprowadza sie do kwestii czysto technicznych, trzeba przyznaé, ze rozu-
mowania przedstawione sg w rozprawie w sposéb bardzo przejrzysty, a uzyskane wyniki
stanowig ciekawy cykl, ktéry naturalnie uogélnia i rozszerza stan wiedzy na temat wtasnosci
geometrycznych przestrzeni Banacha. Na uwage zastuguja rowniez interesujace przyktady
omoéwione w rozprawie i ogélnie bardzo dobry poziom redakcji tekstu.

Uwazam, ze przedstawiona mi do oceny rozprawa doktorska pana mgr. Karola Alek-
sandrowicza zawiera oryginalne rozwigzanie problemu naukowego oraz speinia wymagania
ustawowe, opisane w ustawie z dnia 20 lipca 2018 r. — Prawo o szkolnictwie wyzszym
i nauce, jak 1 wymagania zwyczajowe stawiane rozprawom doktorskim.

Whnosze zatem o dopuszczenie pana mgr. Karola Aleksandrowicza do dal-
szych etap6w przewodu doktorskiego.

Aohiond

Tomasz Kochanek



