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Wstep

Réwnania catkowe stanowia wazng galaZ analizy matematycznej, odgrywajac istotng rolg
zarbwno w teorii operatorow liniowych (zob. [36, 40, 42]), jak réwniez w analizie nielinio-
wej [40, 49,169, 182]]. Ponadto réwnania catkowe sa efektywnymi narzgdziami matematycznymi
stosowanymi w modelowaniu proceséw 1 zjawisk spotykanych w wielu dziedzinach takich jak
mechanika, termodynamika, astronomia, hydrodynamika, fizyka matematyczna, ekonomia, bio-
logia itp. (zob. [29, 30, 31, 32, 33| 36, 137, 83]). Podobnie takze teoria rownan rézniczkowych
odgrywa bardzo wazng rolg w rozwigzywaniu probleméw otaczajacego nas Swiata. Na przyktad,
druga zasada dynamiki Newtona przettumaczona na jezyk matematyczny staje si¢ rOwnaniem
rézniczkowym. Takze problemy pojawiajace si¢ w obwodach elektrycznych, czy kinetyce che-
micznej mozna przedstawi¢ jako réwnanie r6zniczkowe. ROwnania te, jak i wiele innych, mozna
z kolei przeksztalci¢ w rownowazne im réwnania catkowe. Odwrotnie, wiele zjawisk opisanych
za pomoca rownan catkowych mozna przeksztalcic w rownania rézniczkowe. Wida¢ zatem,
ze zastosowania teorii rownan catkowych sa czgsto zwigzane z zastosowaniami réznego typu
réwnafi rézniczkowych [67, 182]].

Z historycznego punktu widzenia mozna uznaé, ze poczatki rownan catkowych siggaja po-
czatkéw XIX w., kiedy to norweski matematyk N.H. Abel jako pierwszy sformutowat i roz-
wiazal pewne rownanie catkowe. Podobnie inni matematycy, tacy jak Laplace, Fourier, Poisson
1 Liouville rozwazali pewne typy rownan catkowych. Jednak dopiero na przetomie XIX 1 XX
wieku prace szwedzkiego matematyka I. Fredholma dotyczace tzw. liniowych réwnan catko-
wych Fredholma (m.in. [45, 46]) pozwolity przejs¢ od badania przypadkéw szczegdlnych do
szeroko rozwinigtej ogdlnej teorii rownan catkowych.

Warto takze wspomnie€ o osiagnigciach V. Volterry [4], do ktorych nalezata seria artykutéw
dotyczacych m.in. réwnan catkowych, ktére nazwano jego nazwiskiem.

Niewatpliwie do rozwoju teorii rownan catkowych przyczynit si¢ takze A. Hammerstein,
ktory w pierwszej potowie XX w. badat nieliniowe réwnania catkowe znane réwnaniami Ham-
mersteina [55]].

Wyniki uzyskane przez matematykéw w ubiegtych stuleciach zapewnily teorii réwnar cat-

kowych miejsce wsréd najwazniejszych dzialéw matematyki.



Obecnie mamy szeroki wybor literatury zwigzanej z zasygnalizowana tematyka. Niemniej
jednak warto przytoczy¢ monografi¢ [92] stanowiaca wyczerpujacy przeglad teorii réwnan cal-
kowych az do lat szeSédziesiatych XX w. Z nowszych opracowan warte uwagi sa prace takie jak
(18, 136} 40].

Teoria rownan catkowych wciaz stanowi przedmiot zainteresowan matematykow i jest stale
rozwijana. Jej niewatpliwym uogolnieniem i poszerzeniem sa uktady réwnan catkowych, za-
rowno skonczonych, jak i1 nieskonczonych. Szczegdlnie trudne i powazne wyzwanie stanowia
nieskoniczone uktady réwnan catkowych zdefiniowanych na przedziale nieograniczonym, ktére
pojawity si¢ w ostatnich latach w pracach [6} 9, 20, 24} 25,161} 168, [72]], prezentujacych narzedzia
stosowane z powodzeniem w badaniu rozwigzan wspomnianych uktadéw. Okazuje si¢, ze na-
rzedzia te sa SciSle zwigzane z technikg miar niezwartoSci.

Warto wspomnieé, ze istnieje wiele probleméw prowadzacych do nieskoiiczonych uktadéw
rownan catkowych, m.in. zagadnienia brzegowe dla nieskonczonych uktadéw réwnan réznicz-
kowych [19,156, 73| 74] oraz semidyskretyzacja stosowana przy rozwigzywaniu pewnych typow
rownan rézniczkowych czastkowych [41), 59]. Na przyktad, dzigki zastosowaniu procesu semi-
dyskretyzacji do problemu Cauchy’ego dla rownan rézniczkowych czastkowych parabolicznych
otrzymujemy uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych [89, [90]. Nieskonczone uktady réw-
nan catkowych pojawiajg si¢ takze przy modelowaniu niektorych zjawisk w teorii sieci neuro-
nowych, czy tez w dysocjacji polimeréw [26} 41}, 57,78, [79]. Ze wzgledu na zasygnalizowane
wczesniej Sciste zalezno$ci i powiazania migdzy teorig réwnan rézniczkowych i catkowych mo-
zemy wskazaC wiele przyktadow zastosowan nieskonczonych uktadéw réwnan rézniczkowych
pojawiajacych si¢ np. w mechanice [} 41} 80, 81,89, 93].

Bardzo ciekawe, a zarazem wazne zastosowania nieskonczonych uktadéw réwnan catko-
wych mozna wskaza¢ przy modelowaniu stochastycznego procesu urodzin i Smierci - otrzymu-
jemy wtedy w sposéb naturalny nieskonczony uktad rownan catkowych. Ze wzgledu na waznos¢
tego przyktadu poswigcimy mu w przedktadanej pracy Rozdziat 6, w ktérym szczegétowo omo-
wimy wspomniany uktad.

Wraz z rozwojem teorii rownan rézniczkowych 1 catkowych zaczgto uzywac, poza klasycz-
nymi narzg¢dziami analizy, zaawansowanych metod analizy funkcjonalnej. Efektywna okazuje

si¢ by¢ teoria miar niezwartos$ci, ktora stanowi podstawowe narzgdzie stosowane w przedktada-



nej pracy. Dzigki stosowanej w tej teorii technice miar niezwartos$ci oraz twierdzeniu o punkcie
statym Darbo jestesmy w stanie udowodni¢ wiele twierdzen egzystencjalnych dotyczacych nie-
skoficzonych uktadéw réwnan catkowych.

Przedktadana rozprawa doktorska ma na celu dyskusje wynikéw dotyczacych twierdzen eg-
zystencjalnych dla nieskoficzonych uktadéw réwnan catkowych typu Hammersteina i Urysohna
rozwazanych na przedziale nieograniczonym. Przedziatem tym jest w tej rozprawie pétos rze-
czywista R .
W pracy bedziemy zajmowac si¢ rozwigzaniami wspomnianych nieskonczonych uktadéw row-
nan catkowych, ktére sa ciagami funkcyjnymi okreslonymi na pétosi rzeczywistej i takimi, ze
spelniaja one pewne warunki w nieskoficzonosci, np. sa zbiezne w nieskoniczono$ci do zera (ina-
czej: sa ciagami znikajacymi w nieskonczonosci) czy tez sa asymptotycznie stabilne.
Aby zrealizowaé zatozony cel bedziemy postugiwaé si¢ technika miar niezwartoSci tzn. be-
dziemy uzywa¢ odpowiednio skonstruowanych miar niezwartosci, ktére w potaczeniu z twier-
dzeniami o punkcie stalym takim jak twierdzenie Schaudera czy tez twierdzenie typu Darbo,
umozliwiajg realizacj¢ zatozonego celu.
Zasadnicze rezultaty rozprawy doktorskiej sa oméwione w Rozdziatach 3, 4,51 6.

Praca opiera si¢ na wynikach zawartych w trzech publikacjach [[14} |15} [7]. Wspomniany

Rozdziat 6 bazuje na pracy [16].



1 Definicje, oznaczenia i fakty pomocnicze

W rozdziale tym wprowadzimy oznaczenia i przedstawimy pewne definicje, ktdrych be-
dziemy uzywaé w dalszej czgsci pracy. Ponadto oméwimy przestrzenie, w ktérych prowadzone
beda nasze rozwazania. Ze wzgledu na ztozono$¢ tego rozdziatu podzielimy go na dwa pod-
rozdzialy - pierwszy poswigcimy przedstawieniu oznaczen, definicji i faktow pomocniczych,

natomiast drugi bedzie stanowil prezentacje wykorzystywanych przestrzeni Banacha.

1.1 Podstawowe oznaczenia i pojecia uzywane w pracy

Na poczatku przypomnijmy podstawowe definicje oraz wprowadZmy pewne oznaczenia,
ktére nie odbiegaja na og6t od ogdlnie przyjetych.

Standardowo, przez R oraz N oznaczamy odpowiednio zbidr liczb rzeczywistych i natural-
nych. Ponadto w calej pracy symbol R stosujemy do oznaczenia przedziatu [0, +o0).

Nastepnie, niech M bgdzie dowolnym zbiorem niepustym, a d metryka okreslong na zbiorze
M. Wowczas tak okre§long przestrzefi metryczng oznaczamy przez (M,d).

Niech ponadto E bgdzie przestrzenia liniowa okreslong nad ciatem K liczb rzeczywistych
lub zespolonych. W przestrzeni tej okreslamy norme || - ||g. Przez parg (E,|| - ||g) rozumiemy
zatem przestrzen unormowang nad ciatem K, natomiast przez 0 element zerowy tej przestrzeni.
W dalszej czg¢sci pracy, jesli nie bedzie to powodowato nieporozumien, przestrzen unormowang
(E,||-||g) bedziemy oznaczaé krétko przez E.

Ustalmy dalej dowolny element x przestrzeni E oraz dowolna liczbeg r > 0.

Przez B(x,r) oznaczamy kulg otwarta o Srodku w punkcie x i promieniu r. Bedziemy pisac krét-
ko By, by oznaczy¢ kulg B(8,r). Kula jednostkowa nazywamy kulg o promieniu 1, tj. B(x, 1).
Dodatkowo, niech X bedzie dowolnym, niepustym podzbiorem przestrzeni E. Wowczas B(X,r)
oznacza kulg o Srodku w zbiorze X i promieniu 7, tj.:

B(X,r)= U B(x,r)={y € E: dist(y,X) <r},
xeX

gdzie dist(y, X) oznacza odlegtos¢ punktu y od zbioru X okreslong wzorem

dist(y,X) =inf{|ly —x||[g: x€ X}.



Kule domknigte bedziemy oznacza¢ odpowiednio przez B(x,r), B, i B(X,r).

Nastepnie, niech g bedzie rodzing wszystkich niepustych i ograniczonych podzbioréw
przestrzeni E, a g jej podrodzing ztozong ze wszystkich zbioréw relatywnie zwartych.

Jezeli X, Y sa dowolnymi niepustymi podzbiorami przestrzeni E, to przez oznaczenia X +7Y,

AX, dla A € K rozumiemy klasyczne operacje algebraiczne, tj.:
X+X={x+y:xeX,yeY}, AX={Ax:xeX}.

Ponadto dla dowolnego niepustego zbioru X C E, jego domknigcie, powloke wypukta oraz
domknigta powloke wypukla bedziemy oznaczaé odpowiednio przez X, convX oraz ConvX.
Przy dodatkowym zalozeniu o ograniczonosci zbioru X symbol diamX stanowi Srednice zbio-

ru X, a jego norm¢ okres§lamy nastgpujaco:
|IX[] = sup{||x||z : xe€X}.

Na koniec tego podrozdziatu wprowadzimy jeszcze pojecie metryki Hausdorffa [64]. Dla do-

wolnych zbioréw XY € g okreSlmy wyrazenia
dag(X,Y)=inf{r: X CB(Y,r)}, du(Y.X)=inf{r: Y CB(X,r)},
Dy (X,Y) =max{dy(X,Y),dy(Y,X)}

oznaczajace odpowiednio niesymetrycznq i symetrycznq odlegtos¢ Hausdorffa migdzy zbiorami
X 1Y. Okazuje sig, ze funkcja Dy stanowi pseudometryke na rodzinie 9)1g. Na ogdét nie za-
chodzi implikacja Dy (X,Y) = 0= X =Y. Na przyktad, dla zbioréw (0, 1), [0,1] C R mamy,
ze Dy(X,Y) =0, ale X # Y. Jezeli ograniczymy si¢ do rodziny 90t} ztozonej z domknietych
1 ograniczonych podzbioréw przestrzeni E, odlegtos¢ Hausdorffa Dy staje si¢ metryka. Gdy
dodatkowo E jest przestrzenia Banacha, otrzymujemy przestrzen metryczng zupetng (95, D)
[43].

Jezeli K jest rodzing zbioréw z przestrzeni E, to odlegtos¢ Hausdorffa zbioru X od rodziny

XK bedzie oznaczona symbolem dist(X,X) i zdefiniowana jako
dist(X,X) = inf{Dy (X,K) : K € K}.

Ze wzgledu na to, ze w pracy bedziemy prowadzi¢ rozwazania giéwnie w przestrzeniach

Banacha, dalej skupimy si¢ na oméwieniu tych przestrzeni.



1.2 Pewne przestrzenie Banacha

Przypomnimy teraz przestrzenie Banacha, ktérych bedziemy uzywac w dalszych cz¢sciach
pracy oraz omOwimy ich najwazniejsze wlasnosci [76] . Poniewaz nasze rozwazania prowadzo-
ne beda w przestrzeniach okreslonych nad ciatem liczb rzeczywistych pozwolimy sobie juz na
tym etapie zalozyC, ze wszystkie przestrzenie, ktére beda omawiane 1 wykorzystywane w dal-
szych rozdziatach bgda okreslone dla K = R.

Przez co oznaczmy przestrzen ciagdéw rzeczywistych zbieznych do zera. Norme elementu

x = (x,) tej przestrzeni definiujemy jako klasyczna norme¢ supremum (lub maksimum):
[1x|lco = 11 (xn)||co = sup{|xa| : n=1,2,...} =max{|x,|: n=1,2,...}.

Nastepnie, niech ¢ oznacza przestrzen ciaggowa, ktdrej elementami sa wszystkie ciagi rze-

czywiste zbiezne do granicy wlasciwej. W przestrzeni tej okreslamy norme supremum:

[Ixlle = [1Gen) e = sup {lxal - n=1,2,...}

dlax = (x,) € c.

Ostatnig rozwazang przez nas ciggowa przestrzenig Banacha jest przestrzen /., ktorej ele-
mentami sa wszystkie ograniczone ciagi rzeczywiste. Norme elementu x = (x,,) przestrzeni lo
okreslamy wzorem:

(x|, = 11 Gen) [l = sup{[xa| : n=1,2,... }.

Oczywistym jest, ze co & ¢ & l.. Ponadto wiadomo, ze przestrzenie c i ¢ sa oSrodkowe, podczas
gdy . nie jest przestrzenig oSrodkowa.

Niech [a,b] C R bedzie ustalonym przedzialem. Symbolem C([a, b]) oznaczamy przestrzei
ztozong ze wszystkich funkcji x : [a,b] — R, ktdre sa ciagle na przedziale |a,b]. Dla dowolnej

funkcji x € C([a,b]) okreslmy warto$¢ ||x||¢((4,5)) Nastepujaco:

|l le(iapy) = sup {x(@)] : 7 € [a,b]} .

Z podstawowych faktow i twierdzen analizy matematycznej fatwo wywnioskowac, ze kres gérny

w definicji normy w tej przestrzeni mozna zastapic¢ przez maksimum, tj.:

[l le(iap)) = sup {[x(®)] : 7 € a,b]} = max{|x(1)| : 1 € [a,b]}.



dla dow. x = x(t) € C([a,b]). Przestrzei unormowana C([a,b], || - ||¢((4,6))) jest oSrodkowa prze-
strzenig Banacha. Osrodkowos¢ jest nastgpstwem twierdzenia Weierstrassa o aproksymacji funk-
cji ciagtej wielomianami [76]].

Omowimy teraz przestrzen, ktora bedzie stanowita podstawe naszych dalszych rozwazan.
W tym celu zatézmy, ze (E, || - ||g) jest przestrzenia Banacha. Oznaczmy przez BC(R, E) prze-
strzen zlozong ze wszystkich funkcji x : Ry — E, ktére sa ciagle i ograniczone na przedziale
R . Poniewaz x(t) jest elementem przestrzeni E dla dowolnego ¢ € R, norm¢ dowolnej funkcji

x € BC(R 4, E) okreslamy wzorem:

Xllser, g) = sup {I[x(0)l]e : 1 € Ry}

Mozna udowodnié, ze jest to przestrzen Banacha.

W pracy bedziemy wykorzystywac przypadki szczeg6lne przestrzeni BC(R ., E), tj. przy-
padki, w ktorych za przestrzen E przyjmiemy odpowiednio cg, ¢ oraz /.. Oméwimy w kilku
zdaniach kazda z nich.

Przestrzen BC(R,cp) sktada si¢ ze wszystkich funkcji x : R — ¢, ktére sa ciagle i ogra-

niczone na R . Doktadniej, funkcje z tej przestrzeni maja postaé
x(t) = (x,(2)) = (x1 (1), x2(2),...) dla r e R,

gdzie ciag (x,(¢)) nalezy do przestrzeni Banacha ¢y dla dowolnego r € R, tzn. lim x,(t) =0
n—oo

dlat € R;. Biorac pod uwage podane wczesniej normy w przestrzeniach BC(R ., E) oraz ¢, dla

dowolnej funkcji x € BC(R 4, cg) otrzymujemy:

I¥llace, co) = sup|Ix(t)lle - # € R} = sup {sup{fua(r)l: n =12, }}.
telR

Roéwnowaznie

x| Be(Ry o) = sup {max{|x,(?)[: n=1,2,...}}.
teR,

Podobnie jak wyzej przestrzen BC(R;,c) bedziemy rozumieé jako przestrzeri Banacha
ztozona ze wszystkich funkcji x : Ry — ¢ ciaglych i1 ograniczonych na R, . Kazda funkcja

x € BC(R,c) dla ustalonego t € R jest ciagiem postaci

x(t) = (a(1)) = (01 (1), x2(1),-)



nalezacym do przestrzeni ciagowej c, tj. zbieznym do granicy wlasciwej. Norma w tej przestrze-
ni dana jest wzorem

Xl lpe®..c) = sup{[x(D)]]e: 1 € Ry} = sup {sup{|x,(t)|: n=1,2,...}}

75
dla dow. x € BC(R4,c).
Ostatnig z rozwazanych przestrzeni bedzie przestrzen BC(R ., l.). Jej elementami sa funk-
cje x : Ry — [, ciagle i ograniczone na przedziale R . Mianowicie kazda funkcje x € BC;_

mozna zapisaé nastgpujaco

x(t) = (1)) = (01 (1), x2(2),- ),

gdzie dla ustalonego 7 € R ciag x(t) = (x,(¢)) nalezy do przestrzeni l, czyli jest ograniczony.

Analogicznie jak w poprzednich przestrzeniach normg elementu x € BC(R ., ) okresla wzor

Xl lpe® 1) = sup{Ilx(@)]]. - £ € Ry} = sup {sup{|xa(t)|: n=1,2,...}}.

teRy
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2 Miary niezwartosci

Pojecie miary niezwartosci zostato wprowadzone przez K. Kuratowskiego w 1930 roku
[63] na potrzeby badan z dziedziny topologii, jednak dopiero po 25 latach wzrosto zaintere-
sowanie teorig miar niezwartosSci 1 jej znaczny rozwdj. Stalo si¢ to za sprawa G. Darbo, ktory
w 1955 roku wykorzystal miar¢ niezwartoSci wprowadzong przez Kuratowskiego do uogélnie-
nia twierdzenia Schaudera o punkcie statym [39] badajac operatory, ktérych wtasciwosci mozna
okresli¢ jako posrednie migdzy wlasciwosciami odwzorowan kontrakcyjnych i zwartych. Kolej-
na wazng data w historii rozwoju miar niezwartosci jest rok 1957, kiedy to L.S. GoldenStein,
LT. Gohberg i A.S. Markus zdefiniowali miarg niezwarto$ci Hausdorffa [51]. Nastgpnie badali
ja L.S. GoldenStein 1 A.S. Markus [52]. W kolejnych dekadach wprowadzono wiele innych miar
niezwartosci (38, |60], a teoria ta budzita duze zainteresowanie matematykow [84]]. Szczegdlne
uznanie zyskata w latach siedemdziesiatych ubiegtego stulecia, kiedy zaczgto wykorzystywac
twierdzenie Darbo o punkcie statym m.in. do badania istnienia rozwiazan réwnan rézniczko-
wych. Na potrzeby zastosowan zacze¢to rozwijaé teori¢ miar niezwartosci. Szukano formut wy-
razajacych miary niezwartoSci w danych przestrzeniach Banacha, poniewaz znane do tej pory
miary nie byly proste w zastosowaniu. Na przyktad, obliczenie pozornie prostej miary niezwar-
tosci Kuratowskiego dla kuli jednostkowej w przestrzeni nieskonczenie wymiarowej okazywato
si¢ nie lada wyzwaniem, a w niektdrych przestrzeniach Banacha takich jak ¢, L”([a, b]) nie znano
formut dla miary Hausdorffa. Co wigcej, w niektérych przestrzeniach Banacha nie znano nawet
formut, ktére wyrazatyby poznane dotad miary. Z tego powodu B.N. Sadovskii zaproponowat
podejscie aksjomatyczne do teorii miar niezwartosci. Sposréd powstatych dotad aksjomatycz-
nych definicji najwazniejsza i najczesciej wykorzystywang jest jednak definicja aksjomatyczna
wprowadzona w 1980 r. przez J. Banasia i K. Goebla [[10]], gdyz cytujac J. Banasia i M. Mursa-
leena [ 18] definicja ta "nie powinna by¢ zbyt ogélna oraz powinna wymagaé spetnienia takich
warunkow, ktére umozlwia ich wykorzystanie w konkretnych zastosowaniach."

Teoria miar niezwarto$ci okazuje si¢ by¢ efektywnym narzgdziem m.in. w teorii réwnan
operatorowych, rownan r6zniczkowych, w teorii punktu statego i przede wszystkim w interesu-
jacych nas réwnaniach catkowych [18, [75]]. Nie bez powodu poswigcimy jej w przedkladane;j

pracy caly rozdzial. Jak juz wczeSniej wspomnieliSmy, technika miar niezwarto$ci tuz obok
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twierdzen o punktach statych bedzie stanowi¢ gtéwne narzgdzie w dowodach twierdzen prezen-
towanych w tej pracy. Przedstawimy zatem wykorzystywang przez nas definicj¢ tego pojecia
oraz przyjrzymy si¢ podstawowym, najbardziej rozpoznawalnym miarom niezwartosci Kura-
towskiego 1 Hausdorffa. Oméwimy takze miary niezwartoSci w rozwazanych przez nas prze-

strzeniach Banacha.

2.1 Pojecie miary niezwartoSci i jej wlasnosci

W tym podrozdziale wprowadzimy definicj¢ miary niezwartosci, ktéra pozwoli nam otrzy-
mac formuty dla miar niezwartosci w rozwazanych przez nas przestrzeniach Banacha.
Zalézmy zatem, ze E jest przestrzeniag Banacha 1 przyjmijmy aksjomatyczng definicj¢ miary

niezwartosci podang przez J. Banasia i K. Goebla (zob. [10]).
Definicja 2.1.1. Funkcje u : Mg — R spelniajaca warunki:
(i) Rodzina kerp = {X € Mg : u(X) = 0} jest niepusta oraz kerpt C Ng,
(i) X CY = pX)<pu(Y),
(iii) u(X)=p(X),
(iv) p(ConvX) = p(X),
V) UAX+(1-A)Y)<AuX)+(1—-A)u(Y)dlaA €]0,1],

(vi) Jezeli (X,) n>1 jest ciagiem zstepujacym (tj. X, 41 C X, dlan=1,2,...) zbioréw domknig-

tych z rodziny 9g oraz lim u (X,) = 0, to wtedy zbior X.. = (,,_; X, jest niepusty,
n—oo
nazywamy miarq niezwartosci w przestrzeni E.

Rodzing keru zdefiniowang w aksjomacie (i) nazywamy jqgdrem miary . Jezeli 1 spetnia

dodatkowy warunek:
(vii) keru =Ng,

to miar¢ [ nazywamy miarq petnq.
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OczywiScie istnieje wiele miar, ktore nie sa pelne, tj. keru & 9g. Prostymi przyktadami moga
by¢ miary p;(X) = ||x||g i u2(X) = diamX. Obie funkcje spetniaja aksjomaty (i)-(vi), jednak
kerp; = {6} podczas gdy kerp, stanowi rodzina wszystkich zbioréw jednoelementowych.

Zwroé¢my uwage na fakt, ze zbior X., z aksjomatu (vi) nalezy do jadra keru. Wynika
to z faktu, ze Xoo C X,, n = 1,2,... oraz nieréwnosci U (X.) < u(X,) dlan=1,2,... . Stad
U1 (Xw) = 0 co implikuje, ze X € kerp. Ta prosta obserwacja okazuje si¢ by¢ wazna w wielu
zastosowaniach.

W dalszym ciagu zal6zmy, ze 1 jest miarg niezwartosci w przestrzeni E.

Przyjrzyjmy sig blizej strukturze jadra ker . Mozna zauwazy¢, ze nie jest rodzing domknig-
ta wzgledem operacji algebraicznych, tzn. nie ma on struktury stozka. Stad, jezeli miara u jest

subaddytywna i jednorodna, tzn.:
(viil) (X +Y) <pX)+p(Y),
(ix) pu(AX)=|A|u(X)dlad € R,

to nazywamy ja subliniowq.

Okazuje si¢, ze jadro miary U na ogot nie jest takze rodzing domknigta wzgledem sumy zbioréw,
a zachodzi jedynie warunek max {u(X),u(Y)} < u(XUY) dla dowolnych zbioréw X,Y € kerut.
Jako przyktad pokazujacy, ze nieréwno$¢ w druga strong nie musi by¢ spetniona mozna podac
miarg p(X) = diam(X) i wzia¢ dwa roztaczne zbiory jednoelementowe o wystarczajaco duzej
odlegtosci od siebie. Motywujac si¢ tym faktem mowimy, ze miara i ma wiasnos¢ maksimum,

jezeli:
x) p(XUY)=max{p(X), u(¥)}.
Faczac aksjomaty (vii)-(x), otrzymujemy nastepujaca definicje.

Definicja 2.1.2. Miar¢ u nazywamy regularnq miarq niezwartosci, jezeli jest ona petna, subli-

niowa i ma wlasno$¢ maksimum.

Zauwazmy, ze jadro miary regularnej ztozone jest ze wszystkich zbioréw relatywnie zwar-

tych w przestrzeni E oraz jest domknigte wzgledem operacji algebraicznych i sumy zbioréw.



13

Dzigki aksjomatycznemu podejSciu do definicji miary niezwartoSci mozemy stworzyC wy-
godne formuty miar w przestrzeniach, dla ktérych nie sa znane warunki konieczne i wystar-
czajace dla relatywnej zwarto$ci zbioru. Problem taki wystgpuje np. w przestrzeni [.. Ponadto,
konstruujac w odpowiedni spos6b jadro mozemy stworzy¢ miary niezwartoSci umozliwiajace

nam scharakteryzowanie rozwiazan badanych réwnan badz uktadéw réwnan.

2.2 Klasyczne miary niezwartosci

Ten podrozdzial poSwigcimy oméwieniu dwdéch klasycznych miar niezwartosci, tj. miary
niezwartosci Kuratowskiego oraz Hausdorffa.

Pierwsza omawiang przez nas miarg niezwartosci bedzie wprowadzona przez polskiego ma-
tematyka K. Kuratowskiego w 1930 r. tzw. miara niezwartoSci Kuratowskiego, zdefiniowana

nastgpujaco.

Definicja 2.2.1. Niech (M, d) bedzie przestrzenia metryczng zupetng oraz niech X bedzie ogra-
niczonym podzbiorem przestrzeni M. Wowczas miare Kuratowskiego zbioru X oznaczamy przez

o(X) i definiujemy jako
o(X) =inf{e > 0: X mozna pokry¢ skoriczonq liczbq zbioréw o Srednicy mniejszej od €} .
Powyzsza formule mozna zapisa¢ symbolicznie w nastgpujacy sposob

n
a(X):inf{s>O: X C UX,-: X; CM, diam(X;) <€, i=1,2,....n, nEN}.

i=1
Whprost z definicji wynika, ze

o(X) < diam(X).

Ponadto, analizujac definicj¢ funkcji o, otrzymujemy nastgpujace wiasno$ci miary Kuratow-

skiego [10]:
(@) a(X)=0 & X jest zwarty,
(b) a(X) = a(X),

© XCY = oX)<aY),
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(d) a(XUY)=max{a(X),a(Y)},
(e) a(XNY)<min{o(X),(Y)}.

Kolejna wtasnos$¢ miary o stanowi uogdlnienie dobrze znanego z topologii Twierdzenia Cantora

[65]].

(f) Dla kazdego zstgpujacego ciagu (X,) niepustych, domknigtych i ograniczonych podzbio-

row przestrzeni X takiego, ze lim o (X,) = 0 zbior X = (;,_; X, jest niepusty i zwarty.
n—oo

Przy dodatkowym zatozeniu, ze M jest przestrzenia Banacha otrzymujemy dodatkowe wiasnosci

wynikajace ze struktury przestrzeni wektorowej:
(@) a(X+Y) <aX)+a(Y),
(h) a(AX)=|A|a(X)dlad € R,
(i) o(ComvX) = a(X).

Jezeli zalozymy, ze M jest nieskoficzenie wymiarowa przestrzenia unormowana, otrzymujemy

kolejna wtasnosé [18]:

la(X1) — a(X2)| < 2dp(X1,X2) 2.1)

dla dowolnych zbioréw Xi,X, € 9y,.

Zauwazmy, ze wlasnos¢ (a) implikuje, iz miara Kuratowskiego jest miarg peilna, natomiast
z (d) wynika, ze ma ona wlasno$¢ maksimum. Dalej, wykorzystujac (g) i (h) otrzymujemy, ze
o jest miarg subliniowa. Laczac te fakty mozna stwierdzi¢, ze jest to miara regularna.

Pomimo z pozoru prostej definicji miara niezwartosci Kuratowskiego okazuje si¢ by¢ trud-
na w zastosowaniach. Podczas gdy réwnosé o(B) = 0 w przestrzeni skorficzenie wymiarowej
jest natychmiastowa konsekwencja wtasnosci (a), (b) oraz Twierdzenia Riesza o zwartosci kuli
[76], to obliczenie miary niezwartosci dla kuli jednostkowej w przestrzeni nieskoficzenie wy-
miarowej wymagato duzych umiejetnosci. Dopiero w 1970 roku udowodniono, ze a(B;) = 2

w przypadku przestrzeni nieskoniczenie wymiarowej [48]].
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Kolejna 1 jak si¢ okazuje prostsza w zastosowaniach miara niezwartosci jest miara Haus-

dorffa. Przypomnijmy najpierw jej definicje [10, [18]].

Definicja 2.2.2. Niech (M,d) bedzie przestrzenia metryczng zupetng oraz niech X bedzie do-
wolnym niepustym i ograniczonym podzbiorem przestrzeni M. Wowczas miare niezwartosci

Hausdorffa zbioru X oznaczamy przez X (X) i definiujemy wzorem
x(X) =inf{e > 0: X mozna pokry¢ skoriczonq liczbq kul o promieniach mniejszych od € } .
Réwnowaznie
n
x(X) :inf{e >0: X C UB(xi,ri), XNEM, ri<e, i=12,...n, nGN}.
i=1

Poniewaz w definicji miary Hausdorffa nie zaktada si¢, ze Srodki kul pokrywajacych zbior

X naleza do zbioru X, definicj¢ ta mozemy wyrazi¢ nastgpujaco:
x(X) =inf{e > 0: X ma skonczong e-sie¢c w M }.

Mozna wykazac, ze miara )y zachowuje wtasnosci (a)-(i) podane wyzej dla miary Kuratowskie-
go o.. Tym samym jest ona miarg regularna.

Pomimo, iz miar¢ ta skonstruowali L.S. GoldensStein, I.T. Gohberg i A.S. Markus nie jest przy-
padkiem, ze nazwano ja nazwiskiem F. Hausdorffa. Okazuje si¢ bowiem, ze istnieje Scista za-

leznos$¢ migdzy miarg y a odlegloscia Hausdorffa [18].

Twierdzenie 2.2.3. Zatoimy, ze (M, d) jest przestrzeniq metryczng oraz X, X1, Xo € My Niech
ponadto symbol Y, oznacza zbior wszystkich niepustych zwartych podzbioréw przestrzeni M.
Wowczas

x(X) = dist(X,91) (2.2)
oraz

|x(X1) — x(X2)| < du(X1,X2). (2.3)

Zauwazmy, ze z oszacowan (2.1) i (2.3) otrzymujemy, ze funkcje & i x spelniaja warunek
Lipschitza wzgledem odlegtosci Hausdorffa dy.

Kolejne twierdzenie pokazuje, ze miary & i ¥ sa w pewnym sensie rGwnowazne.
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Twierdzenie 2.2.4. Niech (M,d) bedzie przestrzeniq metryczna zupetng oraz niech X € 9y

bedzie ustalonym zbiorem. Wtedy
x(X) < a(X) <2x(X).

Niestety odpowiedZ na wynikajace z powyzszego twierdzenia pytanie, czy kazda regularna
miara niezwartoSci U jest rOwnowazna mierze Hausdorffa okazuje si¢ by¢ negatywna [17].

W literaturze mozemy znalezZ¢ dokladniejsze oszacowania i inne zaleznoSci miedzy mia-
rami Hausdorffa i Kuratowskiego (por. [10, 27, 91]]) oraz wiele innych witasnosci tych miar
[18, [84]]. Podobnie jak w przypadku miary Kuratowskiego oczywistym jest, ze w przestrzeni
skoriczonego wymiaru x(B;) = 0. Natomiast gdy mamy do czynienia z przestrzenia nieskon-
czenie wymiarowa otrzymujemy, ze x(B;) = 1. Dowody tej wlasnosci mozna znalez¢é m.in.

w [18,170].

Warto wspomnie¢, ze w niektérych przestrzeniach Banacha takich jak cg, I, (1 < p < ),
C ([a, b)) istnieja formuty zwiazane ze struktura tych przestrzeni wyrazajace miarg¢ niezwartos$ci
Hausdorffa ([2,3,[10]). Z drugiej strony, w niektdorych przestrzeniach Banacha np. w L? (a, b) czy
¢, znamy formuly dla regularnych miar niezwartosci, ktére sa réwnowazne mierze y [1. 10, 71].
Niestety w wielu przestrzeniach Banacha nie jesteSmy w stanie skonstruowaé formut dla miar
niezwarto$ci Hausdorffa lub miar jej rtownowaznych. W tej styuacji pomocne jest aksjomatycz-
ne podejscie do teorii miar niezwarto$ci oméwione w poprzednim podrozdziale. Wéwczas ogra-

niczamy si¢ do miar niezwarto$ci wedtug Definicji 2.1.1, ktére nie sa nawet pelne.

2.3 Miary niezwartoSci w klasycznych przestrzeniach ciagowych

Podrozdziat ten po§wigcimy wprowadzeniu miar niezwartoSci w przestrzeniach Banacha
co, ¢ 1l oraz oméwieniu ich wlasnosci.

Na poczatku rozwazmy przestrzen cop z norma supremum. Jak juz wspomnieliSmy, w prze-
strzeni tej jesteSmy w stanie podac¢ formule wyrazajaca miarg niezwarto$ci Hausdorffa.

Konstrukcja miary niezwartoSci w przestrzeni cq jest dos¢ klarowna dzigki temu, ze znamy
warunki konieczne i wystarczajace dla relatywnej zwartoSci zbioru w tej przestrzeni. Przypo-

mnijmy twierdzenie okreslajace te kryteria.
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Twierdzenie 2.3.1. Zbior A C cq jest relatywnie zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sq na-

stepujqce warunki:
(i) A€M,
(ii) 1211 sup{|ar| : a=(an) €A, k>n}=0.
n—oo

Widzimy zatem, ze zbioér X € 9., nalezy do M., wtedy i tylko wtedy, gdy

n=ro0 | x=(xp)eX

lim { sup  {sup{|xg|: k> n}}} =0.

Mozna udowodni¢, ze dla X € 9., funkcja

Ueo(X) = lim { sup {sup{|xk|: k> n}}}

e () €X
stanowi miar¢ niezwarto$ci Hausdorffa w przestrzeni cg. Dowdd tego faktu wymaga rozwazenia
dodatkowych miar niezwartoSci zwigzanych z baza Schaudera. Poniewaz nie sa one istotne dla
naszych dalszych rozwazan, zainteresowanych kierujemy do ksiazki [[10].

Ze wzgledu na to, ze U, jest miarg Hausdorffa bedziemy ja dalej oznaczac przez x,, tj.:

Xeo(X) = lim { _sup {sup{|xk|: k> n}}} (2.4)

n—ree () EX
W przestrzeni ciaggowej ¢ niestety nie znamy wzoru opisujacego miar¢ niezwartoSci Haus-
dorffa. Korzystajac m.in. z istnienia bazy Schaudera tej przestrzeni oraz twierdzef opisujacych
pewne zaleznoS$ci dotyczace miary ¥ i przestrzeni ciagowych z baza Schaudera (zob. [18]), dla

dowolnego zbioru X € 91, otrzymujemy oszacowanie

%/,L(X) < x(X) < p(X),

gdzie

n=re0 | = (x)€X

u(X) = lim { sup {sup{|x,~—klimxk| iz n}}} (2.5)

jest miara regularng w przestrzeni c. Niestety miara wyrazona wzorem (2.5) okazuje si¢ byé

trudna z uzyciu ze wzgledu na konieczno$¢ uzycia granic ciagéw ze zbioru X. Wygodniejszy
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w zastosowaniu okazuje si¢ by¢ zwigzany z granica ciagu warunek Cauchy’ego nie wymagajacy
znajomosci granicy ciagu. Zatem dla X € 1. okreSlmy miarg niezwartosSci U, nastgpujaco
Ue(X) = lim { sup {sup{|xi—x;|: i,j> n}}} (2.6)
e | x=(n)ex
Miara ta jest regularna i réwnowazna mierze Hausdorffa y w przestrzeni Banacha ¢ [[10} [18]].
Dalej rozwazmy przestrzen ciaggowa l.. Niestety okreSlenie rodziny 91, okazuje si¢ by¢
problematyczne oraz nie ma wzoru wyrazajacego miar¢ niezwartosci Hausdorffa w tej przestrze-
ni. Nie znamy takze wzoru dla regularnej miary niezwartosci [10, [13} [18]]. Spowodowane jest
to faktem, ze /. nie jest przestrzenia oSrodkowa, wigc nie mozemy wykorzystac twierdzen do-
tyczacych miar niezwartoSci w przestrzeniach Banacha z bazami Schaudera. W zwiazku z tym
musimy ograniczy¢ si¢ do aksjomatycznej definicji miary niezwartosci (por. Definicja 2.1.1).
Ustalmy zatem dowolny zbiér X € 901;_. Ponizsze wzory okreslaja nieregularne miary nie-

zwartoSci w przestrzeni lo, 10, [18]]:

Ui (X) = lim { sup {sup{|x|: k> n}}}, (2.7)
n=ree | x=(xp)eX
W (X) = lim { sup  {sup{|xi—x;|: i,j > n}}}, (2.8)
n—ree x=(x)eX
U3 (X) = limsupdiam X,,, (2.9)

n—o0

gdzie:
Xp=Axn: x=(xx) €X} oraz diam X, =sup{|x, —yu|: x= (%), y= () € X}.

Zwréémy uwage, ze wzor dla miary niezwartos$ci w przestrzeni [ jest taki sam jak wzor
(2.4) okreslajacy miarg niezwartosci w przestrzeni cg, w ktérej funkcja ta jest juz miarg Haus-
dorffa. Podobnie wzor (2.8) odpowiada mierze u, w przestrzeni ¢ zadanej wzorem (2.6). Po-
nadto wszystkie trzy miary sa subliniowe, a jedynie dwie pierwsze miary (|, Uy maja wlasnosé
maksimum.

Jadra tych miar sa nastgpujace [10]:

* kerl - rodzina wszystkich zbioréw ograniczonych ztozonych z ciagdéw zbieznych do zera

z ta sama predkoscia.
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* kerl - rodzina wszystkich zbioréw ograniczonych ztozonych z ciagdéw zbieznych z tg sa-

ma predkoscia. Ponadto mamy, ze kerpy = ..
* ker U3 - rodzina wszystkich zbioréw X € 9, takich, ze dla dowolnego ciggu x € X
lim |y, —x,| =0
n—oo
jednostajnie wzgledem dowolnego y € X.

Podane wyzej miary niezwartosci w ciaggowych przestrzeniach Banacha cg, ¢ 1 l znajduja sze-

rokie zastosowanie m.in. w teorii rownan rézniczkowych [11} [13]].

2.4 Miary niezwartoSci w przestrzeni BC(R  F)

W podrozdziale tym oméwimy konstrukcje miar niezwarto$ci w przestrzeniach Banacha
BC([0,T],E), BC(R4,E), BC(R4,cp) oraz BC(R, ).

W tym celu zalézmy, ze E jest przestrzenig Banacha i ustalmy dowolng liczbg T > 0. Sym-
bolem BC([0,T],E) oznaczamy przestrzefi wszystkich funkcji x : [0,7] — E ciagtych i ogra-
niczonych na przedziale [0,7]. Oczywiscie symbol BC([0,T],E) mozemy zastapi¢ symbolem
C([0,T],E) definiujacym przestrzen funkcji okreslonych i ciagtych na [0, 7| o wartosciach w prze-

strzeni Banacha E. W przestrzeni tej okreslona jest standardowa norma supremum

[Ixlleqo,r),) = sup {lx(@)]|e - £ € [0,TT}

dlax=x(r) € C([0,T],E).
Tak okreSlona przestrzen unormowana jest przestrzenia Banacha.
Konstrukcja miary niezwartosci w przestrzeni C([0, 7], E) opiera si¢ na uogélnieniu dobrze

znanego twierdzenia Arzéli-Ascolego [10].

Twierdzenie 2.4.1. Zbior X € Mc(jo,1),£) jest relatywnie zwarty wtedy i tylko wiedy, gdy funkcje

ze zbioru X sq jednakowo ciqgte i zbior X (t) jest relatywnie zwarty w E dla kazdego t € [0, T].

Zbiér X (t) w powyzszym twierdzeniu nazywamy przekrojem zbioru X w punkcie t i defi-
niujemy jako

X(t)={x(t): xeX}. (2.10)
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Konstruujac miare niezwartosci danego zbioru X € 9M¢ (o, 7],r) musimy zatem wzia¢ pod uwage
dwie kwestie: w jakim stopniu funkcje ze zbioru X sa jednakowo ciagte oraz relatywna zwarto$¢
zbioru X () w przestrzeni E. Zwartos¢ przekroju X (¢) zmierzymy za pomoca miary niezwartosci
w przestrzeni E.

Pierwszy sktadnik szukanej miary niezwartosci definiujemy za pomoca modutu ciagtosci.

Ustalmy zatem € > 0 i dowolng funkcje¢ x € C([0,T],E). Wéwczas otrzymujemy kolejno
o(x,€) = sup{||x(t) —x(s)||g : 1,5 €[0,T], [t —s| <€},

o(X,e) =sup{o(x,e): xeX} :)scgg{sup{Hx(t)—x(s)HE 1,5 €[0,T], [t—s| < e€}},

oraz

wp(X) =limo(X,e€).

e—0

Zat6zmy dalej, ze u jest dowolng miarg niezwarto$ci w przestrzeni E. Zdefiniujmy:

pr(X) = sup{p(X (1)) : 1 € [0, T},
Woéwczas otrzymujemy nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.4.2. Funkcja okreslona dla X € Mc(o,1].g) wzorem

ur(X) = ap(X) +p*(X) (2.11)

jest miarq niezwartosci w przestrzeni C([0,T], E). Jadro kerur sktada sig ze wszystkich zbioréw
X funkcji jednakowo ciqgtych i takich, ze X (t) € keru dla dowolnego t € [0,T], czyli X (¢) jest

zbiorem relatywnie zwartym w przestrzeni Banacha E dla kazdego t € [0,T].

Dowéd powyzszego twierdzenia w wersji ogélnej, tzn. dla przestrzeni C(|a,b],E) mozna
znalez¢ w [[10].

Warto wspomniec tutaj o jeszcze jednej mierze uzywanej przez wielu autoréw [23, 41, 50,
77]. Mianowicie, jesli zawezimy swoje rozwazania do rodziny zbioréw ograniczonych i jedna-
kowo ciaglych, ktéra oznaczymy przez i)ﬁzq[a’h] i wykorzystamy miare Hausdorffa Yz w prze-

strzeni E, to funkcja

XClupy (X) =max{ye(X(t)): t € la,b]}, dla X € Qﬁecq[a’b]
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jest miarg niezwartosci Hausdorffa w przestrzeni C([a, b], E) [10].

Formuly dla szczeg6lnych przypadkéw powyzszej miary niezwartoSci zostaly przedstawio-
ne w pracy [23]. Autorzy rozwazyli przestrzenie C(|a,b],co), C([a,b],l;) oraz wykorzystali
miary okreS§lone w tych przestrzeniach do badania rozwiazan nieskonczonych ukltadéw row-
nan catkowych Hammersteina.

Rozwazmy teraz kolejng przestrzen stanowiaca uogdlnienie przestrzeni C([0,T],E), czyli
przestrzefi Banacha BC(R ., E). Oczywiscie, jezeli wezmiemy funkcj¢ x € BC(R4, E) to jej za-
wezenie do przedziatu [0, 7], tj. x| 77 jest elementem przestrzeni C([0,T], E). Przypomnijmy,
iz konstrukcje i wtasnosci przestrzeni BC(R ., E) jak i jej przypadki szczegélne dla przestrzeni
E réwnej ¢y, ¢, . omawialiSmy w podrozdziale 1.2.

Przejdzmy teraz do konstrukcji miary niezwarto$ci w przestrzeni BC(R ¢, E) [6].

Zalézmy najpierw, ze Y jest miara niezwartoSci w przestrzeni Banacha E. Dodatkowo za-
16zmy, ze jest ona regularna i rownowazna mierze Hausdorffa y, tzn. ze istnieja dodatnie stale

m, M takie, ze dla dowolnego zbioru X € 91g spelniony jest warunek (zob. [10]):
my(X) < v(X) < My (X).

Ustalmy dalej dowolny zbiér X € Mper, g). Ponadto wezmy dowolnie ustalone liczby
€ >0, T > 0 oraz funkcje x € X. Zdefiniujmy modut ciagtosci ®” (x, &) funkcji x na przedziale
[0,T], ktadac

o’ (x,e) = sup {||x(t) —x(s)||g : t,s €[0,T], |t —s| < €}.

Dalej, okreslmy kolejno:
T _ T .
o' (X,e) =sup{o’(x,&): xeX},
ol (X) = lim o’ (X, £),
e—0

ap(X) = lim g (X). (2.12)

Mozna pokazaé, ze wzor (2.12)) jest zdefiniowany poprawnie [6].
Nastepnie korzystajac z faktu, ze X (¢) czyli przekrdj zbioru X dla ustalonego ¢t € R (por.

(2.10)) jest zbiorem ograniczonym, okreslmy wartos¢

7r(X) =sup{y(X (1)) : 1 €[0,T]} (2.13)



22

oraz pot6zmy
Tu(X) = lim 77(X). (2.14)
T—o0
Zatozmy dodatkowo, ze T > 0 jest ustalona liczbg. Wowczas mamy
ar(X) = sup{sup{||x(1)[|z : 1 >T}}.
xeX

Poniewaz funkcja T — a7 (X) jest nierosnaca wnioskujemy, Ze istnieje skoficzona granica

loo(X) = lim ar(X). (2.15)

T—o0

Ostatecznie, taczac wzory (2.12), (2.14) i (2.15)) dostajemy funkcje ¥, okreslona nastgpujaco

Ya(X) = 00(X) + Voo (X) + e (X) (2.16)

dlaX € Mpc(r, ). Otrzymana funkcja jest miarg niezwartosci w przestrzeni BC(R ., E) majaca
wiasnos¢ maksimum. Dowdd tego faktu mozna znalezé w [6]. W zacytowanej pracy przedsta-
wiono takze inne miary niezwartoSci w tej przestrzeni réznigce si¢ ostatnim sktadnikiem sumy
(2.16). Nie bedziemy ich teraz omawiac, poniewaz wykorzystamy tylko miar¢ podang wyze;.

Istotny natomiast bedzie dla nas fakt, ze jadro miary 7, sklada si¢ ze wszystkich niepustych
i ograniczonych podzbioréw X przestrzeni BC(R,E) takich, ze funkcje ze zbioru X sg lokal-
nie jednakowo ciagte na R, i daza do zera w nieskonczonosci z ta sama predkoscia. Ponadto
przekroje X (¢) zbioru X dla kazdego ¢ € R naleza do jadra miary niezwartosci ¥ w przestrzeni
E, czyli sa zbiorami relatywnie zwartymi w przestrzeni Banacha E [6].

Korzystajac z formut dla miar niezwartosci w przestrzeni BC(R ,, E) i wybierajac za E kon-
kretne przestrzenie Banacha mozemy tworzy¢ miary niezwarto$ci w interesujacych nas prze-
strzeniach, odpowiednio dobranych pod katem docelowych zastosowar.

Korzystajac zatem z miary niezwartoSci 7, danej wzorem 1 przyjmujac za E prze-
strzen Banacha c( skonstruujemy miarg niezwartosci w przestrzeni BC(R 1, ¢p). Przestrzen ta po-
zwolimy sobie skrétowo oznaczaé¢ symbolem BCy. Przypomnijmy, ze przestrzen BCy zostata
omoéwiona w podrozdziale 1.2.

Zaprezentujemy zatem formuty dla kolejnych sktadnikéw miary 7y, okreslonej na rodzinie

Mpc, wzorem (2.16).
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Ustalmy wigc X € Mpc, i rozwazmy pierwszy sktadnik sumy we wzorze (2.16), czyli funk-
cje @y okreslona wzorem (2.12). W tym celu wezmy € > 0 oraz T > 0. Wéweczas, dla dowolnego

zbioru X € Mpc, i x € X, mamy kolejno:
o’ (x,€) = sup {sup{|x, (1) —x,(s)|: n€N}: 1,5 €[0,T], |t —s| <&},

or(X,e)= sup {sup{sup{|x,(t) —xu(s)|: neN}: t,s€[0,T], |t —s| < e}},
x=(xy)eX

ol (X) = lim{ :sup {sup {sup{|xn(t) —x,(s)|: n€N}: t,5€[0,T], [t —s| < 8}}},

e—0 (xp)€X

wy(X) =

(2.17)
= lim {lim{ sup {sup{sup{|xn(t)—xn(s)|}: t,s €[0,7T], |t—s|<£}}}}.
T—oo | €=0 x=(xp)EX neN

Zauwazmy dalej, ze drugi sktadnik miary 7,, czyli funkcja 7., dana wzorem wyko-
rzystuje miarg¢ y okreSlong w przestrzeni co. Wiemy juz, ze w tej przestrzeni znamy formute dla
miary niezwarto$ci Hausdorffa. OkresliliSmy ja w podrozdziale 2.3 wzorem (2.4) i oznaczyli-
$my jako x.,. We wzorze (2.13) funkcji 7,, wykorzystamy zatem miare niezwartosci Hausdorffa

Xco- W zwiazku z tym oznaczmy 7,, jako X, oraz ¥y jako ¥ 7 i1 zdefiniujmy nastepujaco:

Xr(X) = sup{xe, (X (1)) : £ €[0,T]},

gdzie
Xeo (X (1)) = lim { sup {sup{|xc(z)| : k= n}}}-

n=ree | x=(xp)eX

Stad
Xr(X) = sup {hm{ sup {sup{|xk<z>|:k>n}}}}.

refo,T] |7 (v )ex

Ostatecznie otrzymujemy

ZoX) = lim 77 (X)

(2.18)
= lim { sup < lim sup {sup{|xx(¢)|: k> n}} .
T=re Lrefo,r] ("7 (a=(n)ex
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WeZmy teraz pod uwage ostatni sktadnik miary 7,, czyli funkcj¢ a. okreslona réwnoScia
(2.13). W tym przypadku wystarczy jedynie uwzglgdnié normg okreslona w przestrzeni cg, czyli
norm¢ supremum. Mamy wéwczas

(w(X) = lim { sup {sup{sup{|xn(t)] ‘n€ N}}}} . (2.19)
T=eo | x=(xp)ex =T

Nareszcie, wstawiajac (2.17), oraz do réwnosci otrzymujemy miarg
niezwartoSci w przestrzeni BCy. W zwiazku z wykorzystaniem miary Hausdorffa z przestrze-
ni cg oznaczmy ja przez X,. Woéwczas otrzymujemy funkcje okreslong dla dowolnego zbioru
X € Mpc, wzorem

Xa(X) = 0o (X) + oo (X) + ae(X), (2.20)

bedaca miarg niezwartoSci w przestrzeni BCy [6]. W zacytowanej pracy mozemy znalez¢ tak-
ze inne miary niezwarto$ci okreslone w przestrzeni BCy oraz przyktad zastosowania miary
Xa do badania rozwiazan nieskonczonych uktadéw réwnan catkowych Volterry-Hammersteina.
W analogiczny sposéb mozemy tworzy¢ miary niezwartoSci w innych przestrzeniach, na przy-
ktad w przestrzeni Banacha BC(R . ,1') [34,33].

Zauwazmy, ze konstruujac powyzsza miarg w przestrzeni BC(R ., E)) zaktadaliSmy, ze w prze-
strzeni E dana jest regularna miara niezwartosci. Niestety w wielu przestrzeniach Banacha nie
istnieja miary Hausdorffa lub miary im réwnowazne. Taka sytuacja wystgpuje migdzy inny-
mi w przestrzeni l.. W zwiazku z tym, aby skonstruowa¢ miarg¢ niezwarto$ci w przestrzeni
BC(R,l.) postuzymy si¢ inng miara niezwartosci w przestrzeni BC(R ., E) generowang przez
dowolng miarg niezwartosSci w przestrzeni E [9].

Ustalmy zatem dowolny zbiér X € Mpc(gr, g) 1 wezmy liczbe € > 0. Dla dowolnej funkcji
x = x(t) € X oznaczmy przez ®>(x, €) modut ciagtosci funkcji x na przedziale R zdefiniowa-

ny nastepujaco:
0™ (x,€) = sup{|lx(t) ~x(s)][ : 1,5 € Ry, | —s| <€}

Zauwazmy, ze ®*(x,€) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja x jest jednostajnie ciagta na R .
Dalej, biorac w powyzszej rownosci supremum po wszystkich funkcjach x € X i przechodzac

z € — 0, otrzymujemy kolejno:

o0~ (X,e) =sup{o”(x,€): x€X},



25

oy (X) = lim o™ (X, €). (2.21)

£—0

Latwo zauwazy¢, ze oy’ (X) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje ze zbioru X sa jednakowo
ciagte na R lub réwnowaznie, jednakowo jednostajnie ciagle na R .
Zatézmy dodatkowo, ze U jest miarg niezwarto$ci w przestrzeni Banacha E i zdefiniujmy

funkcje [, (X) okreslona na rodzinie Mpe(r, £) Wzorem

[..(X) = lim fip(X), (2.22)

T—so0
gdzie

Br(X) =sup{u(X(2)): 1 €[0,T]}.
Poniewaz funkcja T — 1, (X) jest niemalejaca i ograniczona z géry na R, granica we wzorze

(2.22)) istnieje (zob. [9]).

Nastepnie, dla dowolnie ustalonej liczby € R, potézmy

c(X) = limsupdiamX (z). (2.23)

t—roo

Ostatecznie, taczac (2.21)), (2.22) i (2.23)) otrzymujemy formute

He(X) = OF (X) + o (X) +¢(X) (2.24)

okreslajaca miarg niezwartosci w przestrzeni BC(R,E). Dowdd tego faktu oraz konstrukcje
innych miar niezwartosci w tej przestrzeni rézniace si¢ sktadnikiem c¢(X) mozna znalezé w [9].

Istotny dla nas bedzie natomiast fakt, ze jadro kerp, miary . zawiera wszystkie niepuste
i ograniczone podzbiory X przestrzeni BC(R,E) takie, ze funkcje ze zbioru X sa jednakowo
ciagte na R, oraz wszystkie przekroje X (¢) zbioru X dla kazdego t € R, sg elementami jadra
kerp miary niezwartoSci 4 w przestrzeni E. Dodatkowo grubos$¢ wiazki utworzonej przez wy-
kresy funkcji nalezacych do X dazy do zera w nieskonczonosci.

W dalszym ciagu rozwazmy przestrzen BC(R,l.) i oznaczmy ja symbolem BC.. Przed-
stawimy konstrukcj¢ miary niezwartoSci w przestrzeni BC.. W tym celu wykorzystamy miarg
U okreslona wzorem (2.24)) w przestrzeni BC(R,E) i jako E przyjmiemy przestrzen Banacha
loo.

Ustalmy zatem dowolny zbiér X € Mpc,. Podamy najpierw wzor funkcji @ okreslonej

réwnoscia (2.21)), w ktérej uwzglednimy normg¢ supremum w przestrzeni /.. Niech wigc € > 0
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bedzie ustalona liczba i x = (x,(¢)) € X bedzie dowolna funkcja. Wtedy modut ciagtosci funkcji

x ma postac
©”(x,€) = sup{|| x(r) —x(s) ll.: t,s €Ry, |1 —s| < €}
= sup{sup{|x,(t) —x,(s)|: n=1,2,...}: t,s e Ry, |t —5| < €}.
Stad otrzymujemy

0 (X, €)= sup{sup{sup X, (1) —xn(s)] : t,s € Ry, |t —5| < 6}}

xeX neN

Korzystajac z powyzszego wzoru i (2.21) dostajemy
oy (X) = lim 0™ (X, €)
e—0

(2.25)
= lim {sup{sup{sup X, (1) —xn(s)| : t,s € Ry, |t —5| < 8}}}

€20 (rxex neN

Zdefiniujemy teraz kolejny sktadnik [, miary u., ktéry jest zadany wzorem (2.22)). Jako
miar¢ 1 wystepujaca we wzorze funkcji [f, weZmy miarg¢ niezwartoSci w przestrzeni /., okreslo-
na w poprzednim podrozdziale wzorem (2.9), czyli funkcje 3. Przypomnijmy, ze dla dowolnego

zbioru X € 91, jest ona okreslona nastgpujaco
u3(X) = limsupdiam Xj,.
n—oo

Korzystajac z powyzszej miary niezwartosci i wzoru (2.22) otrzymujemy

-3 . =3

X)=1 X

LX) = Jim 123 (X)
(2.26)
= lim ¢ sup {limsup{supﬂxn(t) —ya(0)|: x=(a(2)), y = (a(t)) € X}}} :
T—eo | tefo,r] U n—seo
Pozostata nam do sformutowania wartos¢ ¢(X ) zadana wzorem (2.23)). Postugujac si¢ norma

w przestrzeni /.., dostajemy

c(X) = limsupdiamX (r)

t—3o0

= timsup {up sup 1) =) = (50, 3= ) € . -

[—ro0 neN
Ostatecznie, sumujac (2.23), (2.26), (2.27) i korzystajac ze wzoru (2.24)) otrzymujemy mia-

re niezwartoSci w przestrzeni BC.. odpowiadajaca mierze uz w przestrzeni l.. Miara ta jest

sformutowana w nastgpujacy sposéb:

1 (X) = o (X) + FL(X) +c(X). (2.28)
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Jest to miara subliniowa, ale nie ma wtasnoSci maksimum. Nie jest to takze miara petna.

Zauwazmy, ze w przestrzeni BC., mozemy w podobny sposéb skonstruowaé inne miary
niezwarto$ci. Pozwala nam na to wigkszy wybdr miar u z przestrzeni l. we wzorze (2.22).
Przypomnijmy, ze w przestrzeni /., podaliSmy trzy miary niezwartosci 1, Uy, U3 dane wzorami
2.7)-(2.9). Zastosowania niektérych z tych miar niezwartosci w przestrzeni BCs do badania

nieskonczonych uktadéw réwnan catkowych mozna znalez¢ m.in. w [8}, 20, 25]].
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3 Znikajace w nieskonczonosci rozwiazania nieskonczonych

ukladow kwadratowych réwnan catkowych Urysohna

Celem tego rozdzialu jest przedstawienie wynikow dotyczacych istnienia rozwigzan nie-
skoniczonych uktadéw kwadratowych réwnan catkowych Urysohna okreslonych na przedziale
R . Rozwazania bedziemy prowadzi¢ w przestrzeni BC(R,co) = BCy opisanej w podrozdzia-
le 1.2. Kluczowe w dowodzie przedstawionego twierdzenia egzystencjalnego bedzie twierdzenie
Schaudera o punkcie statym oraz miara niezwartosci ), w przestrzeni BCy przedstawiona w po-
przednim rozdziale i okre§lona wzorem (2.20).

Do dalszych rozwazan bedziemy potrzebowac podanych ponizej dwoch lematéw, ktdrych

dowody mozna znalezé w [6].

Lemat 3.1. Niech x = (x,) € BCy. Wéwczas ciag (x,) jest wspdlnie ograniczony i lokalnie
jednakowo ciagly na przedziale R, tzn. (x,) jest jednakowo ciagly na przedziale [0,7] dla

kazdej liczby T > 0.

Lemat 3.2. Niech x = (x,) € BCy. Wtedy ciag funkcyjny (x,) jest niemal jednostajnie zbiezny
do zera na zbiorze R, tzn. ciag (x,) jest jednostajnie zbiezny do zera na przedziale [0, 7] dla

dowolnego 7' > 0.

Przypomnijmy jeszcze twierdzenie Schaudera o punkcie statym [87].
Twierdzenie 3.3. Niech E bedzie przestrzeniq Banacha. Wowczas kazde ciggte odwzorowanie

niepustego, wypuktego i zwartego podzbioru przestrzeni E w siebie ma punkt staty.

Rozwazmy teraz uktad kwadratowych réwnan catkowych Urysohna okreslony nastgpujaco
2a(1) = an(t) + fult,31 (1), 22(0), ... )/0 n(t,7,1(T), 32(T), ... )T 3.1)
dlare Ry orazn=1,2,... .

Zatézmy, ze spetnione sa nastgpujace warunki.

(i) Ciag (a,(t)) jest elementem przestrzeni BCy takim, ze }Lm ay(t) = 0 jednostajnie wzgle-



29

demn =1,2,..., tzn. spetniony jest nastgpujacy warunek

Y 3V VY |an(t)] <e.

>0 T>0 t>T neN

(i) Dla kazdej liczby naturalnej n funkcja f;, jest okres§lona na zbiorze R4 x R* i przyjmuje
wartosci rzeczywiste. Ponadto funkcja t — f,,(¢,x1,x2,...) jest ciagta na przedziale R

jednostajnie wzgledem x = (x,,) € co i n € N, tzn. spetniony jest nastgpujacy warunek

vV V. 3 V¥V VYV V [t-n<o=

e>0 rpeRy 6>0 (x;)€co t€R; neN

‘fi’l(taxlax% .. ) _fn(t()vxlaxZa .. )’ < 8] :
(ii1) Istnieje funkcjal: R4 — R, niemalejaca na zbiorze R, ciagta w punkcie 0 oraz spetnia-
jaca nieréwnos¢
|fn(t,X1,X2,---)_fn(t,yl,yz,---)’ < l(r)supﬂxi_yi’ l}l’l}

dla dowolnej liczby n € N oraz dla dowolnych ciagdéw x = (x;), y = (yi) € co takich, ze

[xlleo <73 [Illeg < 7

(iv) Ciag (f,) okreslony wzorem

7n(t) = |fn(t7070>"')’

jest elementem przestrzeni BCy oraz llim f,(t) = 0 jednostajnie wzglgdem n € N, tzn.:
—>00

Y 3V VY |f.0)<e

e>0 T>0 t>T neN

(v) Dla dowolnej liczby naturalnej n funkcja u, odwzorowuje zbiér R, x R4 X ¢y w zbidr
R. Ponadto rodzina funkcji {u, (¢, 7,x1,x2,...)} jest lokalnie jednakowo ciagta dlat € R

jednostajnie wzgledem 7 € Ry ix = (x;) € co, tzn.:

Yy 3V VY V VY [t—s<dé=>

e>0T>006>0t,5€[0,T] T€R} x=(x;)€co n€EN

|un(t,T,XI,X2, .. ) - un<S7 T,X1,X2,.. )| < 8] .
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(vi) Rodzina funkcji {u,(¢,7,x1,x2,...)} jest jednakowo ciagta na dowolnym ograniczonym
podzbiorze przestrzeni cg, tzn. dla dowolnego ograniczonego zbioru X C ¢, dla kazdego

T > 0 oraz dla dowolnego € > 0 istnieje 0 > 0 taka, ze

|un(t7r7x17x27"~)_un(taf,ylay%"-)’ <E

dla dowolnych 7,7 € [0,T], n € N oraz dla wszystkich x = (x;), y = (y;) € X takich, ze

||x_y||co <9.

(vii) Dla dowolnej liczby naturalnej n istnieje funkcja ciagla g, : Ry x Ry — R oraz ciagla

i niemalejaca funkcja i : R, — R, taka, ze
Jun (2, T, x1,2,. )| < g2, T)(]| (xi)] ey )
dla dowolnych 7,7 € R oraz (x;) € co.

(viii) Dla kazdej liczby t € Ry oraz n € N funkcja T — g,(7, T) jest catkowalna na przedziale

R oraz funkcje t — [ gn(t,7)dT sa wspdlnie ograniczone na R

Tli_lgo{sup{/:gn(t,r)dr: 1 e [O,T]}} =0

jednostajnie wzgledem n € N.

(ix)

Uwaga 3.4. Zauwazmy, ze na podstawie Lematu 3.2 oraz zatozeri (i), (iv) ciagi funkcyjne (a, (7))
i (f,(t)) daza do zera na przedziale R . Stad natomiast wynika, ze istnieja skoriczone state

A, F okre§lone w nastepujacy sposéb:
A=sup{la,(t)]: teRy, n=1,2,...},

F=sup{f,(1): teR,n=12,...}.

Woéwczas mozemy sformutowac ostatnie zatozenie.

(x) Istnieje liczba ry > 0 bedaca rozwigzaniem nieréwnosci

A+FGh(r)+Grl(r)h(r) < r
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oraz taka, ze

Gl(r())h(r()) < 1.

Stata G w powyzszej nieréwnosci okreslona jest wzorem:

G:sup{/ an(t,T)dt: t € Ry, nzl,Z,...}.
0

Z zalozenia (viii) wnioskujemy, ze G < oo.

Majac na uwadze podane powyzej zatozenia dotyczace rozwazanego uktadu mozemy sformuto-

wac twierdzenie stanowiace gléwny rezultat tego rozdziatu.

Twierdzenie 3.5 Zatoimy, ze spetnione sq zatoZenia (i)-(x). Wtedy nieskoriczony uktad row-
nan catkowych okreslony wzorem (3.1) ma co najmniej jedno rozwiqzanie x = x(t) = (x,(1))

w przestrzeni BCy.

Dowdd. Zdefiniuymy operatory F, U, Q okreSlone na przestrzeni BC nastepujaco:
(Fx) (1) = (F) (1)) = (fu(t,%(0))) = (fult,x1 (), x2(0),...),

(Ux) (1) = ((Unx) (1)) = (/ n (1,7, %1 (7), 22(7), - .~)df) :
o
(9x) (1) = ((Qux) (1)) = (an(t) + (Fux) (£) (Unx) (1)) -
Pokazemy najpierw, ze operator F' odwzorowuje przestrzen BCy w siebie. W tym celu ustal-
my dowolna funkcje x = x(1) = (x,(t)) € BCy. Wéwczas (x,(t)) € co dla dowolnie ustalonego

t € R;. Stad dostajemy, ze
lim x,(1) =0 (3.2)

n—oo
dlar € R+.

Dalej, korzystajac z zalozen (ii)-(iv), otrzymujemy

|(Fax) ()] = [ fu (£, 21 (2),%2(2), - )|
= |fu(t,x1(),x2(2),...) — fu(£,0,0,...) + £ (£,0,0,...)|
< |fn(t7xl(l)7x2(t)7"’> _fn(tvoaov"')| + |fn(l70707)|

< I(|1x(0)[eo) sup {xi(t)| = i = n} + F (1)

(3.3)
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Wykorzystujac powyzsze oszacowanie, réwnos¢ (3.2), zatozenie (iv) oraz wspomniang w Uwa-

dze 3.4 zbiezno$¢ ciagu funkcyjnego (f,(¢)) otrzymujemy, ze dla dowolnej liczby t € R,

lim (F,x)(t) = 0.

n—yoo
Stad bezposrednio wnioskujemy, ze (Fx)(t) € co dlat € R..

Ponadto korzystajac z nieréwnosci mozemy stwierdzi¢, ze funkcja Fx jest ograniczona
na przedziale R .

Pozostatlo nam wykazaé, ze funkcja Fx jest ciagta na zbiorze R,. W tym celu ustalmy
dowolnie € > 0 i weZmy dowolny punkt 7y € R.. Z zatozenia o ciaglosci funkcji x : Ry — ¢o
otrzymujemy, zZe:

3y il 8 () i) < €] (3.4)

Wybierzmy zatem & > 0 z warunku (3.4). Wtedy, dla dowolnego ¢t € R takiego, ze |t —tp| < &

1 dla dowolnej liczby naturalnej n, dostajemy
|(Fax) (2) = (Fax) (t0)] = | fu (2,21 (1), 22(2), - ) = fu(t0, %1 (20), %2 (00) - )]
< | fat,x1(2), x2(2), - ) = falto, x1 (), x2(2),- . )|
+|fulto,x1(1),x2(2), ... ) = fu(to, x1(20),%2(t0), - . )|
Dalej, wykorzystujac zatozenie (iii) oraz oszacowanie (3.4), mamy
|(Fux) () = (Fax) (t0)] < | fa(t,21 (1), 22(2), ) = fa(t0,x1(1), %2(0), - )|
+I (sup{||x(2)|c, : t € Ry})sup{|xi(t) —xi(t0)| : i > n} (3.5)
< |falt,x1 (8),x2(2), - .. ) — fulto, x1 (t),x2(2), - )| + ([ |x[|8cy )€
Teraz, biorac pod uwagg zatozenie (ii) mozemy wybrac¢ 6 > 0 tak, aby
|fu(t,x1(2),x2(), ... ) = fulto, x1(2),x2(2),...)| <€
dla|t—1t9|<dorazn=1,2,....
Uwzgledniajac powyzsze oszacowanie w nieréwnosci (3.5)) otrzymujemy
|(Fax) (1) = (Fax) (t0)| < (1+([[x]8c,) )€ (3.6)
dlan € Noraz r € Ry takich, ze |r — o] < 6.

Stad, biorac supremum po wszystkich n € N dostajemy nieréwnos¢

[[(Fx)(2) = (Fx)(t0)[|ey < (1+1(][x]]5c, ))e;
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ktéra dowodzi ciagtosci funkcji Fx w punkcie #y. Z dowolnosci ty € R wnioskujemy, ze funkcja
Fx jest ciagta na przedziale R . Ponadto, jak wczesniej pokazaliSmy (Fx)(t) € co dla dowolnego
t € Ry. Laczac te fakty z ograniczonoScia funkcji Fx na zbiorze R, dostajemy, ze Fx € BC).
To za$ oznacza, ze operator F przeksztalca przestrzen BCy w siebie.

W dalszym ciagu udowodnimy, ze takze operatory U i Q odwzorowuja przestrzen BC
w siebie. Podobnie jak poprzednio wybierzmy dowolna funkcje x = x(7) = (x,(r)) € BCp.
Najpierw wykazemy, ze funkcja Ux jest ograniczona. W tym celu wykorzystamy zalozenia (vii),

(viii) 1 (x). Mianowicie, dla dowolnie ustalonych liczb ¢ € R, n € N otrzymujemy

(Un)(£)] = ‘/Oooun(t,’c,xl(r),xz(f),...)d’c
< /0 (. 7,31 (1), 30(7),.. )T
< [ gult, DRI 3n(5)) 7 (3.7)
< [ sult,o)n( i )
<h([xllacy) [ galt )7 < Gh(|Irlacy).

OczywiScie powyzsze oszacowanie dowodzi ograniczonosci funkcji Ux na przedziale R .
Wezmy teraz dowolna funkcje x = x(t) = (x,(f)) € BCp. Pokazemy, ze (QOx)(t) € co dla

t € R;. Przypomnijmy, Ze operator Q ma postac:

(0x) (1) = ((Qnx)(1)) = (an(t) + (Fux) (1) (Un) (7))

Poniewaz x € BCy wiemy, ze nlglgo x,(t) = 0 dla ustalonego t € R,. Woéwczas jak poprzednio
zaobserwowaliSmy, takze ’}grolo (Fux)(t) = 0. Uwzglgdniajac dodatkowo zatozenie (i) oraz nie-
réwnosé dostajemy, ze

lim (Q,x) () = 0.

n—soo
Powyzsza réwnos¢ pokazuje, ze (Qx)(t) € co dla dowolnej liczby t € R,

Zajmiemy si¢ teraz ciagloScia funkcji Ox. W tym celu ustalmy dowolnie € > 0, T > 0
i wybierzmy liczbe 7y € [0, T]. Wtedy, biorac pod uwage zatozenia (i)-(iii), (vii) oraz (viii) znaj-

dziemy 0 > 0 taka, ze dlat € [0, T],

t —1tp| < O (bez straty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze t > t()
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i dla dowolnie wybranej liczby n € N, na podstawie (3.3)), (3.6) i (3.7)) spetniona jest nieréwnos¢

[(@nx) (1) — (Qnx) (20)|
< an(t) — an(to) | + | (Fux) () (Unx) (1) — (Fax) (f0) (Unx) (t0) |
< lan(t) — an(to)| + | (Fux) (1) (Unx) () — (Fux) (10) (Unx) ()|
+|(Fax) (t0) (Unx) () — (Fux) (20) (Unx) (10) |
< an(t) — an(to)| + | (Unx) () || (Fux) (1) — (Fux)(t0)] (3.8)
+|(Fox) (20) || (Unx) (1) — (Unx) (t0)|
< 0" (a,€) + Gh(||x||sc,) (1+ 1(]|x]|5c,)) €
+ [L([[x(@)|]eo ) sup {xi(2)| = i > n}
+F] /ODO|un(t,r,x1(’c),x2(’c),...)—un(to,f,xl(r) 0 (7),...)\dx,
sdzie
0" (a,€) = sup {Jan(t) — an(s)| : £, € [0,T], | —s| <&, n=1,2,...}.
Oczywiscie z zatozenia (i) wynika, ze lim o’ (a,e) =0.
Oszacujemy teraz catke wystepujaca w nieréwnosci (3:8). Mianowicie, prawdziwe sa nastepu-

jace oszacowania

/Ooo|un(t,’C,x|(T),x2(’L'),...)—un(t(),T,x1(’L') x(7),...)|dt
</OT|un(t,r,x1(’c),xz(”c),...)—un(to,r,xl(‘v) x(T),...)ldt
—1—/:|un(t,’L',x1(’E),x2(T),...)—u,,(to,’r,xl(’c),xz(f)7...)|dT
</Ta)T(u e)d1+/w|u (t,7,x1(7),x2(7),...) —un(to, T,x1(7),x2(7),...)|dT
\0 y Tn,;l IEPANY SRR n\tQ, v, A1 s A2 V)5 e e )
gdzie oznaczyliSmy

o7 (u,€) = sup {|u, (t,7,x1,%2,...) —un(s,T,x1,%2,...)| 1 1,5, 7€ [0,T], |t —s| < €

(xi) € co, n € N}.

Zauwazmy, ze lir% o’ (u,€) = 0, co jest konsekwencja zalozenia (v).
£—
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Dalej, z powyzszego oszacowania 1 zatozenia (vii) dostajemy
/000 | (2,7, %1 (T),%2(7T),...) — un(to, T,x1(7),%2(7),...)|dT < T (u, )
—i—/:[\un(t,r,xl(f),xz(r),...)]+|un(t0,r,x1(r),x2(r),...)|]dr
<To' (ue) +/:gn(t,T)h(ll(xz'(f))\lco)df (3.9)
+ [ salto, DB (062 eg) v
<T0" (u,8) +h(|x]|5c,) U:gn(t,f)dr+/:gn(zo,r)dr] .
Nastepnie, wykorzystujac zatozenie (viii) oraz (3.9), otrzymujemy
/0oo lun(t, T,x1(7),x2(7),...) —un(to, T,x1(7),x2(7),...)|dT
<To! (u,€) —|—2h(||x||BC0)sup{/:gn(t,r)dr: te [O,T]} (3.10)
< To" (u,€) +2h(||x||ac,) sup {/:gj(t,f)d‘c: t€l0,T], je N}.

F.aczac oszacowania (3.8) i (3.10) dostajemy, ze dla dowolnej liczby n = 1,2,... spetniona jest
nieréwnos¢
(@) (1) — (Qu¥) (10)| < @ (a, &) +Gh(||x][5c,) (1 +1(||x][5c,))E
+ [1([x(0)]ey) sup {[xi(1)] : i = n} +F] [T (u,€)

+2h(||x||BC0)sup{/Toogj(t,‘c)dr: te [O,T], j€ N}} .
Dalej, otrzymujemy
[(Qnx) (1) = (Qu¥)(10)| < @ (a,€) + Gh(||x]|5cy ) (1 + I(I]|5c, ) e
+ [1(|lxlscy) sup {|xi(1)] = i > n}+F] [To" (u,€) (3.11)

+2h(HxHBC0)sup{/:gj(t,r)d’c: 1e[0,T], je NH .

Stad natomiast wynika oszacowanie

[(Qu)(1) = (@ux) (10)| < @ (a,€) + Gh(||xllpc,) (1 +(||x]|5c, ) )€

+ [1(1x18cy) x| Bc, + F| [T 0" (u ) (3.12)

—|—2h(HxHBC0)sup{/Toogj(t,’v)dl': 1e[0,T], je NH .
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Zauwazmy teraz, ze na podstawie zatozenia (ix) mozemy wybra¢ 7' > 0 tak, aby ostatnie
wyrazenie w nieréwnosci (3.12)) byto wystarczajaco mate. Laczac ten fakt z pozostatymi poda-
nymi wczesniej wasnosciami funkcji @7 (a,€), ®” (u,€) i uwzgledniajac oszacowanie
wnioskujemy, ze funkcja Qx jest ciagta na przedziale [0, 7] dla dowolnego wystarczajaco duze-
go T > 0. To zas implikuje, ze funkcja Qx jest ciagta na zbiorze R..

Pozostato nam wykazac, ze funkcja Qx jest ograniczona na R . W tym celu wezmy funkcje

x = (x,) = (x,(1)) € BCy. Wtedy, dla dowolnych liczb t € R, in € N, na podstawie oszacowan
(3.3), (3.7) oraz Uwagi 3.4, dostajemy

() (2)| = lan(t) + (Fux) () (Unx) ()]
< an(t)| + [ (Fax) ()| (Unx) ()]
SA+[1(|x(0)]]eo) sup{|xi()] = i = n} +F] Gh(||x||5c,)
<A+ [ Ixllscy) ¥l By +F] Gh([x] 8¢y )-

Stad otrzymujemy nierdwnos¢

1(0x)(1)] < A+ [[Ixl]cy! (|1l 5cy) + F] Gh(|xllc, ) (3.13)

pokazujaca, ze funkcja Qx jest ograniczona na zbiorze R .
Laczac ten fakt z udowodniong wczesniej ciagloscia funkcji Qx otrzymujemy, ze operator Q prze-
ksztalca przestrzen BCy w siebie.

Aby mdéc zastosowaé wspomniane wczesniej twierdzenie Schaudera o punkcie statym po-
trzebujemy wykazac, ze operator Q przeksztalca pewien niepusty, wypukty i zwarty podzbior
przestrzeni BCy w siebie. W celu skonstruowania tego zbioru najpierw pokazemy, ze istnieje
kula B,, = B(0,r), ktora operator Q przeksztalca w siebie.

Na poczatku zauwazmy, ze z oszacowania (3.13)) otrzymujemy nastgpujaca nier6wnos¢

[10x][8cy < A+ [|Ixllscy!(11x]l8cy) + F] Gh(|x|lac, ).

ktéra wraz z zatozeniem (x) dowodzi, ze operator Q przeksztatca kulg EO w siebie. Promien
ro jest liczba wystepujaca w zalozeniu (x).
Do okreslenia zwartoSci konstruowanego zbioru wykorzystamy miarg niezwartosci X, w prze-

strzeni BCy wprowadzong w podrozdziale 2.4 i okre§long wzorem (2.20). Poniewaz jest ona
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okreslona jako suma trzech sktadnikéw, oszacujemy kolejno kazdy z nich.

Na poczatku rozwazmy pierwszy sktadnik miary Y,, czyli funkcje @y okreslong wzorem
(2.17). Ustalmy dowolny niepusty zbiér X C B,, oraz wezmy dowolne liczby T > 0, € > 0
i funkcje x € X. Niech ponadto 7,s € [0,7] beda ustalonymi liczbami takimi, ze |r —s| < €. Bez
straty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze s < t. Wtedy dla dowolnego n € N, stosujac przeksztatcenia

analogiczne do (3.3)), (3.5), (3.6, (3.8), (3.10), (B.11)), dostajemy
[(Qnx) (1) = (Qnx)(5)| < @ (a €)
+[(Uwx) (O (Fax) (1) = (Fp) (8)| + [ (Fax) (5) [ | (Un) (1) = (Unx) (s)]
< 0" (a,8) +Gh(||x]|scy) [| £ult, 21 (1), x2(2), - ) = fuls,x1(0),22(2),, .. )|
+1([xl8cy) sup{lxi(t) —xi(s)| : i = n}]

+ [1(|1xllco) 1%l lscy + F] [T o (u, €) +2h(||x]|5c, ) %

XSllp{/Toogj(t,T)dTI t€0,7], jeNH :

Dalej korzystajac z faktu, ze x € By, czyli rtownowaznie ||x||pc, < ro, mamy:

o’ (Qx,€) < @' (a,€) + Gh(ro) [0 (f,€) +1(ro)o" (x,€)]
+(rol(ro) + F) [To" (u,€) (3.14)
+2h(ro) sup{/ gj(t,7)dt: 1 €0,T], je NH )
T
gdzie
ol (f,€) = sup{|fu(t,x1,%2,...) = fu(s,X1,%2,...)| : 1,5 €[0,T],
it —s| <€, x=(x;) €co, ||x]|¢, < ro, n € N}.
Zauwazmy, ze na podstawie zatozenia (ii) lir% a)lT (f,€) =0.Ponadto z zatozen (i) oraz (v) dosta-
£—
jemy odpowiednio, iz lin(l) o (a,€)=0i lirr(l) o7 (u,€) = 0. Uwzgledniajac dodatkowo zatozenie
E— E—>

(ix) oraz wzor funkcji @y okreslony réwnoscia (2.17), otrzymujemy

@o(QX) < Gh(ro)(ro) oo(X). (3.15)

W podobny sposéb oszacujemy teraz kolejny sktadnik miary y,, czyli funkcje ¥, okreS§long
wzorem (2.18). Ustalmy zatem dowolny niepusty zbiér X C B, i wybierzmy funkcje x € X oraz
liczbe T > 0. Wtedy, dla ustalonego n € N oraz r € [0, T, korzystajac z oszacowan (3.3) i (3.7),
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mamy
|(Qix) (1) < (1) |+ [(Fix) (1) [| (Uine) (1)
< lai(t)|+ [1(ro) sup{|xi(t)| : i > n} + f;(t)] Gh(ro).

Dalej, biorac supremum po wszystkich x = (x;) € X, dostajemy

sup  [(Qix)(7)]

x=(x;)eX
< a;(t) + Gh(ro)l(ro) { sup  {sup{|xi(¢)]: i > n}}} + Gh(ro) f;(t).
x=(x;)eX
Stad, przechodzac z n — o oraz wykorzystujac Lemat 3.2, zatozenia (i) i (iv), otrzymujemy

oszacowanie

lim{ :sup |(Qix)(t)’}

n—ree (x;))ex

< Gh(rp)l(ro) lim { :sup {sup{|xi(¢)| : i > n}}}

n—ree (x;)ex

Dalej, biorac supremum po ¢ € [0, 7] po obu stronach powyzszej nieréwnosci oraz przechodzac

lim ¢ sup < lim < sup |(Qx)(7)]
T=eo | refo,r] |7 | x=(x;)eX

< Gh(rp)l(rp) lim { sup {lim { Sup {sup{|x;(¢)]: i > n}}}}}

T=eo (o) | "7 | x=(x)eX

z T — oo, mamy

Z powyzszej nierdwnoSci tatwo zauwazyé, ze wykorzystujac wzor (2.18]) okreslajacy funkcje
X .. dostajemy nierdwnos¢

Xo(0X) < Gh(r0)(ro) X oo (X).- (3.16)

Oszacujemy teraz ostatni sktadnik miary x,, czyli funkcj¢ a. okreslona wzorem (2.19).

W tym celu ustalmy niepusty zbiér X C By, i wybierzmy dowolna funkcje x € X. Niech dodat-

kowo T > 01n € N beda ustalonymi liczbami. Wtedy, biorac ¢ > T 1 wykorzystujac oszacowania
(3.3) oraz (3.7), dostajemy
sup {|(Qnx)(1)| : n € N}
<sup{lan(t)| : n € N} +sup{|(Fx)(¢)| : n € N} sup{|(Upnx)(¢)| : n € N}
< sup{lan(t)| : n € N} +sup {[I(ro) sup{|xi(t)| : i > n}+ f,(t)] Gh(ry) : n € N}
< sup{|an(t)| : n € N} + Gh(ro)l(ro) sup{|x,()| : n € N} + Gh(ro)sup { f,(t) : n € N}.
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Biorac w powyzszym oszacowaniu supremum po wszystkich r > T, a nastgpnie po x = (x;) € X,

otrzymujemy

sup {sup{sup{|<an><t>| ne N}}} < sup{supf{lan()| € N}

x=(x;)ex =T

Gh(r)i(ro) sup {sup{sup{|xn<r>| ne N}}}
x=(x)ex 2T

+Gh(ro) sup {sup{f,(t) :n e N}}.

Nastepnie, przechodzac z T — oo 1 korzystajac z zatozen (i) oraz (iv), dostajemy nierdwnos¢

T=eo | x=(xy)ex =T

lim{ sup {sup{sup{l(QnX)(t)\inGN}}}}

T—eo x=(x;)ex =T

< Gh(rp)l(ro) lim { sup {sup{sup{]xn(t)\ ‘ne N}}}} ,
ktéra po uwzglednieniu wzoru (2.15)) daje nam nastgpujace oszacowanie
ase(0QX) < Gh(ro)l(ro)ae(X). (3.17)

Teraz, uwzgledniajac (3.13), (3.16) i (3.17) we wzorze (2.20) okreslajacym miarg ), w prze-

strzeni BCy, dostajemy nierdwnos¢

Xa(QX) < Gh(ro)l(r0) Xa(X), (3.18)

ktdra jest spetniona dla dowolnego niepustego zbioru X C By, .
Przedstawimy teraz konstrukcj¢ szukanego zbioru spetniajacego zalozenia z twierdzenia
Schaudera.

W tym celu rozwazmy ciag zbiorow (F’:O) okreslony nastgpujaco:
=1 = =2 =1
B, = ConvQ(By,), B, =ConvQ(B,),

Zauwazmy, ze wszystkie elementy tego ciagu sa zbiorami niepustymi, ograniczonymi, domknie-

tymi i wypuktymi. Ponadto

—=n+1

B, CB, dla n=12,...

oraz
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Rozwazmy teraz miarg niezwartoSci ), w przestrzeni BCy. Zauwazmy, ze z oszacowania (3.18))

oraz zatozen (iv), (ii) Definicji 2.1.1, dostajemy

%a(By,) = Xa(ConvQ(Br,)) = %a(Q(Bry)) < kxa(Bry),

gdzie oznaczyliSmy k = Gh(ry)I(ro).

Analogicznie, dla dowolnej liczby naturalnej n > 2, mamy

Xa(Q(E:ZO)) = xa(Coan(lT}:lo)) < kxa(E’Zo)
= kta(ComQ(B, 1)) = kta( Q(By ) < K xalBly )

Powtarzajac dalej ten tok rozumowania, dostajemy nieréwnos¢

Xa(By)) <K' %a(Byy). (3.19)

Wykorzystujac zalozenie (x) otrzymujemy, ze k < 1, co wraz z oszacowaniem implikuje,
ze
lim x4 (By,) =0.

n—o0

Dalej, z warunku (vi) w Definicji 2.1.1 wnioskujemy, ze zbior
=/
Q= (18,
n=1
jest niepusty, ograniczony, domknigty i wypukty oraz, co najwazniejsze
Xa(Q) =0.

Stad oczywiscie Q € ker),. Zatem Q jest szukanym zbiorem.

Zauwazmy dodatkowo, ze operator Q przeksztalca zbidr Q2 w siebie.

Pozostato nam wykazac, ze Q jest ciagly na zbiorze Q. W tym celu ustalmy € > 0. Korzy-
stajac z faktu, ze Q € ker), oraz podanego w poprzednim rozdziale opisu struktury jadra kery,
dostajemy m.in., ze funkcje ze zbioru Q daza do zera z tq sama predkoscia, czyli jednostajnie
ze wzgledu na zbidér Q. Stad mozemy wybraé T > 0 tak, ze dla kazdego x € Q it > T spetniona
jest nierdwnos¢é

lx(2)| < €.
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Ponadto, dla dowolnych x, y € Q takich, ze ||x —y||pc, < €, biorac pod uwage, ze Q : Q — Q

dostajemy, ze Qx, Qy € Q. Stad, dlat > T otrzymujemy

[(Qx) () = (Qy) ()| < [(Qx) (1) + [(Qy) (1) < 2e. (3.20)

Z drugiej strony, dla 7 € [0, T] oraz dla ustalonego n € N spetniona jest nieréwnos¢

(@) (1) = (Qny)(1)]

= | fu(t,x1(2) /0 un(t,T,x1(7),x2(7),...)dT

= fu(t)1(2) /0 un(t,7,1(7),32(7),...)dT

< | fult,x1 (1) ) 5 untrxl x(7),...)dt

—Fltyi () /Ount‘cxl (7),...)d1|

1 fault i (0) / o(1,7,31(0) 32 (T), .. )T

~ltni(e / 0, 731(7) 32(0),... )]
< Ufaltxtle)xale). ) = Fult1 (03200), -] / (1,731 (), 52(2), .. T
HAEA O30, )] [ 751 (2, 02(0), ) = (1,731 (1) 3 (),

Wykorzystujac w powyzszej nieréwnosci oszacowania (3.7), (3.3) oraz zatozenie (iii), dostaje-

my
(0)(0)~ Q)0 < o) sup{e) — (o) > mkGhro)
(1) sup{l0)] 2 n}+7) | [ an(r 20 (0 22(0).) =170 ()28,
s ()220 )] a2 (9,920 )]
< 00 5(0) =30l Ghlr) + () + F) | [ 0 e)ae-+2¢
< 1(ro)Gh(ro)e + (rol(ro) + F) [T o] (u,€) +2¢] ,

gdzie
a),f)(u,e) = sup{|u,(t,T,x1,x2,...) —u(t,T,y1,y2,...)| : 1,7 €[0,T],

n €N, [Ixlley = |i)lley < 7o, [[¥lleg = | i)lley < 705 [ =lley <€}
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Whprost z zatozenia (vi) wynika, ze lirr(l) a)r{)(u, €) = 0. Z powyzszego oszacowania dostajemy, ze
E—

1(0%)(1) = (Qy)(1)| < Gh(ro)l(ro)e + [rol (r0) + F] [Ty (u, €) 4 2¢] (3.21)

dla dowolnego ¢ € [0, T].

Ostatecznie, oszacowania (3.20) i (3.21) dowodza, ze operator Q przeksztalca w sposGb
ciagly zbidr Q w siebie. Zbior  jest niepustym, zwartym, wypuklym i domknigtym podzbio-
rem przestrzeni BCy, wigc mozemy zastosowaé twierdzenie Schaudera o punkcie statym (zob.
Twierdzenie 3.3). Na jego podstawie istnieje co najmniej jeden punkt staty x = x(¢) = (x,,(¢))
operatora Q w zbiorze Q. Oczywiscie, ciag funkcyjny x(7) = (x,(¢)) jest rozwigzaniem nieskon-

czonego uktadu kwadratowych réwnan catkowych Urysohna (3.1)).

Podamy teraz przyklad ilustrujacy rezultat uzyskany w Twierdzeniu 3.5.
Przyklad 3.6. Rozwazmy nieskoniczony uktad kwadratowych réwnan catkowych Urysohna okre-

Slony nastgpujaco

Xn(t) =

| t Xn (1)
¢ +(4t2—|—n 4+ x2(1)

Xpg1(2) ) / °° [ o~ T(én+1) arctan (x1(7) + X, (7)) (3.22)
0

4+x2 () (n+1)2+t¢

—t(ante41) Arctan(x (1) + 2,1 (7)) |
(n+2)2+¢ ’

+e

dlare Ry orazn=1,2,....
Zauwazmy, ze powyzszy uklad jest szczegdlnym przypadkiem rozwazanego w tym rozdzia-

le uktadu (3.1)), jezeli przyjmiemy:

1 _ »
a(t) = —5,€ " (3.23)
t Xn Xn+1

t )= 3.24
fn( y X1, X2, ) 4t2—|—n + 4+X;% + 4+X%+1’ ( )

_ tan(x] +Xn)  _pianssr ) arctan(xy +x,41)
T )= T(4n+t) arc T(4n+1+1) 3.25
un( 9 ,.XI,)CZ, ) € (n+1)2+t e (n+2>2+t ( )

dlane Norazt, 7€ R,.
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Pokazemy, ze podany przez nas uktad (3.22) spetnia zatozenia (i)-(x) Twierdzenia 3.5.

Na poczatku zauwazmy, ze dla dowolnej liczby t € R, mamy

n—oo n—oo n

1
lim a,(f) = lim (—z—e"’z) =0.

Ponadto, korzystajac z podstawowych narzg¢dzi rachunku rézniczkowego dostajemy, ze

I e | 1
|an(t)—an(s)|:‘%e ! ~ 5, s <E|t—s|
dlat,s e Ry orazn=1,2,... . To dowodzi, ze ciag funkcyjny (a,(t)) jest elementem przestrzeni

BC.

Ponadto, dla dowolnej liczby naturalnej n oraz t € R spetniony jest warunek

1 _ 2
)] = |- 5™ <

ktéry implikuje, ze spetniona jest druga czgs¢ zalozenia (i). Stad i z poprzedniego wniosku do-
stajemy, ze ciag (a,(t)) okre§lony wzorem (3.23)) spetnia zatozenie (i). Zauwazmy dodatkowo,

ze mozemy okresli¢ stalg
1
A=sup{la,(t)|: teRy, n=1,2,...} = 5

Pokazemy teraz, ze spetnione jest zalozenie (ii). Rozwazmy funkcje f, = f.(t,x1,x2,...)

okreslong wzorem i ustalmy dowolnie 7,5 € Ry oraz x = (x,) € ¢o. Wtedy

|fu(t,x1,%0,...) — ful(s,x1,x2,...)]

_ ! 4 Xn 4 Xntl N A Xt
42 +n 4+xi A+x2, 424n A4xd A4
ot s |4ts% — 4125| + |tn — sn|
|42 4n 4s24n| o (42 +n)(4s24n)
Ats|t — r—
s|t —s| nlt —s| <2lr—s

(42 4-n)(4s2+n) (42 +n)(4s2+n)
dla dowolnej liczby n € N. Stad wnioskujemy, ze funkcje f,, (n = 1,2,...) spetniaja zatozenie
(11).

Dalej, ustalmy liczbe r > 0 i dowolne ciagi x = (x;), y = (yi) € co takie, ze ||x||c, < 1,
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[|¥]]¢o < r. Wtedy, dla dowolnej liczby n € N oraz t € R, dostajemy oszacowanie

’fn(taxlvx%"') _fn<t,y1,y27---)‘

_ ! + Xn + Xntl ! _Yn Yntl
4240 4+x2 4+x2, A424n 442 4+y2

Xn+1 Yn+1
2
4+x2,, 4+yn+1

< Xn Yn
Sla+x2 442

_ |4, +anr21 —4yn — 5yn| |4%,41 +xn+1yn+1 —4Vnt1 —X%+1yn+1‘

(4+x2)(4+y2) (4+x2, )4 +y2.)
4 allon
S — Yn| +
GG 2 T ey ey M
st Va1

) |xn+1 — Yn+1 | + ( ) ‘xn—H — Yn+1 |

_|_
(4+xn+l)(4+ Ynt1

1 1 1
Z|xn_)’n| + 1_6|xn _)’n| +Z|xn+1 _)’n+1’+1_6|xn+1 _yn+1|

4+xn+l)(4+ Yns1

<

< 5| |+5| |
< —xn— — |1 —

10
16

Otrzymana nieréwnos$¢ pokazuje, ze funkcje f, (n = 1,2,...) spetniaja zatozenie (iii) z funkcja

l(r):%.

Aby udowodni¢ kolejne, (iv) zatozenie rozwazmy ciag (f,,), ktéry po uwzglednieniu wzoru

. 5 .
— sup{|x; — yi .z}n}:§sup{]x,~—y,-\ 11> n}.

(329 przyjmuje posta
_ t

t) = t,0,0,...)| = ——
fn( ) ‘fn( s My My >’ 4t2—|—l’l

dlan=1,2,... 1t € R;. Oczywistym jest, ze dlat € R, dostajemy

t
r}l—rgof”< ) _'}1_r>1304t2+n =0

Ponadto ze standardowych narzedzi rachunku rézniczkowego, dla dowolnych liczb n € N oraz
t,s € Ry, otrzymujemy oszacowanie

t s | |4s*t+tn—4t’s — sn|
M2 4n  4s2+n| (42 +n)(4s24n)

[Fa(t) = Fu(s)] =
4ts
<
(412 +n)(4s% +n)
<4 t ‘ S
412 + n 4s>+n

It —s|+ |t — s

n
(412 +n)(4s2 +n)
It —s|+ |t — s

1
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Stad wnioskujemy, ze funkcja (f,) odwzorowuje w sposéb ciagly zbiér R, w przestrzefi co.
To zas$ implikuje, ze (f,) € BCy. Ponadto zauwazmy, Ze dla ustalonych t € R, n € N dostajemy

oszacowanie
t t

f,(t) = < .
falt) 424+n " 42 +1

Korzystajac z powyzszej nieréwnosci mozemy stwierdzic, ze llim f,(t) = 0 jednostajnie wzgle-
—»00

demn € N.

Laczac powyzsze oszacowania dotyczace funkcji (f,) dostajemy, ze spetnia ona zatozenie (iv).

Ponadto tatwo zauwazyc, ze
— - 1
F=sup{f,(t): teRy, n=12,...} = R

Ustalmy teraz n € N oraz t € R;. Wtedy dla ustalonego ciagu x = (x;) € co, uwzgledniajac
wz6r (3.25)), dostajemy

|lun (2, T,x1,X2,... )|

—t(4ntr) arctan(xy +x, ) n —t(4nr+1) Arctan(xy +x,1)
(n+1)2+¢ (n+2)2+1
o T(4n+1) 1| =+ x| —t(4n+t+1) 1] 4 [Xn1
(n41)2++¢ (n+2)2+1¢
Cente) | Rl Pl e A ]
(n+1)2+1  (n+1)2+1¢
o T(4n+1) 2J1| 4 [xn] + X1
h (n+1)32
—(dnto) X A 1]+ g1
(n+1)2

3
L 2e Pt 2 sup{|x,| : n € N}

+e

~

<e

(3.26)

< 2e

3
_ 2e—’r(4n+t) . ZHXHCO‘

Na podstawie wyzej otrzymanej nieréwnosci widzimy, ze funkcja u, = u,(t,7,x1,x2,...) od-
wzorowuje zbidr Ry x R X cg w zbidr liczb rzeczywistych R 1 tym samym spetnia pierwsza
czes¢ zatozenia (v).

Dalej, niech € > 0 oraz T > 0 begda ustalonymi liczbami. Wtedy, dla 7,5 € [0,T], 7 € R, oraz
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x = (x;) € co, mamy

lun(t,T,x1,%0,...) — up(s, T,x1,x2,...)]

o(dntr) ArCtan(xy +xp) gy arctan(xy +x,)

<’e

n+r1)2+r ¢ (n+1)>+1
+ 6_7(4114-5) arctan()q +x") _ e—T(4n+s) arCtan<x1 ‘Jl‘xn)
(n+1)2+1¢ (n+1)2+s
+ e_f(4n+t+l)arctan(x1 + Xn+1) _e—r(4n+s+1)arCtan(xl +Xn11)
(n+1)2+¢ (n+2)2+¢
4| T@nts+1) arctan(xy +x,+1) _ _T(4n+s+1)arctan(x1 +Xn11)
(n+2)2+1¢ (n+2)2+s
|arctan (x| +x;,)| ‘ ~t(4ntt) _ o~ T(dnts)
(n+1)2+1¢
1 1
—1(4n+s) t _
+e |arc an(x1+xn)]'(n+1)2+t CEN

| arctan (x| +Xn11)] ’ —T(4n+t+1) _efr(4n+s+l)‘
(n+2)2+¢

_|_e—r(4n+s+1 1 1

)|arctan(x1 +Xn+1)| ‘ (}’l—|—2)2+t o (n+2)2+s

1 1

(n+12+1 (n+1)2+s
efr(4n+t+1)_efr(4n+s+l)‘ n 1 _ 1

2| (n+2)2+t (n+2)%+s
T t—s| =& T |t—s|

Tri—s|+Z <2nr —s|.
2y T2l Sy gy S 2R

U

2

e

—1(4 —7(4
g—’e t(dntt) _ —7(4n+ts)

\®)

Widzimy, ze funkcje u, spetniaja warunek Lipschitza na przedziale [0,T] ze wspdlng stala 27,
a tym samym rodzina {u,(t,7,x1,x2)} jest lokalnie jednakowo ciagta dla t € R jednostajnie
wzgledem T € R, oraz x = (x;) € co. Stad i z (3.26) dostajemy, ze spetnione jest zatozenie (V).

W dalszym ciagu rozwazmy zatozenie (vi) i zgodnie z nim ustalmy dowolny ograniczony
podzbiér X przestrzeni cp. Ponadto ustalmy 7" > 0 oraz € > 0. Wtedy dla dowolnych ciagéw

x=(x;), y= (i) € X otrzymujemy

|u}’l(t7 T?'xl?xz? i ') - un(t7 Tay17y27 b ')|

< |~ Tént1) arctan(x; +x) _ o Tént) arctan(y1 +yn)
h (n+1)2+t (n+1)2+1
4 |emr@n+) arctan(xX +Xp+1)  _g(4ps41) arctan(yr + yni1)
(n+2)2+1¢ (n+2)2+1¢
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—7(4n+t)

e
< s larctan(x] +x,,) — arctan(y; +y,,)|

—t(4n+t+1)

+(n—|——1)2 |larctan (x] + x,,41) — arctan(y; + yn41)]

1 1
< —!X1 +Xn — Y1 —ynHéﬂxl +Xpp1 — V1 — Yot

1
4_1 [oer =1l + [xn = Yu| + 121 = Y1 + X041 = Ynr1l]

< = 2xr = yil+ %0 = Yol + [Xnt1 — Ynt1]]

1
4
3 ) 3
< —sup{|x,- —vyi|:ieN} = §||x—y||60.
Otrzymana nierdwnoS¢ implikuje, ze spetnione jest zalozenie (vi).

Zauwazmy dalej, ze z oszacowania (3.26) mozemy wywnioskowac, iz spetnione jest zatozenie

(vii). Wystarczy bowiem jako funkcje g, = g,(#,7) i h(r) przyjaé
gn(t, ”L') _ 2€_T(4n+t)

oraz

h(r) = %r.

Rozwazmy teraz zatozenie (viii) i funkcje 7 — g,(7,7) = e~ Tlé4n+1)

okreslong powyzej.

Woéwczas dla dowolnej liczby naturalnej n mamy

o 2 1
t,7)dt =2 T(dntt) go — < =
/0 gn(t,)dT / )

Stad wnioskujemy, ze spetnione jest zatozenie (viii).

Ponadto, korzystajac z powyzszego oszacowania mozemy okresli¢ stata G nastgpujaco

G:sup{/ gn(t,T)dT:tER+,n€N} ==
0

Przypomnijmy, ze stala G wystgpuje w zatozeniu (x).

Ustalmy teraz dowolnie 7 > 0. Wéwczas

* 2 2 2 1
£,7)dT =2 T(4n+1) g r — —T(4n+1) _ < <
/ gn(t, / dn+1° (4n+1)eT@ntt) = dpeln = 2T

dla dowolnej liczby naturalnej n. Stad otrzymujemy, ze spelnione jest zatozenie (ix).
Do sprawdzenia pozostalo ostatnie, czyli (x) zatozenie. Rozwazymy zatem wystgpujaca
W nim nieréwnos¢

A+FGh(r)+Grl(r)h(r) < r.
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Zauwazmy, zZe pojawiajace si¢ powyzej stale zostaly wyznaczone we wczesniejszych rozwaza-
niach i wynosza odpowiednio: A = %, F = 4—1‘, G= % Uwzgledniajac takze funkcje h(r) = %r
oraz [(r) = % powyzsza nieréwnos$¢ mozemy zapisaé nastgpujaco

I 113 1 53

Rownowaznie

—r"——r+=-<0. (3.27)

1 532 5

To zas oznacza, ze liczba ry = % spetnia obie nieréwno$ci wystepujace w zatozeniu (x).
Stad, na podstawie Twierdzenia 3.5 wnioskujemy, ze nieskoficzony uktad kwadratowych réw-
nan catkowych Urysohna (3.22)) ma co najmniej jedno rozwiazanie w przestrzeni BCy nalezace

do kuli B

Wl

Na koniec tego rozdziatu pozwolimy sobie na przedstawienie kilku krétkich uwag na temat
zawartych w nim rozwazan.
Zacznijmy od dyskusji na temat zalozenia (ix). W tym celu zat6zmy, ze dla funkcji
g(t,s) =g: Ry xR, — R calka
/Ooog(t, 7)dT (3.28)

istnieje dla dowolnie ustalonego r € R

Woéwczas mozemy sformutowac nastgpujaca definicje [47].

Definicja 3.7. Méwimy, ze catka (3.28)) jest jednostajnie zbieina wzgledemt € R jezeli

T oo

lim g(l‘,T)d’L':/ g(t,7)dr
T Jo 0

jednostajnie wzgledem t € R ..

Réwnowaznie (por. [47]) mozemy powiedzieC, ze catka (3.28)) jest jednostajnie zbiezna

lim sup/ g(t,7)dt p =0.
T—eo | 1er, JT

wzgledem r € R, jezeli
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W przypadku, gdy rozwazamy ciag funkcyjny (g,(z,s)), dla ktérego funkcja T — g, (¢, T) jest

catkowalna na pétosi R (por. zalozenie (viii)) oraz funkcje

t—>/ gn(t,T)dT
0

sa wspolnie ograniczone na zbiorze R, to mozemy sformutowaé warunek wystepujacy w De-

finicji 3.7 nastgpujaco

Definicja 3.8. Mowimy, ze ciag calek

/0 " an(t,0)d7 (3.29)

jest jednostajnie zbiezny wzgledem t € R, jezeli
T oo

lim gn(l,T)dT:/ gn(t,7)dr
T—%.Jo 0

jednostajnie wzgledem t € R, oraz n € N.

Na podstawie powyzej sformutowanego warunku mozemy przedstawi¢ Definicje 3.8 w na-

stepujacy, rownowazny sposob.

Moéwimy, ze ciag (3.29) jest jednostajnie zbiezny wzgledem ¢t € R, jezeli

lim < sup {sup gn(t,f)dr} =0.
T—o | ter, (neNJT

Zauwazmy ponadto, ze jezeli ciag catek (3.29) jest jednostajnie zbiezny wzgledem r € R,

to spetniona jest rOwnos¢ wystepujaca w zatozeniu (ix).

Rzeczywiscie, implikacja ta jest konsekwencja nieréwnosci
sup gn(t,T)dt < sup | gu(t,7)dT
tef0,7]/T teRy JT
prawdziwej dla dowolnych 7 > 0 oraz n € N.
Mozna wykazac, ze implikacja odwrotna nie jest prawdziwa [21]].

Dalsze zalezno$ci dotyczace zalozen (viii) i (ix) mozna znalezé w zacytowanej wyzej pra-

cy [21].
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Warto takze zwrdéci¢ uwage na zatozenie (x). Zauwazmy bowiem, ze jezeli liczba rq spetnia
pierwsza nieréwnos$¢ wystgpujaca w tym zatozeniu, to dostajemy
A FG/’Z(I‘())

Gl h <l-———
(r0)h(ro) o o

Stad natomiast widaé, ze druga z nieréwnoSci z zatozenia (x), czyli
Gl(r())h(r()) <1

jest spetniona pod warunkiem, ze A > 0 lub FGh(ry) > 0. Na przyklad, jezeli funkcja t — a,(t)
nie znika na R dla przynajmniej jednej liczby naturalnej n, wtedy A > 0. Podobnie moze-
my stwierdzié, ze jezeli h(rg) # 0 oraz istnieja liczby naturalne n, m takie, ze f,(t) nie znika
na zbiorze R tak samo jak funkcja g, (¢, T) nie znika na R, x R, wtedy FGh(rg) > 0.

Mozemy wigc zauwazy¢, ze nieréwno$¢ GI(rg)h(rg) < 1 jest spetniona w przypadku, gdy nie-

skoriczony uktad réwnar catkowych (3.1)) nie jest trywialny.
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4 Asymptotycznie stabilne rozwiazania nieskonczonych ukila-

déw kwadratowych rownan catkowych Urysohna

Rozdziat ten poswigcimy przedstawieniu wynikow dotyczacych istnienia asymptotycz-
nie stabilnych rozwiazan nieskonczonego uktadu kwadratowych réwnan catkowych Urysohna.
Rozwazania bedziemy prowadzi¢ w przestrzeni BC(R . ,l.) = BCw, ktéra omowiliSmy w pod-
rozdziale 1.2. Podobnie jak wcze$niej gtdwnym narzedziem wykorzystywanym w dowodzie
przedstawionego twierdzenia egzystencjalnego bedzie technika miar niezwartosci. Tym razem
wykorzystamy miare niezwartosci u, ktéra zostala oméwiona w podrozdziale 2.4 i okreslo-
na wzorem (2.28). Kluczowe bedzie dla nas takze twierdzenie Darbo o punkcie statym, ktdre

pozwolimy sobie przypomnie¢ [39].

Twierdzenie 4.1. Niech 2 bedzie niepustym, ograniczonym, domknigtym i wypuktym podzbio-
rem przestrzeni Banacha E oraz niech U bedzie miarq niezwartosci okreslonq w przestrzeni
E. Zatéimy takze, Ze operator Q : Q — Q jest ciqgly oraz istnieje stata k € [0,1) taka, Ze dla

dowolnego niepustego podzbioru X zbioru £ spetniona jest nierownos¢
H(0X) < kp(X).
Wtedy Q ma co najmniej jeden punkt staty w zbiorze 2.

Uwaga 4.2. Mozna wykazaé, ze zbior FixQ ztozony z punktéw stalych operatora Q jest elemen-

tem jadra kerut (zob. [10]).

Powyzsza wlasnos$¢ jest niezwykle istotna, poniewaz dzigki znajomosci struktury jadra da-
nej miary niezwartosci jesteSmy w stanie scharakteryzowac rozwigzania rozwazanego rownania

operatorowego.

W dalszym ciagu bedziemy rozpatrywac nieskonczony uktad kwadratowych réwnan catko-

wych Urysohna okreSlony nastgpujaco

Xn(t) = ay(t) +fn(t,x1(t),x2(t),...)/Ooou,,(t,f,xl(r),xz(r), ...)dT, 4.1)

dlare Ry orazn=1,2,....
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Bedziemy zaktadad, ze powyzszy uklad spetnia nastgpujace zalozenia.

@

(i)

(111)

(iv)

Ciag (an (1)) nalezy do przestrzeni BC. Ponadto funkcje a, = a,(t) sa jednakowo ciagte
na przedziale R .

Do dalszych celéw oznaczmy przez A normg funkcji (a,(¢)) w przestrzeni BCo tzn. po-
16zmy

A =sup{sup{la,(t)|: n=1,2,...} : t e R }.

Funkcje f,, sa okreslone na zbiorze R ; x R* i przyjmuja wartosci rzeczywiste dla kazdego
n=1,2,... . Ponadto funkcje t — f,(t,x1,x2,...) sa jednakowo ciagte na R jednostajnie

wzgledem x = (x,,) € l, tzn. spetniony jest nastgpujacy warunek

vV 3V V¥V VY -t <o=|fultr,x1,x2,...) — fulti, x1,x2,... )| < €].
€>0 6>0 (x;)€lw nEN t],HER

Dodatkowo zaktadamy, ze funkcje f, sa wspdlnie ograniczone, czyli istnieje stata ¢ > 0
taka, ze

| fult,x1,20,.. )| < @

dlar e Ry, (x,) €Elworazn=1,2,... .

Istnieje funkcja p : R; — R niemalejaca na zbiorze R | oraz ciagta w punkcie 0. Ponadto

spelniony jest nastepujacy warunek

|fu(t,x1,x2,...) = fult,y1,¥2,...)| < p(r)sup{|x; —yi| : i =>n}

dla dowolnego r > 0, dlax = (x;), y = (i) € l takich, ze || x ||,.< 1, || ¥ || < r oraz dla

liczchbt e Ry in=1,2,....
Ciag funkcyjny (7n) okreslony wzorem
f,() = |£u(2,0,0,...)|

nalezy do przestrzeni BCe.

Zauwazmy, ze na podstawie zatozenia (iv) mozemy zdefiniowac¢ nastgpujaca stata

F=sup{f,(t): teRy,n=1.2,...}.

Oczywiscie F < .
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(v) Dla dowolnej liczby n € N funkcja u, przeksztatca zbior Ry x R x I, w R. Ponadto ro-
dzina funkcji {u, (¢, 7,x1,x2,...)} jest jednakowo ciagta dlar € R, jednostajnie wzgledem

T € R, oraz x = (x;) € lw tzn.:

v 3 4 v Vo[t —s| <6 = |un(t,7,x1,x2,...) —un(s, T,x1,x2,...)| < €.
8>06>0[,S,T€R+x:(xi)€lool’l€N

(vi) Dla kazdego n € N istnieje funkcja ciagla g, : Ry x Ry — R oraz ciagta i niemalejaca

funkcja h: Ry — Ry taka, ze
Jun(t, 7,1, %2, . )| < gn (2, T)A(](x0)]|2..)
dla wszystkich t, 7 € R oraz (x;) € lw.

(vii) Dla dowolnych liczb ¢t € R oraz n € N funkcja T — g, (¢, T) jest catkowalna na przedziale

R oraz funkcje t — [ gx(f,T)d7 sa wspdlnie ograniczone na zbiorze R .
Opierajac si¢ na zalozeniu (vii) oznaczmy przez G skoniczong stala okreslona réwnoscia
G:sup{/ gn(t,T)dTt: n=1,2,... 1t €R+}.
0

(viii) Istnieje funkcja g : Ry — R, ktora jest niemalejaca na R, ciagta w punkcie O oraz taka,

ze ¢(0) = 0. Ponadto zaktadamy, ze spetniony jest nastgpujacy warunek

lun(t,T,x1,%2,...) —un(t,T, 91,52, )| < q(r)gn(t, T)sup{|x;i —yi| : i > n}

dla dowolnego r > 0, dla x = (x;), y = (yi) € l takich, ze ||x||,, < r, ||y||.. < roraz dla

t,7eR ,n=1,2,....
(ix) Ponizsza réwnos¢
lim {sup{/ gn(t,T)dr: t € R+}} =0
T—o0 T
jest spetniona jednostajnie wzglgdem n € N.
(x) Istnieje stata dodatnia rg bedaca rozwigzaniem nieréwnosci
A+ ¢Gh(r)<r.
Dodatkowo zaktadamy, ze

Gh(ro)p(ro) + (F—k rop(ro)) Gq(rp) < 1.
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Uwaga 4.3. Zauwazmy, ze z zalozenia (iii) otrzymujemy nastgpujaca nieréwnosc

’fn(t,X1,X2,...) _fI’l(t?yl?yZv"')l < p(r)Hx_yHloo?

ktdra jest spetniona dla dowolnych ciagdw x = (x;), y = (yi) € I takich, ze ||x||,, <r, ||y|]. <7
orazdlat,7 € Ry, n € N. Ponadto p(r) jest funkcja wystgpujaca w zatozeniu (iii).

W podobny sposéb z zatozenia (viii) wnioskujemy, ze

|un(t,f,x1,x2,...) _un(taray17y27"')| < Q(”)gn(taf)"x_)’lea

dlar,7 € Ry, ne Norazdlar >0, gdzie x = (x;), y= (yi) € Lo 1 | |||, <7, ||y||r. < r. Funkcja
g = q(r) z powyzszej nieréwnosci wystgpuje w zatozeniu (viii), podczas gdy funkcja

gn = gn(t, T) pojawia si¢ w zatozeniu (vi).

Wykorzystujac powyzsze zalozenia mozemy sformutowac twierdzenie stanowiace gtéwny

rezultat tego rozdziatu.

Twierdzenie 4.4. Rozwazmy nieskoriczony uktad kwadratowych rownan catkowych Urysohna
(4.1)) oraz zatézmy, ze spetnione sq zatozenia (i)-(x). Wtedy uktad ten ma co najmniej jedno roz-
wiqzanie x = x(t) = (x,(t)) w przestrzeni BCw. Ponadto rozwiqzania tego uktadu majq te wta-
snos¢, Ze grubos¢ wiqzki utworzonej przez wykresy funkcji tworzqcych te rozwiqzania dqzy do

zera w nieskoriczonosci.

Dowdd. Zacznijmy od zdefiniowania operatoréow F, U, Q w przestrzeni BC.. nastepujaco:
(Fx) (t) = ((Fax) (1)) = (Ju(t,x(1))) = (falt,21(1),22(7),-..))

(Ux) (1) = (Uux) (1)) = (/ un(t,r,xl(f),xz(’c),...)dr) ,
o
(0x) (1) = ((Qux) (1)) = (an(t) + (Fux) () (Unx) () -
Na poczatku wykazemy, ze operator F' przeksztalca przestrzen BC. w siebie. W tym celu
ustalmy dowolna funkcje x = x(1) = (x,, (7)) € BCw. Wtedy, na podstawie drugiej czgsci zatozenia

(i), dla dowolnej liczby t € R, oraz n € N spetniona jest nierownos¢

|(Fax) (1) = | fu (2,1 (2),x2(2), .. )| < 9. (4.2)
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Stad wnioskujemy, ze funkcja Fx jest ograniczona na zbiorze R .

Dalej pokazemy, ze funkcja ta jest ciagla na przedziale R;. W tym celu wykorzystamy
fakt, ze funkcja x = x(¢) = (x,(¢)) € BCw jest ciggta na R, co jest rtéwnowazne nastgpujacemu
warunkowi

VoV 3V [lt—t0] <& =[x(t) —x(t)ll. <e].
toeR; e>06>0reR

Ustalmy wigc o € Ry, € > 0 i dobierzmy 6 > 0 zgodnie z powyzszym zatozeniem. Wtedy

biorac ¢t € R takie, ze |t —to| < & oraz uwzgledniajac Uwage 4.3, dostajemy

|(Fax) (2) = (Fax) (t0)] = [ fa (2,21 (1), 22(2), - ) = fu(t0,x1(10), %2 (00) - )]
| fn(t,x1(1),x2(2),...) — fu(to,x1(2),x2(2),...)]|
+| fulto,x1(2),x2(2),...) — fulto,x1(t0),%2(t0), ... )| 4.3)
<N futx1(2),x2(2), - . ) = fulto,x1(2),x2(2), .. )| + p(|[x(@)]|1.)[[x () — x(20) 0.
< a1 (2),2:2(2), ) = falto, x1(2),x2(2), ) [+ p([ ¥l |sc. ) €-

Wykorzystujac zatozenie (ii) dostajemy nastgpujace oszacowanie pierwszego sktadnika wyzej

otrzymanej sumy
[t x1(2),x2(1), .. ) — fulto, x1(2),x2(1),... )| < €

dlan=1,2,... . Uwzgledniajac je w nieréwnosci (4.3)), mamy

|(Fax) (1) = (Fax) (t0)] < (1+ p([[xl[8c..) )€

dlan € Noraz r € Ry takich, ze |r —1p| < 6.
Stad wnioskujemy, ze funkcja Fx jest ciagla w punkcie #y. Poniewaz punkt 79 byt wybrany do-
wolnie mozemy stwierdzié, ze funkcja Fx jest ciagla na catym zbiorze R . Laczac ten fakt
z ograniczonoScig funkcji Fx na przedziale R otrzymujemy, ze operator F przeksztatca prze-
strzef BC W siebie.

Pokazemy teraz, ze takze operator U przeksztalca przestrzen BC.. w siebie. Ustalmy zatem

funkcje x = x(¢) = (x,(r)) € BCw. Wtedy, dla ustalonego n € N oraz ¢ € R, korzystajac kolejno
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z zatozen (vi) 1 (vii), dostajemy oszacowanie

(Un)( \_‘/ n(t,7,1(T), 32(7), ... )T
< [l @), lde < [ Dbl )de

< /O gt DRl lac)dT = h(|lx]lac.) /0 gn(t, T)dT

< G-h(llx]sc..);

4.4)

gdzie G jest stata zdefiniowang po zatozeniu (vii).
Powyzsze oszacowanie dowodzi, ze funkcja Ux jest ograniczona na przedziale R .

W celu udowodnienia ciaglosci funkcji Ux na R, ustalmy € > 0 oraz T > 0. Wybierzmy
dowolna liczbe 1y € [0, T]. Wtedy na podstawie zatozen (v), (viii) i (ix) znajdziemy & > O taka,
zedlatr €[0,T], |t

—1p| < & (bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze t > to) oraz dla dowolne;j

liczby n € N, otrzymujemy
| e 7o (2),52(0), )~ i, 71 (7)), e
</OT|un(t,r,x1(f),x2(r),...)—un(to,r,xl(r) x(1),...)|dT
+ [ (e w0(2),22(0), ) = o, 01 () 2(0), .. ldw
< [ 0use)+ [ e, 731 (5 02(0)s) i, 70 (), 22(3), ...
W powyzszej nieréwnosci oznaczyliSmy
0o (u, €) = sup { |un (2, T,x1,%2,...) —un(s, T,x1,x2,... )| : t,5,TER,, [t —s| <€, (x;) € o, n € N}.

Zauwazmy, ze na podstawie zalozenia (v) granica lirr(l) 0 (u,€) = 0.
E—

Dalej, wykorzystujac zatozenie (vi) oraz wyzej otrzymane oszacowanie, dostajemy
/Om (£, 7,1 (), 52(T), ) — thn 10, 7,1 (), 32(T), ... ) |dT < T00" (1, €)
+/T°°[\un(z,r,xl(f),xz(f),...>y+\un(zo,c,xl(r),xz(f),...)udc
<Tou(we)+ | “’gna,r)hm(xz-u)mzm)dr @5)
+ [ salto, Db (1 Ci()) dw
< o) + (|l lsc.) [ [ stewiaz s [t ae].
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Nastepnie, uwzgledniajac zatozenie (viii) oraz oszacowanie (4.5)) otrzymujemy nastgpujaca nie-

réwnos¢
/Ow lun(t,7,21(7),%2(7),...) —un(to, T,x1(7),x2(7),...)|dT
< T o (u, €) 4 2h(||x||pc.) sup {/:g,,(t,r)dr [ tE [O,T]} (4.6)
< T W (u, €) +2h(||x||BCw)sup{/:gj(t,f)dr :1€]0,T], je N}.
Uwzgledniajac dodatkowo w (@.6) wzdr wyrazajacy operator U, dostajemy
(U (£) = (Unx) (10)| = ‘/Oooun(t,‘c,xl(‘c),xz(f),...)a’r—/Oooun(to,r,xl(‘c),xz(‘c),...)d‘c

</oo|un(t,r,x1(r),xz(f),...)—u,,(to,r,xl(‘c),xz(’c),...)|d‘c
0

<Ta)oo(u,e)+2h(|]x]|BCm)sup{/ gi(t,1)dT: t€[0,7T), jeN}.
T

Stad natomiast na podstawie zatozenia (ix) wnioskujemy, ze funkcja Ux jest ciagla na przedziale
[0,T] dla dowolnego T > 0. To za$ implikuje ciagto$¢ funkcji Ux na zbiorze R, . F.aczac ten fakt
z ograniczonosScig funkcji Ux na przedziale R dostajemy, ze operator U przeksztalca przestrzen
BC.. w siebie.

Teraz, biorac pod uwage wzor okreSlajacy operator Q podany na poczatku dowodu oraz
powyzej wykazane wiasnoSci operatoréw F i U mozemy wywnioskowaé, ze operator Q takze
przeksztatca przestrzen BC. w siebie. Ponadto z nier6wnosci (@.4) i (4.2) oraz zatozenia (i) do-
stajemy oszacowanie

(@) (1) < lan (1)] + | (Fax) (1)]| (Unx) (2)]
<A+¢-Gh(]|x|[pc..),
ktére jest prawdziwe dla dowolnej funkcji x = x(¢) € BCw i dla dowolnie ustalonej liczby natu-

ralnej n. Stad otrzymujemy

||Ox||pc. <A+ ¢ - Gh(||x||sc..)- 4.7)

Z powyzszej nieréwnosci oraz zatozenia (x) wnioskujemy, ze operator Q przeksztatca kulg By,
w siebie, gdzie ry jest liczba wystepujaca w zatozeniu (x).
W dalszym ciagu udowodnimy, ze operator Q jest ciagty na kuli B,,. W tym celu najpierw

wykazemy, ze operatory F i U sa ciagle na zbiorze By,
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Ustalmy zatem dowolny € > 0 oraz wezmy x € B,,. Nastepnie ustalmy dowolna funkcje
y € By, taka, ze ||x —y||pc.. < €. Wtedy, dla ustalonych liczb 7 € Ry oraz n € N, na podstawie

zatozenia (ii1) oraz Uwagi 4.3, dostajemy

| (Fax) (1) = (FEy) (O] < (8,210 (2),%2(2), ) = fu(£,31(2),32(2), )|
< p(ro)llx —yllsc.. < p(ro)e.
Stad otrzymujemy
||Fx—Fyllac., < p(ro)e.
Oczywiscie powyzsze oszacowanie dowodzi ciagtosci operatora F na kuli B,
Rozwazmy teraz operator U i ustalmy liczbg € > 0. Wtedy, na podstawie zatozenia (ix)

mozemy dobrac Tp > 0 tak, aby

/To gn(t,7)dt < Th(r) (4.8)

dla dowolnego 7 € [0,Tp] orazn =1,2,... .
Wezmy dalej dowolng funkcje x = (x;) € B,,. Nastgpnie wybierzmy y = (y;) € BCw tak, aby

€
[ox(2) =y(1)]]1.. < Toq(ro) 4.9)

dlar € R+.

Woéwecezas dla dowolnego t € R oraz n € N, na podstawie zatozen (vi), (viii) oraz oszacowan

#4.8), @.9), otrzymujemy
|(Unx) (1) = (Uny) (1)

< /oo |Mn(t, T,X1 (T)7x2(T)a .. ) - un<t7T7y1(T)7y2(T)7 .. )|d1’-
0
Ty

< / lun (2, 7,x1(7),22(T),...) —un(t,T,y1(7),y2(7),...)|dT
Ooo

+ n lun (2,7,x1(7),%2(7T),...) —un(t,T,y1(7),y2(7),...)|dT

Ty
< () /0 sup{|x:(7) —yi(7)| : i > n}de
+/T:[|un(t,r,x1(r),x2(r),...)|+|un(t,r,y1(r),y2(r),...)Hdr

m*f: 8n(t,7) (|3 ()| 11.) + R lyi(0)l|i.) ) d

€ o €
< —+2h(r0)/ en(t,7) < £ 4 20(r) -
2 T 2

< q(r0)To-

E _¢
4h(ro)
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Stad dostajemy nastgpujaca nieréwnos¢
|lUx—Uyl||pc. < €

ktéra dowodzi, ze operator U jest ciagly na kuli By, .

Eaczac ciaglosé operatoréw F i U na kuli B, oraz uwzgledniajac postaé operatora Q dosta-
jemy, ze operator Q jest ciagly na zbiorze By, .

W dalszej czgsci przeanalizujemy zachowanie operatoréw F, U i Q wzgledem kolejnych
sktadnikéw miary niezwartoéci p?, czyli funkcji () 13, ¢ okreslonych wzorami ([2.23)), (2.26)
i (2.27).

Na poczatku rozwazmy funkcje @, oraz ustalmy dowolnie € > 0. Nastepnie dobierzmy
t,s € Ry tak, aby |t —s| < € oraz wezmy niepusty podzbior X kuli B,,. Wowczas, biorac

x=x(t) = (xn(t)) € X oraz n € N, w podobny sposéb jak w #.3)), dostajemy

|(Fax) (1) = (Fax) ()] = [ fu (2,21 (2),%2(2), - ) = fu (s, x1(5),%2(5), - )]
S0 (), x2(2), ) = (s, x1(0),22(2), - ) [+ [ fa (8,21 (2),22(2), ) = S, 21 (), 2x2(s), )|
< a1 (2),22(2), ) = fals, x1(8),%2(2),- )|+ p(ro) sup {xi(2) — xi(s)[ - i = n}
Ssup {|fu(t,x1,x2,- ) = fa(s,00,22, ) [l = 1 (o)l < 70} =+ p(ro)[[x(2) = x(s)] ..
02, (f,€) + p(ro) 0™ (x,€),

gdzie

0 (f,€) = sup {sup {|fu(t.x1,22,...) = fuls,x, 22, )] 2l = s < g, [l = [1()l 1 < ro} -

neN

Zauwazmy, ze na podstawie zatozenia (ii) hm ol (f,€) =0. Ponadto z powyzszego oszacowania
otrzymujemy
0™ (Fx,&) < 0L(f,€) + p(ro) @ (x,€). (4.10)
Rozwazmy teraz operator U. Podobnie jak wyzej dostajemy
| (Unx) (2) = (Unx) ()]
= [ wl @@, de - [Culsea@mn@.0d] @

</ lun (2, T,x1(7),x2(7),...) —un(s, T,x1(7),x2(7),...)|dT.
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Dalej, wykorzystujac zatozenie (ix) mozemy wybrac liczbe T > 0 tak, aby

/ gn(t,T)dT < € (4.12)
T

dla dowolnych liczb t € Ry oraz n € N. Wowczas na podstawie nieréwnosci (4.11)) i zatozenia

(vi), otrzymujemy
| (Unx)(2) = (Unx) (s)]

< /OT lun (2, 7,x1(7),x2(T),...) —un(s, T,x1(7),x2(7),...)|dT

—|—/Too|un(t,f,x1("c),x2("c),...)—un(s,’c,xl(r),xz(‘c),...)|d‘L’

< /OT\Mn(t,f,xl(f)wz(f),...)—un(s,r,xl(r),xz(r),...)\dr

[ e w0 (0 52(2), )l s, Tt (2, (2), ) e
< [ outwerars e on@ e+ [ gals, D@ )ds
<Ta(u,e)+h(r) | lgnlt. 1)+ (s, 7)),

gdzie . (u, €) oznacza zdefiniowany wczesniej modut ciagtosci ciagu funkcyjnego (u,,) na zbio-

rze R,. OczywiScie liII(l) 0 (u, €) = 0, co jest konsekwencja zatozenia (v).
E—

Laczac wyzej otrzymana nieréwnos¢ z (#.12)) oraz biorac kolejno supremum po wszystkich

t,s € Ry, |t —s| < € oraz n € N, dostajemy
0~ (Ux,€) < T wo(u,€) +2h(rp)e. (4.13)

Ustalmy teraz dowolna funkcj¢ x € X. Wtedy, dla dowolnych liczb ¢, s € R, wykorzystujac

wz6r okreslajacy operator Q i ktadac a(t) = a,(t), dostajemy

[1(0x) (1) = (@x) ($)]]1, < [la(r) —a(s)[|i.. + [[(Fx)(£)(Ux)(2) = (Fx)(s)(Ux)(5)] |1,
= lla(t) = a(s)[[i. +[[(Fx) () (Ux)(2) = (Fx)(s)(Ux)(¢) + (Fx)(s) (Ux) (1) = (Fx)(5) (Ux) (5)] ..
< la(t) = a(s)lle. + [[Ux) (O)]]1.. [[(Fx)(2) = (Fx)(s)] .
H(Fx) ($)]]1, [[(Ux)(1) = Ux)(5)]]..
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Niech dalej n € N oraz t € R beda ustalonymi liczbami. Wéwczas, korzystajac z zatozen

(iii), (iv), dostajemy nastgpujaca nierd0wnos¢

|(Fax) ()] < [ fu(t,x1(2),22(2), - ) = fu(£,0,0,... )| + [ £u(2,0,0,...)|
< plro)sup{|xi(t)| :i >n} +F (4.14)
< p(ro)ro+F

spetniona dla dowolnej funkcji x € X C B,

Nastepnie ustalmy € > 0 oraz zatézmy, ze t,s € R, |t —s| < €. Laczac nieréwnosci (2.21)),

(4.4), (.10), (4.13) oraz (4.14), otrzymujemy

07(Qx.€) < 07(a,€) +h(r)G [p(ro) 0™ (x,€) + @x(f,€)]
+[p(ro)ro+F| [T (u, €) +2h(ro)€]..
Przechodzac w powyzszej nieréwnosci z € — 0 1 uwzgledniajac dodatkowo oméwione wcze-

$niej whasnosci funkcji € — @l (f,€), € = T w..(u, €) (dla ustalonego T > 0) oraz zatozenie (i),

dostajemy oszacowanie
@5 (QX) < Gh(ro)p(ro) g (X). (4.15)

W analogiczny sposéb zbadamy drugi sktadnik miary 2, czyli funkcje 12, okreslona wzo-
rem (2:26). W tym celu ustalmy dowolny niepusty zbiér X C B, oraz wezmy dowolne funkcje
x=x(t) = (x,(1)), y=y(t) = (va(t)) € X. Wtedy, dla ustalonych liczb t € R, oraz n € N spet-

niona jest nieréwnos¢

|(Qnx) (1) = (Qny) (1)]
S E) (1) (Unx) (1) = (Fay) (1) (Uny) (1))
= | (Fp) (£) (Unx) () = (Fny) (1) (Un) (1) + (Fy) (1) (Unx) (1) = (Fuy) (2) (Uny) (1)
< |(Un) (]| (Fax) (2) = (FEay) ()] + [ (Fay) ()| (Unx) (£) = (Uny) (1))

Oszacujemy teraz wyrazenia wystgpujace po prawej stronie nieréwnosci (4.16). Niech za-

(4.16)

tem 7 > 0 bedzie ustalong liczba. Wtedy, biorac 7 € [0,T], n € N, funkcje x,y € X i korzystajac
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z zatozen (viii) oraz (vii), dostajemy

(Un) (1) = (Uny) (1) = ’/Oooun(t,r,xl(r),xz(f),...)d‘L’—/Oooun(t,f,yl(r),yz(r),...)dr
</Ooo|un(t,f,x1(‘z7),x2(‘c),...)—un(t,f,yl(r),yz(r),...)|d‘c

< /O 4(r0)g(t, 7) sup{xi(7) —yi(7)| : i > n}dz

< Ga(ro) { sup {sup (sup{ o) ()] 5 3 =x0) y =5(0) € X}}}}.
t€[0,T] Lizn

4.17)

Biorac odpowiednie kresy gérne po lewej stronie otrzymanej nieréwnosci, mamy

sup {sup{supﬂwix)(z) C U0 x=x(0), y=y(0) € X}}}

t€0,T] \izn
< G-(](ro){ sup {s_up{sup{\x,-<r> —yilt)|: x=x(t), y=y(r) eX}}}}.
t€0,T] Lizn

Uwzgledniajac dodatkowo wzér (2.26)) okreslajacy warto$é fi> (X) otrzymujemy oszacowanie
H2(UX) < Gg(ro)E,(X). (4.18)
Podobnie, z zalozenia (iii) wnioskujemy, ze nieréwnos¢
|(Fax) (1) = (Fuy) (0)] = [ fu(t,x1(2), x2(2), - . ) = fu(t, 31 (2), 32(2), - )|
< p(ro) sup{|xi(r) —yi(t)| : i = n}

jest spetniona dla dowolnie ustalonych n € N, t € R oraz dla x = x(¢), y = y(t) € X. Kierujac

si¢ wzorem (Z.26) okreslajacym funkcje 1>, (X ) tatwo zauwazy¢, ze

sup {sup{supﬂ(FiX)(t) CEO]: x=x(0), y=(0) eX}}}

t€0,T] Lizn 4.19)
< p(r) { up {suptsup{bs) 501 x =100, y =500 eX}}}}.
te|0, izn

Na podstawie (2.26) i powyzszej nierdwnosci, dostajemy
Ho(FX) < p(ro)%,(X). (4.20)
Ostatecznie, taczac oszacowania (4.16), (@.4), (4.20), (4.14) i (4.18) otrzymujemy

F2(0X) < Gh(ro) p(ro) B2 (X) + [p(ro)ro + F] Ga(ro)B2.(X)

= G [h(ro)p(ro) +rop(ro)q(ro) + Fq(ro)] T (X).

(4.21)
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Pozostat nam ostatni sktadnik miary u?, czyli ¢(X) okreslony réwnoscia (2.27).
W celu jego oszacowania ustalmy niepusty zbiér X C B,, oraz wybierzmy dowolne funkcje

x=x(t), y=y(t) € X iliczbe T > 0. Wéwczas dla dowolnych liczb n € Norazt > T, postepujac
analogicznie do (4.17), dostajemy

(U0~ W) 0] < Gatro) {sp {suplas) o) }}.

t>T i>n

Stad dedukujemy ponizsza nieréwnos¢é

sup{ sup {supl (U2)0) ~ )0 x =300y =50y x|}

t>T neN

< Gatro) {sup fsup {sup (0 30 ¥ =200, y =y € x b L.

t>T neN
Uwzgledniajac dodatkowo wzor (2.27)), dostajemy

c(UX) < Gq(ro)e(X). (4.22)
W podobny sposéb mozemy oszacowaé wielkos¢ ¢(FX ). Mianowicie, postgpujac analogicznie

jak w (@.19) otrzymujemy kolejno
(E)®)~ E)0)] < plro) {sup {suplast il |

t>T \izn

oraz

neN

sup sup {supl () 1)~ (F) ()] 3 =x(0), y =>(0) € X |}
< o) {sup fsup {sup 030 x= 20,y =30 €} }

12T neN } .
c(FX) < p(ro)e(X). (4.23)
Laczac oszacowania {@.16), @.4), (4.23), (4.14), ¢.22) oraz (2.27), otrzymujemy
¢(QX) < Gh(ro)p(ro)e(X) + (rop(ro) +F) Gg(ro)e(X)
= [Gh(ro)p(r0) + Grop(r0)q(ro) + GFq(ro)] c(X).
Teraz, uwzglgdniajac nier6wnosci (@.13)), @.21)), @.24) oraz wzor (2.28)) okreslajacy miare

niezwartosci ,ug’ w przestrzeni BCo, otrzymujemy

Stad juz tatwo zauwazy¢, ze

(4.24)

12 (0X) < Gh(ro)p(ro) o5 (X)
+ [Gh(ro) p(ro) + Grop(ro)q(ro) + GFq(ro)] B2 (X)

+ [Gh(ro)p(ro) + Grop(ro)gq(ro) + GFq(ro)] c(X).
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To natomiast prowadzi do nastgpujacej nierdwnosci

12 (0X) < G [h(ro)p(ro) +Fq(ro) +rop(ro)q(ro) | 1l (X).

Podsumowujac, wyzej otrzymana nieréwnos¢, zalozenie (x) oraz poprzednie czgsci dowo-
du pozwalaja nam stwierdzié, ze operator Q : B,, — By, jest ciagly na kuli B,, oraz istnieje
nieujemna stata

k=G [h(ro)p(ro) + Fq(ro) + rop(ro)q(ro)] <1

taka, ze dla dowolnego niepustego podzbioru X kuli B, spetniona jest nieréwnos¢

12 (0X) < kud (X).

Zatem na podstawie twierdzenia Darbo o punkcie statym (por. Twierdzenie 4.1) wnioskujemy,
ze istnieje co najmniej jeden element x € By, bedacy punktem statym operatora Q w kuli By, .
Oczywiscie funkcja x = x(t) jest jednoczesnie rozwigzaniem nieskoriczonego uktadu kwadrato-
wych réwnan catkowych Urysohna (.1)) w przestrzeni BCw.

Ponadto korzystajac z Uwagi 4.2 dotyczacej faktu, ze FixQ < keruf. oraz charakterystyki struk-
tury jadra kerp? miary u? podanej w podrozdziale 2.4 tuz po wzorze (2.28) mozemy stwierdzié,
ze grubos¢ wiazki utworzonej przez wykresy funkcji bedacych rozwiazaniami uktadu (4.1]) dazy
do zera w nieskoniczonosci.

O

W celu doktadniejszego scharakteryzowania rozwigzan rozwazanego przez nas uktadu po-
damy definicj¢ asymptotycznej stabilnosci (por. [22, 58]).
Rozwazmy zatem niepusty podzbidr Q przestrzeni BC.. oraz niech Q bedzie operatorem okreslo-

nym na zbiorze Q o warto$ciach w przestrzeni BC... Rozwazmy réwnanie operatorowe postaci
x(t) = (Ox)(t), t€R;. (4.25)

Definicja 4.5. Mowimy, ze rozwiazania réwnania (4.25)) sa asymptotycznie stabilne jezeli ist-
nieje kula B(x(, ) w przestrzeni BC.. taka, ze B(x(,7) N # 0 oraz dla dowolnego € > 0 istnieje

T > 0 takie, ze

[lx(r) =yl < €
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dlat > T i dla wszystkich rozwiazaf x,y réwnania (#.23)) takich, ze x,y € B(xq,r) N Q.

Zauwazmy, ze poslugujac si¢ powyzsza definicja mozemy sformutowaé Twierdzenie 4.4

w kontekscie asymptotycznej stabilnosci.
Twierdzenie 4.6. Zatozmy, Ze spetnione sq zatoZenia (i)-(x). Wtedy nieskoriczony uktad kwadra-
towych réwnari catkowych Urysohna (@.1)) ma przynajmniej jedno rozwiqzanie x = x(t) = (x,(t))

w przestrzeni BC.. Ponadto rozwiqzania tego uktadu sq asymptotycznie stabilne.

Zaprezentujemy teraz przyklad ilustrujacy zastosowanie Twierdzenia 4.4 oraz rOwnowaz-

nego mu Twierdzenia 4.5.

Przyklad 4.7. Rozwazmy nieskonczony uktad rownan catkowych Urysohna okre§lony nastgpu-

jaco
2 2
t+1 2x,(t t
Xn(1) = sin (_r; +_;2 > + (xz();};(_i_)n + 7 :n+(lt()l_ )
X n
" n+l (4.26)
X/"" 1 arctan(n +x2(7)) n 1 arctan(n+ 1 +x2(1)) gt
0o \36n+t2+12  38+2n+12 38n+12+ 12 36 +2n+ 12 ’

dlateR.in=1,2,....

Zauwazmy, ze podany uktad stanowi szczegdlny przypadek uktadu (&.1)), jesli przyjmiemy

2
nt+1
f)=sin| ——— 4.27
anlt)=sin (7). @27)
fult )= 2y (428)
(X1, X2,y ) = , .
b2 XFAn o 22, +n
(T30 52, 1 arctan(n -+ x2) 1 arctan(n%—l—kx%)7 4.29)

T 3n+12+ 12 38+2n+12  38n+12+12 36+ 20+ 12
dlan=1,2,... orazt,7 € R,.

Wykorzystamy Twierdzenie 4.4 aby pokazaé, ze powyzszy uktad ma rozwiagzanie w prze-
strzeni BC... Udowodnimy zatem, ze funkcje okreslone wyzej wzorami (4.27)-(@.29)) spetniaja
zatozenia (i)-(x) wspomnianego twierdzenia.

Na poczatku zauwazmy, ze funkcja a,(t) spetnia warunek Lipschitza ze stata L = 1 dla
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n=1,2,... . Ten fakt pozawala nam stwierdzi¢, ze funkcje te sa jednakowo ciagle na zbiorze
R . Ponadto, mamy

A=sup{|a,(t)|:n=1,2,..., teR } = 1.

Podsumowujac widzimy, ze spetnione jest zalozenie (i).

Dalej zwr6¢my uwagg na to, ze funkcje f, = f,,(¢,x1,x2,...) zadane wzorem sg okre-
Slone na zbiorze R x R 1 przyjmuja wartosci rzeczywiste dlan = 1,2, ... . Poniewaz funkcje
te nie zaleza jawnie od zmiennej t mozemy stwierdzié, ze spetniona jest pierwsza cz¢$¢ zatoze-
nia (ii).

Zauwazmy ponadto, ze dla dowolnej liczby naturalnej n oraz dla dowolnego ciagu (x,) € I

prawdziwa jest nieréwnos¢

2x x> X Xz 1 1 3
t,x1,%2,...)| < z g n Yntl 2o fo=2,
falt 1,02, X2 +n 2x,%+1+n x%—l—l' 2xn+1 2 2 2

ktéra implikuje, ze spetnione jest zalozenie (ii) ze statg ¢ = %
Ustalmy teraz dowolna liczbg r > 0 oraz wezmy dowolne ciagi x = (x;), y = (i) € I takie,

ze ||x||, < r, |[y|]. < r. Wowcezas dla dowolnie ustalonej liczby n € N, korzystajac ze wzoru

(4.28)), dostajemy

2 2
xn+1 _ yn+1
2 2
26, tn 2y;  +n

Xn  In
Xptn o yitn

’fn<t;x17x27"')_fn(t7y17y27"')| <2

xnyn(yn _xn) +n(xn _yn) n(x%Jrl _y%Jrl)
<2 2 2 2 2
(xn +n) (yn +n) (zanrl +n) (zyn+1 +n)
Xn Yn n (xn-H +yn+1
2 : + | Xn = Yn| + 1= Yn+l
e il ) B2, +0) 22, 1) | Port1 =yl
Xn Yn 1 1
2 . ) e —
lx%+n 2| y,%+n} on =
|xn+1| |)’n+1|
+n + X1 = Yng]
(2x +1—|—n)(2yn+1+n) (2x,21+1+n)(2yr21+1+n)
Xp Vn 1 1
<2 . . . —
S {x,%+n R y%+n] ol
%11 Vnt1l 1 1 1
+n X1 — L2l —+— ) |Xn—Yn|+ —=|xn41—

5

1 .
< 5P =yl + %Ixm = Ynt1] < 5 [ = Yl + a1 = Yo [] < Ssup{fxi —yif : i > n}.

|
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Powyzsza nieréwnos¢ dowodzi, ze spetnione jest zatozenie (iii) z funkcja p(r) = 5.
Przyjrzyjmy si¢ teraz ciagowi (f),) okreslonemu w zatozeniu (iv). Korzystajac ze wzoru
(@28) otrzymujemy, ze (f,) =[fu(7,0,0,...)| =0. Oczywiscie funkcje f,, n=1,2,... spelniaja
zatozenie (iv) ze stala F = 0.
Zauwazmy dalej, ze dla dowolnej liczby naturalnej n funkcje u, okreslone wzorem (4.29)
przeksztatcaja zbior R, x Ry X [ w zbiér R. Ustalmy ponadto dowolnie 7,5 € R (bez straty

og6lnosci mozemy zatozy¢, ze s <t),n € N, v € Ry oraz x = (x;) € l.. WOwczas spetniona jest

nieréwnos¢
lun(t,T,x1,%0,...) — up(s, T,x1,x2,...)]
o 1 . arctan(n -+ x2) B 1 _arctan(n +x2)
S 36n+12+12 38+2n+12  36n+s2+12 38+2n+ 12
1 arctan(n+ 1 +x2) 1 arctan(n + 1 +x2)
_|_ . — .
38n+1>+1>  36+2n+ 12 38n+s>+12  36+2n+ 12
arctan(n -+ x2) 1 1
< _
38+2n+12 \36n+s2+12 36n+12+ 12
arctan(n + 1 +x2) 1 1
36 +2n+ 12 38n+s2+12 38n+12+12
o arctan(n -+ x2) t+s (t—s)
NS . . _s
38+2n+12 (36n+s%+12)(36n+ 1>+ 12)
arctan(n+ 1 +x2 t+s
L aretan(n+14+:3) )

36+2n+12  (38n+s2+12)(38n+12+12)

<Ei< ! + 5 )-(t—s)
S 2 38 \36-(36n+12+12)  36-(36n+s2+12)

T 1 t S
+§'%'(38-(38n+z2+r2)+38-(38n+s2+r2))'(t_s)
<§.i.;.(,_s)+f.i.;.(t_s)
2 38 36-/36n+ 12 2 36 38-4/38n+12

T 1 11 T 1 11
\E.ﬁ.%.g.(_s)+§.%.§.6.(_s)
T
<3367

Z powyzszego oszacowania wnioskujemy, ze rodzina funkcji {u,(z, T,x1,x2,...)} jest jednako-
wo ciagta dlar € Ry jednostajnie wzgledem 7 € R, ix = (x;) € l. To za$ oznacza, ze spetnione
jest zalozenie (v).

Pokazemy teraz, ze spetnione jest kolejne zatozenie (vi). W tym celu ustalmy dowolne licz-

byn € Norazt,t € R, . Nastgpnie wybierzmy dowolny ciag x = (x;) € l.. Wéwczas korzystajac
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ze wzoru ([4.29) okreslajacego funkcje uy,, otrzymujemy

|lun(t,T,x1,X2,...)]|

1 arctan(n -+ x2) 1 arctan(n + 1+ x2)
g . + .
36n+t2+12 38+2n+12  38n+t2+12  36+2n+ 12
2 T 1 1 /4

S35 5 3o = a7 3 ag-
36+12+12 2 38 36+12+12 38
Powyzsze oszacowanie dowodzi, Ze spenione jest zatozenie (vi) z funkcjami A(r) = 55 oraz

gn(t,’c):mdlanzlﬂ,... .

Rozwazmy dalej funkcj¢ g, (¢, T) wyznaczong i okresSlong powyzej wzorem
1
LT)=F—5— 4.30
et ) = a2 (4.30)

dlan=1,2,... . Funkcja ta jest oczywiscie ciagta na zbiorze Ri. Ponadto tatwo obliczy¢, ze

/wy (m)|dr—/°° L

dla dowolnego ¢ € R . Stad za$§ wynika nastgpujaca nieréwnos¢

o T
£,7)dT < —,
| et mlar < 7

ktéra pokazuje, ze spetnione jest zatozenie (vii). Ponadto mamy

G = sup /gn(t,’c)dr:nzl,Z,... zl.
0 12

W dalszym ciagu ustalmy liczby ¢,7 € Ry oraz weZmy ciagi x = (x;), y = (i) € I ta-
kie, ze ||x||. < r, ||y||. < r, gdzie r > 0 jest ustalong liczba. Wéwczas korzystajac z (4.29)

wnioskujemy, ze dla dowolnego n € N spetnione s3 nieréwnosci

lun(t,T,x1,%2,...) —un(t,T,91,¥2,--. )]
1 arctan(n+x2)  arctan(n+y?2)
< —
36n+12+12 | 38+2n+12  38+2n+ 12
N 1 arctan(n + 1 4+x;)  arctan(n+1+y;)
38n+12+12 | 36+2n+ 12 36+ 2n+ 12
1 1

< : t
3642+ 12 36+2n+ 2 Jarctan
1 1

. t
361212 361 mt 2 Jarctan(
1 1

< .
36 +1t2+12 36+2n+ 12

n+x2) —arctan(n +y?) |

n+1+x2) —arctan(n+ 1 +y%)}

[|arctan(n +x2) —arctan(n +y?) ‘

+ |arctan(n+ 1 +x2) —arctan(n + 1 +y?2) ]
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_ 1 1 2 2 2 2
< 36_*_1‘2_'_1-2‘% “xn_yn‘—i_lxn_yn’]
< 2 bl b+
X 5~ A~ A5 I X X,

36+12+ 2 36 1 JnliHeTn

1 1
< 36+12+12 18 [%n = Y| (10| [yn])
< 1 r| |
\—-— x —
%+ﬂ+ﬂ g Itn = Jn
1 .
< 36+t2—|—1'2 9 up{|xl | l>n}

Widzimy zatem, ze przyjmujac g,(t,7) jako funkcje okreslong wzorem (#.30) oraz ¢(r) = g
spetnione jest zalozenie (viii).

Rozwazmy teraz zatozenie (ix). Najpierw zauwazmy, ze dla dowolnych liczb n € N oraz
T > 0 prawdziwa jest rownos¢

* 1 T T
Wt T)dT =~ —— [ Z —arctan——— | . 4.31)
/Tg( ) T \/36—|—t2< )

Ktadac s = \/%W przeksztatcamy ja do postaci

° 1 T
/ gn(t,7)dr=="s-" (— - arctans) . (4.32)
T T 2
Zauwazmy, ze gdy t przebiega zbiér R, to zmienna s przybiera wartoSci z przedziatu [O, %] .

Rozwazmy pomocniczo funkcje

g(s)=s (% - arctans>

dlas e [O ] Wtedy, dla dowolnie ustalonego s > 0 dostajemy

'(s) % _ arctan
s)=—— s — .
W5 1+

Oznaczmy dalej funkcje m(s) = g'(s) dlas € R,. Wéwczas m(0) = % oraz

1 1 —s? 2

mb**1+ﬁ_u+ﬁy:_a+ﬁﬂ

Stad otrzymujemy, ze m’(s) < 0 dla s € R, czyli funkcja m(s) jest malejaca na przedziale R, .
Ponadto ILm m(s) = 0.

Faczac powyzej otrzymane wtasnosci dotyczace funkcji m(s) wnioskujemy, ze m(s) > 0 dla



70

s € R.. To za$ implikuje, ze g'(s) = m(s) > 0 dla s € R, . Funkcja g(s) jest zatem rosnaca na

potosi R . Biorac dodatkowo pod uwage zaleznos¢ (4.32)), dostajemy

sup{/ gn(t,f)d’c:t20}
T
= 1 (E— tn)' € OZ
=supy s (5 —arctans) ;s '
—lsu (5): s€ OT _ Ty 1 —arctanT
TP = 10s) T T86) Te\2 6

Powyzsza réwnos$¢ prowadzi do nastgpujace]

° l (= T
i . 2 =1 — —_ — = U.
Th_r}r:o [sup{/T en(t,T)dt: t OH Thg;6 (2 arctan 6) 0

Widzimy zatem, ze spetnione jest zalozenie (ix).

ﬂ

Rozwazmy teraz nieréwno$¢ wystepujaca w zatozeniu (x), czyli A + ¢ Gh(r) < r. Wykorzy-
stujac wyznaczone wczeSniej state A = 1, ¢ = g, G = {5 oraz funkcje h(r) = 55 widzimy, ze

nieréwnos¢ ta przybiera nastgpujaca postac

Latwo sprawdzié, ze liczba ro = 1, 1 spetnia otrzymana nieréwnosc.
Dalej, uwzgledniajac dodatkowo funkcje p(r) =5, g(r) = § oraz stata F = 0 widzimy, ze druga

nieréwnos$¢ wystgpujaca w zalozeniu (x) jest postaci

T

ktora jak tatwo sprawdzié, spelnia znaleziona wyzej liczba ryp = 1,1. Podsumowujac, liczba
ro = 1,1 spetnia zatozenie (x).

Ostatecznie, na podstawie Twierdzenia 4.4 wnioskujemy, ze rozwazany w tym przyktadzie
nieskoriczony uktad kwadratowych réwnar catkowych Urysohna (4.26) ma co najmniej jedno
rozwiazanie x(¢) = (x,(t)) nalezace do kuli B ; w przestrzeni BC.. Uwzgledniajac dodatkowo
Twierdzenie 4.5 otrzymujemy, ze wszystkie rozwiazania uktadu (#.26) nalezace do kuli B

sa asymptotycznie stabilne.
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5 Nieskonczone uklady kwadratowych réwnan catkowych Ham-

mersteina i ich rozwiazania asymptotycznie stabilne

W tym rozdziale przedstawimy wyniki dotyczace istnienia rozwigzan nieskonczonych

uktadéw kwadratowych réwnan catkowych Hammersteina postaci

xn (1) = an(t) +fn(t,x1(t),x2(t),...)/Omgn(t,’c)hn(r,xl(f),xz(’c), ...)dr, (5.1)
dlar e Ry =[0,00) orazn=1,2,... .

Zauwazmy, ze uktady rownan calkowych Hammersteina stanowia szczegdlny przypadek
réwnan catkowych Urysohna (przyjmujac jako funkcje u,(z,7,x1,x2,...) iloczyn funkcji
gn(t,T)hy(7,x1,x2,...)). Podobnie jak poprzednio bgdziemy pracowaé w przestrzeni BCw i tym
samym wykorzystamy okreslona w niej miare niezwarto$ci p> oraz twierdzenie Darbo o punk-
cie statym (por. Twierdzenie 4.1). Mozemy zatem potraktowaé ten rozdziat jako szczegdlny
przypadek Rozdziatu 4.

W dalszym ciagu bedziemy zaktadaé, ze spetnione sg nastgpujace zatozenia.
(i) Ciag (an(1)) jest elementem przestrzeni BC... Ponadto funkcje a, = a,(t) sa jednakowo

ciagte na pétosi R .

Do dalszych celéw oznaczmy przez A normg funkcji (a,(t)) w przestrzeni BCe, tzn.

A =sup{sup{|a,(t)|: n=1,2,...}: t e R, }.

(ii) Funkcje g,(t,7) = gn : R2 — R sa ciagle na zbiorze RZ (n = 1,2,...). Ponadto funkcje
t — gu(t,7) sa jednakowo ciaglte na zbiorze R jednostajnie wzglgdem 7 € R, czyli

spetniony jest nastgpujacy warunek

V 3V VYV [n-n|<8= g2, T) = galt1,7) < €]
£>0 6>0 neN 7eRy 1,neRy

(iii)) Dla dowolnych liczb n € N oraz ¢ € R catka niewtasciwa

| lentt.laz
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)

(vi)

(vi1)
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jest zbiezna. Dodatkowo zaktadamy, ze catki [ |g.(¢,7)|dT sa wspllnie ograniczone dla

dowolnej liczby naturalnej n oraz dla kazdego r € R .

Oznaczmy zatem przez G| skonczong stala okreslong réwnoscia
G :sup{/ lgn(t,7)|dT: n=1,2,..., ¢ €R+}.
0
Ciag (gn(t,7)) jest wspdlnie ograniczony na zbiorze RZ, tzn. istnieje stata G, > 0 taka,
ze
|gn(t>7'-)‘ &)

dlat,t€e Ry orazn=1,2,... .

Funkcje f, sa okreslone na zbiorze R, x R oraz przyjmuja wartoSci rzeczywiste dla
n=1,2,... . Ponadto funkcje t — f,(z,x1,x2,...) sa jednakowo ciagte na R jednostajnie
wzgledem x = (x,) € lw, tzn.
V 3V V.V [e-ul<d=fultexn,x2,..0) = fulty,x1,%2,... )| < €]
€>0 6>0 (xj)€lw neN 11,nER |

Ponadto funkcje f,, sa wspdlnie ograniczone, czyli istnieje stala ¢ > O taka, ze
’fn(t7xl 7'x27 A ')| g ¢
dlar € R orazn € N.

Istnieje funkcja k : R — R, ktdra jest niemalejaca na R, ciagta w punkcie 0 oraz taka,

ze k(0) = 0. Dodatkowo zaktadamy, ze spetniony jest nastgpujacy warunek

[fat,xn,x2, ) = falt,y1,32,- )| < k(r)sup{|x; —yil - i > n}

dla r > 0, dla dowolnych ciagéw x = (x;), y = (yi) € lw takich, ze || x || < r, ||y |< 7

oraz dla wszystkichr e Ry, n=1,2,... .

Ciag funkeyjny (f,), gdzie f,(t) = | fu(t,0,0,...)] jest elementem przestrzeni BC...

Zauwazmy, ze na podstawie zatozenia (vii) mozemy zdefiniowaé skorniczong stata

F=sup{f,(t): teRy,n=1.2,...}.
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(viii) Funkcje h, sa okreslone na zbiorze R, x R*™ oraz przyjmuja wartosci rzeczywiste dla
n=1,2,... . Ponadto istnieje funkcja m : R, — R, ktéra jest niemalejaca na R, ciagla

w r =0, m(0) = 0 oraz spetniajaca warunek

| (t,x1,%0, ... ) — by (2, y1,¥2,...)| < m(r)sup{|xi —yi| : i >n}

dla dowolnej liczby r > 0, dla x = (x;), y = (i) € l takich, ze || x ||.< 7, || ¥ ||1.< r oraz

dla wszystkichr e Ry, n=1,2,... .

(ix) Operator i okreslony na zbiorze R x I, wzorem (hx)(t) = (hy,(t,x)) = (hi(t,x),ha(t,x),...)

jest ograniczony, tzn. istnieje stata dodatnia & taka, ze

I () (1) I < R
dla dowolnego ciagu x € [ oraz dlat € R,.

(x) Dla dowolnej liczby n € N i dla kazdej funkcji x = x(f) = (x;(¢)) € BCw catka niewtasciwa

/Ooo\hn(s,x(s))\ds:/Ooo]hn(s,xl(s),xz(s),...)|ds

jest zbiezna. Dodatkowo, catki [y |h,(s,x(s))|ds sa wspdlnie ograniczone dla dowolnych

neNix=x(r) € BC.

Na podstawie powyzszego zatozenia mozemy zdefiniowaé skoriczona stata H, ktadac
H = sup {/Ooo |hn(s,x(s))|ds : x € BCoy, n=1,2,... } )
(xi) Istnieje stata ryp > 0 bedaca rozwigzaniem nieréwnosci
A+FGih+Ghrk(r) <r

oraz taka, ze

G]Ek(l’()) + (])G]m(}’()) < 1.

State F, Gy, h, A oraz funkcje k(r), m(r) wystepujace w powyzszych nieréwnosciach

zostaty okreSlone w poprzednich zatozeniach.
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Uwaga 5.1. Zauwazmy, ze na podstawie zatozenia (vi) mozemy wywnioskowaé, ze dla dowol-
nych ciagéw x = (x;), y = (i) € l takich, ze || x ||.<r, ||y |, <rorazdlareR;i neN

spelniona jest nierownos$¢

|fn(t7x17x2?"') _fn(t>y17y27~">| < k(r) H X—=Yy Hlooa

gdzie k = k(r) jest funkcja wystgpujaca w zatozeniu (vi).

W ten sam sposéb z zatozenia (viii) wnioskujemy, ze

’hn(t,Xsz,---) _hn(t;yl7y27"‘)‘ g m(r) H X—=y Hloo’

dlar € Ry, n € Noraz r >0, gdzie x = (x;), y = (i) € lw sa takie, ze || x ||.<7r, [|y|L<r

Ponadto m = m(r) jest funkcja okreslong w zatozeniu (viii).

Zauwazmy, ze powyzsza uwaga pozwala nam wywnioskowal, ze zatozenia (vi) 1 (viii)
sg istotnie silniejsze niz zatozenia wymagajace, aby funkcje f,, oraz h, spetniaty klasyczny wa-

runek Lipschitza z funkcjami k(r) oraz m(r).

Teraz, na podstawie podanych wyzej zatozen mozemy sformutowaé twierdzenie stanowiace

gléwny wynik tego rozdziatu.

Twierdzenie 5.2. Zatozmy, Ze spetnione sq zatozenia (i)-(xi). Wtedy nieskoriczony uktad kwadra-
towych réwnan catkowych Hammersteina (5.1) ma przynajmniej jedno rozwiqzanie x = (x,(t))
w przestrzeni BC. Ponadto rozwiqzania uktadu (5.1) majq te wtasnosé, Ze grubos¢ wiqzki utwo-

rzonej przez wykresy funkcji naleZgcych do tych rozwiqzan dazy do zera w nieskonczonosci.

Dowod. Na poczatku zdefiniujmy operatory F, H, Q na przestrzeni BC. nastgpujaco:
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Najpierw wykazemy, ze operator F przeksztalca przestrzeni BC., w siebie.
W tym celu ustalmy funkcje x = x(7) = (x,(¢)) € BCw. Korzystajac z drugiej czgsci zatoze-

nia (v) otrzymujemy nierdwnos¢

|(Fx) (0)] = [ fa(t,21(2),22(2), - ) < @ (5.2)

spetniong dla dowolnych liczb r € R, oraz n € N. Stad oczywiscie wynika, ze funkcja Fx jest
ograniczona na przedziale R .

Pozostalo nam udowodnié, ze Fx jest funkcja ciaglta na pétosi R . Skorzystamy tutaj z cia-
gtosci funkcji x = x(¢) = (x,(f)) € BCw na R.. Ciaglos¢ funkcji x oznacza, ze spetniony jest
nastepujacy warunek

30 il <8 () o)l < €]

Ustalmy zatem € > 0 oraz fy € R, . Nastgpnie wybierzmy 6 > 0 wedtug powyzszego warunku.

Wtedy, dla r € R takiego, ze |t —to| < 8, na podstawie Uwagi 5.1, otrzymujemy
| (Fax) (2) = (Fux) (t0)] = |fu(£,x1(2),%2(2), ... ) = fult0, x1(f0), %2 (R0) - )|
< falt,x1(1),x2(2), - . ) = fulto, x1(2), x2(2), ... )|

-|—|fn(t0,x1 (l‘),XQ(I), .. ) —fn(to,)q (l‘o),x2<t0), .. )|

(5.3)
< |fl’l(t7x1 (t)ax2(t)7 o ) _fn(thxl (t)7x2(t)7 o )|
([ e(2) = x(20) ]2,
<t x1(0),22(2), ) = fulto,x1 (£), x2(1), - . ) [ + (][« | pc.. )€
Nastepnie, wykorzystujac zatozenie (v) znajdziemy liczbe 6 > 0 taka, ze
| fn(t,x1(2),x2(2), ... ) — fulto,x1(t),x2(2),...)| < €
dla |t —t9] < dorazn=1,2,... . Laczac ten fakt z (5.3)) otrzymujemy nastgpujace oszacowanie

| (Fax) () = (Fox) (t0)| < (1+k([[xl[5c..)) €

dlan=1,2,... orazt € Ry takich, ze |t —1p| < 6.
Powyzsze rozwazania pozwalaja nam stwierdzi¢, ze funkcja Fx jest ciagta w punkcie #y. Po-

niewaz punkt 7y byt wybrany dowolnie dostajemy, ze jest ona ciagta na przedziale R . Laczac
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to z wykazang wcze$niej ograniczonoscia funkcji Fx otrzymujemy, ze operator F przeksztalca
przestrzen BC. w siebie.

W dalszym ciagu udowodnimy, ze takze operator H przeksztalca przestrzen BC.. W sie-
bie. Ustalmy zatem dowolna funkcje x = x(#) = (x,(7)) € BC. Wowczas, dla dowolnej liczby

t € Ry oraz dla n € N, na podstawie zatozen (ix) i (iii), dostajemy nieréwnos$¢
|(Hx)(1)] < / |8 (2, T)|[hn(T,x1(7), x2(7),...)[dT
w 0 - (5.4)
< / (1, 7) R dT < h/ Iga(1,7)|dT < G1F.
0 0

Widzimy zatem, ze funkcja Hx jest ograniczona na przedziale R .
Ustalmy dalej € > 0 i wybierzmy 6 > 0 z zatozenia (ii). Wowczas dla dowolnych liczb
t1,t € Ry takich, ze |f] — 12| < 8, na podstawie zatozen (ii) i (x) (zaktadajac, ze 1) < ), dosta-

jemy
|(Hnx)(t2) — (Hnx)(t1))
‘/ (12, (131 (2),52(2), - T = |l ©)h(1 (). 52 (), )T
< [ lenlt2m) = galtr, 2l (0).32(3), .l
< [ @@l (2),0(0). . )ldr,

gdzie w,(0) oznacza wspdlny modut ciagtosci ciagu funkcji t — g, (¢, T) (zgodnie z zatozeniem

(i1)), czyli
(Dg((S) = Sup{‘gn(t%T) _gn(tl,f>’ Sy, TE R+7 ’tl _t2’ < 6) ne N}

Oczywiscie mamy, ze lim w,(5) = 0.
6—0

Korzystajac z powyzszej nieréwnosci dostajemy
|(Hpx)(12) — (Hpx)(11)| < Hwg(5). (5.5)
Stad natomiast wynika nastgpujaca nierd0wnos¢
||(Hx)(r2) = (Hx)(t1)]|1.. < Hag(8),

ktéra dowodzi ciagtosci funkcji Hx na zbiorze R . Laczac ten fakt z wykazana wczesniej ograni-

czonos$cig funkcji Hx na R, wnioskujemy, ze operator H przeksztatca przestrzen BC., W siebie.
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Do dalszych rozwazan wykorzystamy jedna z wtasnosci przestrzeni BC., méwiaca o tym,
ze stanowi ona algebre¢ Banacha wzgledem mnozenia po wspétrzednych ciagéw funkcyjnych.
Uwzgledniajac dodatkowo definicj¢ operatora Q oraz zalozenie (i) mozemy stwierdzié, ze dla

dowolnie ustalonej funkcji x = x(¢) € BC funkcja

(0x)(2) = ((Qnx)(2)) = (an(t) + (Fax) () (Hnx) (1))

przeksztatca przedziat R, w przestrzen .. Biorac bowiem pod uwage fakt, ze ((F,x)()) € lw

dla dowolnej liczby ¢ € R oraz oszacowanie (5.4), dostajemy nieréwnosé
(Qnx)(1)] < lan(t)|+ Gih|(Fux) (1))

dla dowolnej liczby n € N. Zatem na podstawie wnioskujemy, ze (Qx) (1) = ((Qnx)()) € lw
dla dowolnegot € R .

Zauwazmy dalej, ze ciaglo$¢ funkcji Ox na pétosi R jest prosta konsekwencja ciaglosci
funkcji Fx oraz Hx na tym zbiorze. W podobny sposob, wykorzystujac dodatkowo zatozenie
(i) dowodzimy ograniczonos$ci funkcji Ox na R .

Podsumowujac, otrzymane do tej pory wnioski dotyczace funkcji Qx pozwalaja nam stwier-
dzié, ze operator Q przeksztalca przestrzen BC. w siebie.

Do dalszych celéw wybierzmy dowolng funkcje x = x(¢) = (x,(¢)) € BCw. Ustalmy takze
liczbg naturalng n oraz t € R. Wéwczas, na podstawie Uwagi 5.1 oraz zalozenia (vii), dostaje-

my oszacowanie

’(an)(t)‘ = |fn<t7x1(t)ﬂx2(t)a"')_fn(tv()’O?"')+fn(ta0707"')‘
< |fult,x1(8),x2(2),...) — fu(£,0,0,...)| + | fu(2,0,0,...)| (5.6)
< k([Jx(@)|].) sup{|xi(e)] = i = n} +1f,(0)] < k(lxl[sc.)||x]]8c.. + F-

Wykorzystujac powyzsze oszacowanie, zatozenie (i) oraz (5.4), dla dowolnie ustalonych

n € Norazt € R, dostajemy
(@) (1)] < lan (1] + | (Fn) (1) ]| () (1))

< A+ k(x| ) ()] +F) Gi

< A+FGih+Gihk(||x]|sc..)||x|sc..-
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Stad natomiast wynika nastgpujaca nierdwnos¢
10x]l5c.. < A+ FGih+ Gihk(||x|gc..) I sc...

ktéra wraz z pierwsza czgScia zatozenia (xi) pozwala nam wywnioskowac, ze istnieje liczba
ro > 0 taka, ze operator Q przeksztatca kulg B, (B, C BCw) W siebie.

Udowodnimy teraz, ze operator Q jest ciagly na kuli B,,. Ze wzgledu na posta¢ operatora
Q najpierw wykazemy ciaglos¢ operatoréw F i H na zbiorze By, .
Ustalmy zatem € > 0 i wybierzmy dowolnie x € B,,,. Wtedy dla dowolnej funkcji y € By, takiej,

ze ||x—yl||pc. < €, dlan € Norazt € R, na podstawie zatozenia (vi) oraz Uwagi 5.1, mamy

|(Fax) (1) — (Fuy) ()] < |fu(t, 21 (2),22(2), ) — fu (31 (), y2(2), - ) |
< k(ro)||x —y||ac. < k(ro)e.

Stad natomiast dostajemy nierdwnos¢
||Fx— Fy||pc., < k(ro)e.

Na podstawie powyzszej nieréwnosci wnioskujemy, ze operator F jest ciagly na kuli B,
Wykazemy teraz ciaglo$¢ operatora H. Ustalmy zatem dowolnie x = (x;), y = (i) € By,.
Wykorzystujac zatozenie (viii), dla dowolnej liczby t € R, oraz dla n € N otrzymujemy osza-

cowanie
() (¢) — (Hoy) (1))
_ '/wgn(t,‘L')hn(‘l:,xl(f),xz(f),...)d‘L’—/oogn(t,T)hn(f,yl(f),yz(f),...)dT
0 0
< [ lealt, D)z, (2) 22(0), ) = (231 () 32(0), .. ) T
< [ leate,2lmiro)sup {b(¥) = 5i()] ¢ i > m} e
<m(ro) [ lealt, Dl (+(7) =5(D) 1) dr
< mlro)sup{l}s() )i : 5 €Re} [ lga(e,7)lar.

Uwzgledniajac dodatkowo zatozenie (iii) dostajemy nieréwnos$¢

| (Hnx) (2) = (Hpy)(1)] < Gim(ro)|[x — ¥ |5c..,
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na podstawie ktorej wnioskujemy, ze

||Hx — Hy||pc.. < Gim(ro)||x —y||sc...

Otrzymana nieréwno$¢ dowodzi ciagtosci operatora H na kuli B,,,. Uwzgledniajac ciagto$é ope-
ratoréw F i H dostajemy, ze takze operator Q jest ciagly na kuli By, .

W dalszej czgsci dowodu bedziemy bada¢ warto$ci miary niezwarto$ci w przestrzeni BC.,
w odniesieniu do operatoréw F, H i Q. Przypomnijmy, Ze miare ta oznaczylismy jako p? i zde-
finiowaliSmy wzorem (2.28). Celem ponizej przedstawionych oszacowari bedzie wykorzystanie
miary u? oraz zbioru B,, do twierdzenia Darbo o punkcie statym.

Ze wzgledu na to, ze miara u_ jest okreslona jako suma trzech sktadnikéw rozwazymy kaz-
dy z nich osobno. Na poczatku wezZmy funkcje g’ okreslona wzorem (2.25).

Dalej, ustalmy dowolng liczbe € > 0 oraz wybierzmy ¢,s € R takie, aby |f —s| < €. Po-
nadto wezmy dowolny niepusty podzbior X kuli B,,. Wtedy, dla funkcji x = x(¢) = (x, (1)) € X

oraz dla ustalonej liczby naturalnej n, w podobny sposéb jak w (5.3), dostajemy

| (Fax) () — (Fux) (s))|
< fut,x1(0),%2(0), ) = fult,x1(5), x2(5), .. )|
U fut,x1(5),x2(5), - ) — fuls,x1(s),%2(s), ... )|
< k(ro) sup{|xi(r) —xi(s)| : i = n}
+sup{[fu(t,x1,x2, ) = fuls,xr,x2, )] 2 e —=s| <& [lxl[i, = |[(xn) [0, < ro}
< k(ro) o™ (x,€) + ol (f,¢€),

odzie
wi(f,g):igg{sup{lfn(mlaxz,---)—fn(S,xlvxza---)!i\f—S| <&, [|xllr. = [[(xa)ll. <r0}}

oraz ™ (x, €) zostata okreslona w podrozdziale 2.4 jako
0~ (x,€) = sup{sup{|x,(t) —x,(s)|: n=1,2,...}: t,s e R, [t —s| < €}.

Oczywiscie na podstawie zalozenia (v) otrzymujemy, ze hm ol(f,e) =

Z ostatniej nierdwnosci otrzymujemy oszacowanie

0™ (Fx,€) < k(ro) 0™ (x,€) + 0L (f, ). (5.7)
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Zauwazmy, ze korzystajac z zatozen (ii), (ix) i (x) oraz zaktadajac dodatkowo, ze s < f,

podobnie jak w (5.3)), otrzymujemy oszacowanie
|(Hpx) () — (Hx) (s)| < Hoxg(e),

gdzie warto$¢ m,(€) byta zdefiniowana wczesniej jako wsp6lny modut ciagtosci ciagu funkeyj-
nego t — g,(t, 7). Przypomnijmy, ze lin%) w,(€) =0.
E—

Analogicznie jak w (5.7)), na podstawie powyzszego oszacowania dostajemy nastgpujace
o~ (Hx,€e) < Hay(€). (5.8)

Ustalmy teraz dowolna funkcje x € X oraz t,s € R. Wowczas, korzystajac z postaci ope-

ratora Q zdefiniowanego na poczatku dowodu i ktadac a(t) = (a,(¢)), dostajemy nieréwnos¢

[1(0x) (1) = (@x) ($)[1. < [la(r) = als)[|i.. + [[(Hx) ()]0 [ (Fx) () = (Fx) ()]
+{[(Fx) ()] | (Hx) (1) — (Hx) (5) .-
Ustalmy dalej € > 0 oraz zatézmy, ze |[f — s| < €. Wtedy, na podstawie powyzszej nieréwnosci
oraz (5.4), (5.7), (5.2), (5.8), otrzymujemy

0~ (0x,€) < 0™ (a,€) + G1hlk(ro) 0™ (x, &) + 0L (f, )] + dHa, (€).

Przechodzac w powyzszej nieréwnosci z € — 0 i biorac pod uwage omoéwione wyzej wtasnosci

funkcji € — wl(f,€), € — w,(€), zalozenie (i) oraz wzér (2.25), otrzymujemy
o’ (0X) < Grhk(ro) oy (X). (5.9)

Rozwazymy teraz kolejny sktadnik miary niezwartosci u, czyli funkcje 12, zdefiniowana
wzorem (2.26). W tym celu ustalmy dowolny niepusty zbiér X C B,, oraz wezmy dowolne

funkcje x = x(t), y = y(r) € X. Wtedy, dla ustalonych liczb t € R oraz n € N, dostajemy

(@) (1) = (Qny) (1)] < [(Fx) (1) (Hyx) (1) — (Fy) (1) (Hay) (1))

< | (Hwx) (O] (Fax) (1) = (Eny) (1) + [ (Fay) ()| (Hnx) (2) = (Hay) (2)].

(5.10)

Oszacujemy osobno poszczegdlne sktadniki wystgpujace po prawej stronie nierdwnosci (5.10)).

W zwiazku z tym ustalmy dowolna liczb¢ naturalna n oraz T > 0. Wtedy, dlaz € [0, 7] oraz dla
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k € N, k > n, korzystajac z zalozen (viii) i (iii), dla dowolnych funkcji x,y € X dostajemy
| (Hix) (1) — (Hiy) (¢)]
< /0 |8k (1, D) ||k (T,x1(7),%2(2), ... ) = (T, 31(7), y2(7), ... ) |d T

< m(ro)/om |8x(7,7)| (sup{|xi(7) —yi(7)[ - i > k})dT

<m(ro) [ et )19 sup S suplii(n) —yilo) { v
0 relo,r] | ik

<Glm(ro){ sup {Sup{sup{lxz'(t)—yi(t)lr x=x(t), y=y(t) EX}}}}-

te0,7] | i=k

7 powyzszego oszacowania mamy

t€l0,T] | k=n

sup {Sup{sup{l(HkX) (1) = (H)(@)] - x=x(1), y=y(t) € X}}}

<Glm(ro){ sup {Sup{sup{lxz'(t)—yi(t)li x=x(1), y=y() EX}}}}-

t€[0,7] Lizn

Uwzgledniajac dodatkowo wzoér (2.26]) wnioskujemy, ze spetniona jest nastgpujaca nierdwnosé
I2(HX) < Gym(ro)H,(X). (5.11)

W podobny sposéb jak powyzej, dla ustalonych liczb n € N, € R oraz dla dowolnych funkcji

x=x(t), y=y(t) € X, na podstawie zatozenia (vi), dostajemy

|(Fax) (£) = (Fay) ()| = |fu (8,21 (2),22(2),, ) = fa(8,1(2),32(2), - .|
< k(ro) sup{|xi(r) —yi()] - i = n}.

To za$ prowadzi do nastgpujacej nieréwnosci

P {Sup{sup{!(FiX) (1) = (FEy) ()] x=x(t), y=y(t) € X}}}

t€[0,7] Lizn
< k(ro) { sup {S_up{sup{!xz'(f) —yi()]: x=x(1), y=y(t) € X}}} } -
t€[0,T] \izn

Z powyzszego oszacowania oraz (2.26) dostajemy

T2 (FX) < k(ro) s, (X). (5.12)
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Ostatecznie, taczac oszacowania (5.10), (5.4), (5.12), (5.2) oraz (5.11), mamy
B2(0X) < Gik(ro) I (X) + 9 Grm(ro) L (X)- (5.13)

Pozostat nam do oszacowania ostatni sktadnik miary ug’, czyli funkcja ¢(X) okreslona wzo-
rem (2.27). W tym celu ustalmy dowolny niepusty podzbiér X kuli B,,. Wybierzmy dalej dwie
funkcje x = x(¢), y = y(t) € X, liczbe T > 0 oraz wezmy t > T. Wtedy dla dowolnej liczby
naturalnej n, bazujac na przeksztatceniach wykonanych przed oszacowaniem (5.11)), dostajemy

(E,2)0) -~ (E3) )] < Gumo) { s {suploe) ()1} .
=T Uizn

Powyzsza nier6wnos¢ prowadzi nas do nastgpujace;j

sup sup {supl (H) 1)~ (H) ()] 1= (), y=>( € X }

< Gt;:(ro) {;fp {supbss0 30l x=xt0. y >0 ex |}

Uwzgledniajac dodatkowo wzor (2.27)) okreslajacy wartos¢ ¢(X ), otrzymujemy
c(HX) < Gym(rp)c(X). (5.14)

W dalszym ciagu, postgpujac analogicznie jak wyzej i opierajac si¢ na oszacowaniach po-

przedzajacych (5.12), dostajemy nieréwno$¢
c(FX) < k(ro)c(X). (5.15)

F.aczac oszacowania (5.10), (5.4), (5.13), (5.2) oraz (5.14)), otrzymujemy

c(QX) < Gihk(ro)e(X) + ¢Gim(ro)c(X). (5.16)

Teraz, uwzgledniajac nieréwnosci (3.9), (5.13)) i (5.16) we wzorze (2.28) okreslajacym mia-
r¢ niezwartosci ,uf w przestrzeni BCo, otrzymujemy
12 (0X) < Giik(ro) o (X)
+G1k(ro) 2% (X) + 9 Gim(ro) 2,(X)
+G1lhik(ro)c(X) + ¢ Gim(ro)c(X)

< [Gihk(ro) + 9 Gim(ro)] @ (X) + T2 (X) +c(X)].
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Stad juz tatwo wywnioskowac, ze spelniona jest nastgpujaca nierdwnosé

12 (0X) < [Gihk(ro) + ¢ Gim(ro) g (X).

Z zatozenia (xi) dostajemy, ze G1hk(rp) + ¢Gim(rg) < 1.

Podsumowujac, powyzsza wlasnos¢ wraz z pozostatymi poprzednio udowodnionymi pozwala
nam stwierdzi¢, ze operator Q przeksztalca kulg B,, w siebie, jest ciagly na zbiorze B, oraz
istnieje nieujemna stata k = G1hk(ro) + @ Gym(rg) < 1 taka, ze dla dowolnego niepustego zbioru

X C By, spetniona jest nieréwnos¢

12 (0X) < kud (X),

gdzie u? okresla miarg niezwarto$ci w przestrzeni BC... Zatem na podstawie twierdzenia Darbo
o punkcie stalym (Twierdzenie 4.1) mozemy stwierdziC, ze istnieje przynajmniej jeden element
x € By, bedacy punktem stalym operatora Q w kuli B,,. Oczywiscie funkcja x = x(¢) jest roz-
wigzaniem uktadu (5.1) w przestrzeni BCo.

Ponadto na podstawie Uwagi 4.2 wiemy, ze rozwiazania te naleza do jadra kerug’ miary ,uf..
Fakt ten dzigki znajomosci struktury jadra miary u? opisanej w podrozdziale 2.4 tuz po wzorze
(2.24) implikuje, ze grubos¢ wiazki utworzonej przez wykresy funkcji bedacych rozwiagzaniami

uktadu (5.1)) dazy do zera w nieskoiczonosci. [

Uwzgledniajac powyzsza wlasnoS¢ oraz Definicj¢ 4.5 mozemy podobnie jak w poprzednim

rozdziale sformutowac Twierdzenie 5.2 nastgpujaco

Twierdzenie 5.3 Zatozmy, Ze nieskoriczony uktad kwadratowych rownan catkowych Hammer-
steina (5.1)) spetnia zatozenia (i)-(xi). Wowczas uktad ten ma przynajmniej jedno rozwiqzanie

x = (x,(¢)) w przestrzeni BCw. Ponadto rozwiqzania tego uktadu sq asymptotycznie stabilne.

Podamy teraz przyktad ilustrujacy wyniki przedstawione w tym rozdziale.
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Przyklad 5.4. Rozwazmy nieskorniczony uktad kwadratowych réwnan catkowych Hammersteina

(t) = cos n’t+1
X g
" t+n?

okreslony nastgpujaco

5.17
2x,(1) X2, () /°° 1 arctan(n +x2(7)) G-17)
() +n 22 ()+n)Jo Bnter4T2 y+2n+1?
dlat € Ry oraz n = 1,2,... . Ponadto f i ¥ sa dodatnimi statymi, ktérych wartosci zostana

doktadniej okreslone pdZnie;j.

Zauwazmy, ze podany uktad stanowi szczeg6lny przypadek uktadu (5.1), jezeli przyjmiemy

2
n“t+1
an(t) = cos ( P ) ) (5.18)
2xn xr21+1
tu y yeee) = 5 519
Jaltxi,x,.) x2+n 2x,%+1—|—n ©-19)
1
MO P — 5.20
gn(t,7) Bnti2+12 ( )
arctan(n + x2)

hu(t,x1,x2,...) = (5.21)

y+2n+ 12
dlan=1,2,... orazdlat € Ry.

Zastosujemy Twierdzenie 5.2 aby udowodni¢, ze uktad ma rozwiazanie w przestrze-
ni BC.. W tym celu pokazemy, ze funkcje okre§lone powyzej wzorami (5.18))-(5.21)) spetniaja
kolejno zatozenia (i)-(xi) tego twierdzenia.

Na poczatku rozwazmy funkcje a,(t) okreslone wzorem (5.18). Zauwazmy, ze funkcja
ay(t) spetnia warunek Lipschitza ze stata L = 1 dla n = 1,2,... . Stad mozemy wywniosko-

wac, ze funkcje te sa jednakowo ciagle na zbiorze R . Ponadto
A=sup{la,(t)|: n=1,2,...,t eRy} = 1.

Otrzymujemy zatem, ze spetnione jest zalozenie (i).
Rozwazmy dalej funkcje g, (¢, T) okreslone wzorem (5.20). Zauwazmy, ze sa one ciagte na

zbiorze Ri dlan=1,2,... . Nastgpnie ustalmy dowolne liczby #1,#, € R (bez straty ogélnosci
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zatézmy, ze t; < tp) oraz n € N, T € R;. Wtedy otrzymujemy nastgpujace oszacowanie

8n(t2,7) — ga(11,7) 1 1

2 - 1 - -

s S Bn+t2+12 Bn+t2+13
h+nth

< —t]

(Bn+12+13)(Bn+12+13)

J! n
L | —t +
L ]‘<ﬁn—l—fz+t12 ﬁn+r2+t§>

<ln—n < V/Bn+ 12 N \/ﬁn-i-rz)

2(Bn+72) " 2(Bn+ 1)

1 1
z\tz—tl\ < —=lh—1n| <

1
S VBire VBn g

Mozemy zatem wywnioskowaé, ze funkcje g,(¢,7), n=1,2,... spelniaja zatozenie (ii).
Majac na uwadze, ze funkcje g,(¢,7) (n = 1,2,...) sa ciagte na R% , dla dowolnie ustalonej

liczby n € N otrzymujemy

1 T T

t,T dr:/ ————dt = < .

Powyzsze oszacowanie pozwala nam wywnioskowaé, ze spelnione jest zalozenie (iii) ze stalg

_ T
G, = N/
Ponadto dla dowolnych 7,7 € R oraz n € N spetniona jest nastgpujaca nierownos¢

1 1 1

D = S 5 S B
ktéra dowodzi, ze funkcje g,(z, T) spetniaja zatozenie (iv) ze stata G, = %

Zauwazmy dalej, ze funkcje f,, = f,(¢,x1,x2,...) okreslone wzorem (5.19) odwzorowuja
zbior Ry x R” w R dlan=1,2,... . Poniewaz funkcje te nie zaleza jawnie od zmiennej ¢ mo-
zemy natychmiast stwierdzi¢, ze spelniaja one pierwsza czgs$¢ zalozenia (v).

Zauwazmy takze, ze dla dowolnej liczby naturalnej n oraz dla dowolnego ciagu (x,) € lo

prawdziwa jest nieréwnos¢

2xp xi%—i—l 1 1 3
t,x1,%2,... )| < S23t5=%
[t 31,02, )] < x2+n 2xﬁ+l+n = 2+2 2

Dostajemy zatem, ze spelniona jest druga czgsS¢ zalozenia (v) ze statg ¢ = %

Ustalmy teraz dowolna liczbe r > 0 oraz wybierzmy dwa ciagi x = (x;), y = (i) € l takie,



86

ze ||x||, < ||y]]l. < r. Wtedy na podstawie (5.19), dla dowolnej liczby naturalnej n otrzymu-
jemy

2 2
Xnt1 - Yn+1
2 tn 2yt

Xn  Yn
Xptn o yitn

’fn<t,X1,X2,...)—fn(t,yl,yz,---)| <2

XnYn(Yn — Xn) +1(Xn — Yn) n(xizzﬂ _yiﬂ)

<2

(o3 +n) (v7 +n) (2x2,  +n)(2y2,, +n)
Xn Yn n (xn—H +yn+l
2 ’ + PXn = Ynl + 1= Yntl
[x%-f—n yitn (x,%+n)(y%+n)] o = al (22, +n)(2y2, +n) | i1 = Y|
Xn Vn 1 1
<2 : . D —
lx%—kn yi+n —Hlx,%—kn y%—kn} el

|Xn-t1] [Yn+1]

+n +
(2x5 1 +1) (g +0) (2, +0)(25, +n)

) ’xn—H — Yn+1 |

NS . n . . x J—
G| [ enl e ]
i X0 1] hst A
n n
(222, +n)n  (2y2, +n)n

1 1 1
<2 (E‘f‘;) |xn_yn| +_%|xn+1 _yn+1|
5 1 5
< Elxn—ynlJrE\an —Ynt1| < 2 [ = Y| + [Xng1 = Yn1 ]
< Ssup{|x; —yi| : i > n}.

Powyzsza nieréwnos¢ implikuje, ze spetnione jest zatozenie (vi) z funkcja k(r) = 5.

Rozwazmy teraz ciag funkcyjny (f,), ktéry po uwzglednieniu (5.19) ma postaé

7,1([) = ‘fn(tvoa()?)’ =0.

Stad oczywiscie mozemy wywnioskowad, ze spetnione jest zatozenie (vii) ze stata F = 0.
PrzejdZzmy teraz do zalozenia (viii). Zgodnie z nim ustalmy r > 0 1 wybierzmy dowolne
ciagi x = (x;), y = (yi) € L takie, ze ||x||;, <r, [|y||.. < r. Wtedy dla dowolnej liczby t € R,

oraz n € N, na podstawie wzoru (5.21)) otrzymujemy

5 |arctan(n +x;,) —arctan(n+y; )|

h,(t o) —hp(t ) Em—
| n( y X1 X2, ) ”l( 1 Y1,Y25 )| ;}/+2n+t

1 1
—— % —yp| <
Sy y+2

1 2r
_ < — 20l —ya| < i>n).
X — Y| (|Xn| + [yal]) ) F|xn — ynl y+2sup{|x, yil i = n}
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Z powyzszej nieréwnosci dostajemy, ze funkcje &, (t,x1,x2,...), n=1,2,... spetniajg zatozenie

(viii) z funkcja m(r) = %

Ponadto, mamy

1 T

_arctan(n +x3) o
a y+2n " 2(y+2)

Y+2n+ 12

T
|l (2,x1,x2,...)] <3
dlan € Norazr € R;. Widzimy zatem, ze funkcje h,(t,x;,x2, ... ) spetniaja takze zatozenie (ix)

ze stalg h = %

Nastepnie, ustalajac dowolnie n € N i wykorzystujac wzér (5.21)), dla dowolnej funkcji
x = (xy(1)) € BCw otrzymujemy

o = arctan(n +x2(s))
hn ) ) PR - -
[ e (9)xa(s). i = [ s

T 1 2 1 2

T [ ds T
< = - = = . < .
2/0 y+2n+s2 2 2 J/y+2n 4 y+2n " 4/y+2

12

T

Powyzsze oszacowanie pozwala nam stwierdzi¢, ze spetnione jest zalozenie (x) dla H =

W dalszym ciagu rozwazmy wyznaczone wczeSniej stale

= B = _3
A=1, F=0, Gl_Z\j;B’ h—z(y—jiz)» 0=5

oraz funkcje

k(r)=5, m(r)= }f:Z'

Uwzgledniajac je w pierwszej z nierdwnosci wystepujacych w zatozeniu (xi), otrzymujemy

1+ r 717 r-5<r.
2B 2(y+2) T

Biorac w wyzej otrzymanej nieréwnosci B = 16 i y = 9 przeksztatcamy ja do postaci

5m?
l+—r<r 22
+ 76 r<r. (5.22)

Fatwo sprawdzic, ze liczba r = ry = 3 spetnia nieréwnosé (5.22).
Podobnie jak poprzednio, wykorzystujac odpowiednie state i funkcje oraz przyjmujac wybrane

wczesniej wartoSci B = 161 Y =9, druga nier6wnos¢ z zatozenia (xi) przybiera postaé

—+——-rp <l (5.23)
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Okazuje sig, ze wyznaczona wyzej liczba ro = 3 spetnia takze nieréwnosé (5.23).

Zatem na podstawie Twierdzenia 5.2 otrzymujemy, ze rozwazany przez nas nieskonczony
uktad réwnari catkowych ma przynajmniej jedno rozwiazanie x(z) = (x,(t)), ktére nalezy
do kuli B3 w przestrzeni BC... Ponadto z Twierdzenia 5.3 wnioskujemy, ze rozwiazania tego

uktadu nalezace do kuli B3 sa asymptotycznie stabilne.
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6 Nieskonczony uklad réwnan calkowych modelujacy proces
urodzin i Smierci

Rozdziat ten poswigcimy omdéwieniu konkretnego zagadnienia, ktére jest modelowane nie-
skoniczonym uktadem nieliniowych réwnan catkowych. W odréznieniu od rozwazanych wcze-
S$niej uktadéw bedzie to nieskonczony uktad rownan catkowych typu Volterry. Mianowicie, be-
dziemy rozwazaé proces stochastyczny urodzin i Smierci, w efekcie czego otrzymamy nieskon-
czony uktad réwnan rézniczkowych oraz réwnowazny mu nieskonczony uktad réwnan catko-
wych.

Na poczatku pokrétce przypomnijmy [86]], ze méwiac o procesie stochastycznym mamy
na mysli zmienng losowa X; zmieniajaca si¢ wraz z uptywem czasu ¢. Procesem stochastycz-
nym nazywamy zatem funkcj¢ zmiennej rzeczywistej ¢ (traktowanej jako czas), ktérej wartosci
przy kazdym ustalonym ¢ sa zmiennymi losowymi. Zazwyczaj proces stochastyczny oznacza
si¢ przez {X;, t € I}, I C R i rozumie jako zbiér zmiennych losowych zaleznych od parametru
t. W zwiazku z tym wiasnosci procesu stochastycznego X; sa okreSlone przez taczne rozktady
prawdopodobiefistwa zmiennych losowych X; w danych momentach czasu.

Warto tutaj takze wspomnie¢, ze rozwazany przez nas proces stochastyczny urodzin i Smier-
ci pojawia si¢ migdzy innymi w analizie zjawisk finansowych (np. notowan na gietdzie). Typo-
wym zjawiskiem opisywanym za pomoca procesu urodzin i Smierci jest zjawisko towarzyszace
wybuchowi bomby atomowej. Dokladniej, zasada dziatania bomby atomowej polega na roz-
szczepieniu izotopu uranu 235 lub izotopu plutonu 239. Bombardujac jadro uranu (plutonu)
neutronami doprowadza si¢ do jego rozszczepienia, ktéremu towarzyszy emisja energii i neu-
tronéw. Neutrony te moga uciec z prébki uranu (wtedy nastgpuje zjawisko Smierci neutronéw)
albo moga spowodowac rozszczepienie kolejnych jader (zjawisko urodzin).

OczywiScie mozemy wskaza¢ inne zjawiska, ktére moga by¢ opisane za pomoca procesu
stochastycznego urodzin i §mierci [44} 154]].

Poniewaz proces stochastyczny urodzin i Smierci jest obecnie dobrze znanym i opisanym
procesem stochastycznym, nie bedziemy tutaj przytacza¢ dalszych przyktadéw jego realizacji,
ani analizowac jego przebiegu. Skupimy si¢ przede wszystkim na podstawowych, matematycz-

nych wiasno$ciach procesu urodzin i §mierci.
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W tym celu rozwazmy proces stochastyczny {X;, 0 <t < oo} o ktérym bedziemy zaktadac,
ze modeluje on liczbg zaobserwowanych zdarzen losowych zachodzacych w przedziale czasu
[0,7), gdzie 0 < t < oo (por. [44)}, 54,162} 85, [88]]). Zatem proces {X;, 0 < t < oo} moze przyjmo-
wac tylko wartoSci bedace liczbami catkowitymi nieujemnymi i =0,1,2,... .

Ponadto dla dowolnych chwil czasu 71, t; (f; < t) przyrost wartosci X;, — X;, moze by¢ réwny
0, 1, 2,... . Jezeli potraktujemy zdarzenie jako tzw. sygnal, to taki proces mozemy nazwac pro-

cesem sygnatowym.
Zat6zmy dalej, ze rozwazany przez nas proces {X;, 0 <t < oo} spetnia nastgpujace warunki

L. Proces {X;, 0 <t < o} jest procesem o przyrostach niezaleznych.
Oznacza to, ze ilosci sygnaléw w roztacznych przedziatach czasu [fg,11), [t1,12),-.-[ta—1,In)

sa niezaleznymi zmiennymi losowymi.

II. Proces {X;, 0 <t < oo} jest procesem o przyrostach jednorodnych.
Warunek ten oznacza, ze prawdopodobienstwo pojawienia si¢ okreslonej ilosci sygnatéw w prze-

dzialach czasu o jednakowej dlugosci jest state.

Do dalszych celéw, dla ¢ > 0 oznaczmy:
V,-(t) = P(Xt —Xo = i),

gdzie i = 1,2,... . Wielkos§¢ V;(¢) oznacza prawdopodobienistwo tego, ze w przedziale czasu
o dtugosci ¢ sygnal pojawi sig¢ i razy.

Korzystajac z powyzej przyjetego oznaczenia mozemy zdefiniowac kolejne zatozenie.

III. Spetione sa nastgpujace zaleznosci

1° 1im %0 —
t—0

gdzie A > 0 jest stata.

20 {jm =N i@) _ o
t—0 !
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ZwréEmy uwage na to, ze warunek 1° oznacza, iz prawdopodobienistwo pojawienia si¢ jednego
sygnatu w matym przedziale czasu o dtugosci ¢ jest rtéwne At + o(t). Natomiast warunek 2° mo6-
wi, ze prawdopodobieistwo pojawienia si¢ przynajmniej dwoch sygnaléw w przedziale czasu
o dtugosci ¢ jest rtéwne o(t).

Podsumowujac, warunek I1I orzeka, ze sygnaty pojawiaja si¢ nagle, w matych odcinkach czasu,

ale tylko pojedynczo, natomiast nie pojawiaja si¢ parami, trgjkami itd.

Procesy stochastyczne spetniajace warunki I-III mozemy scharakteryzowaé przy pomocy
ponizszej definicji.
Definicja 6.1. Skokowy proces stochastyczny {X;, 0 <t < oo} o przyrostach niezaleznych i jed-
norodnych, o stanach i =0, 1,2,... bedziemy nazywac jednorodnym procesem Poissona, jezeli

dla dowolnego 7 (0 < ¢ < o) ma miejsce réwnos¢

P(X, _ l) _ (llf) e—lt

dlai=0,1,2,..., gdzie A >0, A = const.

Mamy takze nastepujace twierdzenie (por. [44, 88]]).

Twierdzenie 6.2. Proces stochastyczny {X;, 0 <t < o}, gdzie X; oznacza ilos¢ sygnatow w cza-
sie [0,t) spetniajqcy warunki I-1II oraz rownosé P(Xo = 0) = 1, jest jednorodnym procesem

Poissona.

Zwré¢my uwage na to, ze pojawiajaca si¢ w zatozeniu IlI stata A oznacza tzw. intensywnosé

rozpatrywanego procesu stochastycznego [28]].

Y&l

W dalszym ciagu zal6zmy, ze dtugos¢ "zycia" sygnatu jest zmienng losowa o rozktadzie wy-
ktadniczym. Oznaczmy t¢ zmienng losowa przez T. Wowczas na podstawie wiadomosci doty-
czacych zmiennych losowych o rozktadzie wyktadniczym (por. [44} 88]) wnioskujemy, ze funk-
cja gestosci g(¢) zmiennej losowej 7' ma postaé

0 dla r<0

g(t) =
pe M dla t>0,
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gdzie u > 0 jest pewna stala.
Przyjete tutaj zatozenie o rozkladzie wyktadniczym dlugosci zycia sygnatu okazuje si¢ by¢ do-
brym przyblizeniem w wielu zastosowaniach 1 ma duze znaczenie teoretyczne. Mozna bowiem

pokazad, ze maja miejsce rownosci

. P(T<t+A)T>t) . PE<T<t+A)
lim = lim
At—0 At a—0  At-P(T >1)
. Pe<T<t+A) 1 1
A0 At DD ©.1)
! 8(1)
O prsn " sy M
W celu uzasadnienia powyzszych réwnosci zauwazmy najpierw, ze roOwnos¢
P(T<t+At)T>t) Pr<T<t+A) 1 62)

At P(T >1t) At
jest prosta konsekwencja definicji prawdopodobienistwa warunkowego. Z drugiej strony mamy,

ze

lim = lim —

P<T<t+A) 1 4
At—0 At Altﬁo At /t g(s)ds = g(1). (6.3)

Ostatnia rowno$¢ wynika natomiast z wlasnosci catki oznaczone;j.

Ponadto mamy
t t
P(T>1)=1—P(T <1)= 1—/ g(s)ds = 1—/ 2(s)ds
oo 0
t u ,
=1 —,LL/ e Mds = 1+E [e_“s}o =1l4e M _1=¢H,
0

Stad otrzymujemy
gl) _ pe™

PT>1) en M ©.4)

Teraz, taczac (6.2), oraz dostajemy réwnos¢ (6.1)).

Zatem prawdopodobienstwo tego, ze sygnal wygasnie w przedziale [t,7 + At), jezeli prze-

trwat 7 jednostek czasu, jest dla matych Ar réwne pAz + o(At) i to prawdopodobienstwo nie
zalezy od t, tzn. nie zalezy od tego, jak dlugo w przesztosci trwat sygnat. W tych warunkach pro-
ces pojawiania si¢ 1 zanikania sygnalow jest procesem Markowa. Jezeli zatozymy, ze w chwili
t czynnych jest i sygnatow, to prawdopodobienistwo wygasnigcia jednego sygnatu w przedziale
[t,t 4+ Ar) jest réwne WiAt + o(At), a prawdopodobienstwo tego, ze wygasnie wigcej niz jeden

sygnat jest rzgdu o(Ar).
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Oznaczmy teraz przez Y; ilo$¢ sygnaléw czynnych w chwili # oraz rozwazmy proces stocha-
styczny {Y;, 0 <t < oo}. MOwimy, Ze proces jest w stanie j, jezeli w chwili ¢ trwa j sygnatéw.
Znajdziemy prawdopodobieristwo catkowite c¢;(¢) tego, ze w chwili ¢ proces bedzie w stanie

J, tzn.

dla j=0,1,2,....

Mamy nastgpujace réwnosci

co(t+ A1) = co(2)[1 — LAt 4+ 0(Ar)] 4 ¢1 (1) [uAr + o(At)] + o(At),
cj(t+Ar) =cj(t)[1 — AAt+o0(At)][1 — ujAt +o(Ar)] +cj—1(t) [A AL + 0(Ar)]
+cjp1(t)[u(j+ 1)Ar +o(Ar)] 4 o(Ar)

dlaj=1,2,....

Wyjasnienie pierwszej réwnoSci jest nastepujace:
Sytuacja, w ktorej w chwili # + Az proces jest w stanie 0 ma miejsce wtedy, gdy byt w stanie
0 w chwili ¢ oraz w przedziale czasu [t,7 + Ar) nie pojawil si¢ nowy sygnat badz gdy w chwili
t byt w stanie 1, ale w przedziale [f,7 + Ar) ten sygnat wygast.

Uzasadnienie drugiej z powyzszych rownosci:
Proces w chwili 7 + At jest w stanie j (j > 1), jezeli w chwili ¢ byt w stanie j oraz w przedziale
czasu [t,7 + At) nie pojawit si¢ nowy sygnat i zaden z czynnych sygnatéw nie wygast lub proces
byt w stanie j— 1 w chwili ¢ oraz w przedziale czasu [t,7 4 At) pojawil si¢ nowy sygnat lub proces
w chwili ¢t byl w stanie j+ 1 oraz w przedziale [t,¢ 4+ Ar) wygast jeden z czynnych sygnatéw.

Teraz, przeksztalcajac pierwsza z wyzej otrzymanych réwnosci, dostajemy

co(t+At) =co(t) — Aco(t)At +co(t)o(At) + pey (t) At + ¢1(t)o(At) + o(At).

Stad mamy

D= _ eofe) +eof) S 4 per 1) 4 ea( 2 1 X&)

Przechodzac w powyzszej rownosci z At — 0, otrzymujemy

co(t) = —Aco(t) + pe (t). (6.5)
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Przeksztalcajac w analogiczny sposéb drugg z réwnosci, dostajemy kolejno

i(t+Ar) = {cj(t) — Ac;(r)Ar +cj(t)o(Ar) } [1 — pjAr +o(At)]
+Aci—1(t)Ar+cj_1(t)o(Ar) +pu(j+1)cjp1(t)Ar +cjy1(t)o(At) +o(Ar)
= (1) — A () A+ ;(1)0(Ar) — e (1) At + 1 e (0)(Ar)? — e (1) Aro(Ar)
+cj(t)o(Ar) — Acj(t)Ato(At) +c;(t) (o(At))? + Aej—1 (1) At +cj_1 (t)o(At)
+u(j+1)cjp1(t)Ar+cjv1(t)o(Ar) +o(Ar).
Dalej, mamy

et A1) —ejt) _ —Acj(t) —|—Cj(f)0(A;) — K je(t)

At A
+Hlej(l‘)Al—‘ujCj(l’)0(At)"‘Cj(l‘)%—ACJ'(Z‘)O(AI)‘FC](Z)( (it)) +Acj_1(t)
et XS (4 e () e (0 2 4 20

Teraz, przechodzac w powyzszej rownosci z At — 0, dostajemy

C/j(t) = —AC]'(Z) —ujCj(l‘) +ACJ;1(Z‘)+H(]'+ 1)Cj+1(t).

Otrzymane wyzej rOwnanie rézniczkowe po uporzadkowaniu moze zosta¢ zapisane w nastgpu-
jacej postaci
(1) =Acj1(t) = (A +ju)ci(t) +u(j+ Dej (1), (6.6)
dlaj=1,2,....
Teraz, taczac réwnania (6.5)) i (6.6) widzimy, ze otrzymujemy nastgpujacy nieskoniczony

uktad réwnan rézniczkowych

co(t) = —Aeo(t) + per(r)
i(t) =Acj1(t) = (A +ju)c;(t) + 1n(j+ej (1)
dlaj=1,2,....
Nawiazujac do zazwyczaj uzywanych oznaczen zapiszemy powyzszy nieskonczony uktad

réwnan rézniczkowych uzywajac wskaznika n, n = 1,2,... w miejsce j. Wowczas uklad ten
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wyglada nastgpujaco

(

dlan=2,3,....

Zauwazmy, ze powyzszy nieskoriczony uktad réwnan rézniczkowych zostat otrzymany jako
pewne przyblizenie, tzn. prawe strony tego uktadu sa pewnym przyblizeniem rzeczywistych za-
leznoSci. Przyblizenia te mozemy wyrazi¢ jako nieliniowe zaburzenia bedace funkcjami zmien-
nej ¢ oraz funkcji ¢ (), c2(2),... .

Nawiazujac do powyzszych rozwazan bedziemy dalej rozpatrywac nastgpujacy nieskonczo-

ny uktad réwnan rézniczkowych modelujacy proces urodzin i Smierci:

(6.7)

dlan=2,3,....
Otrzymany tutaj nieskoficzony uktad réwnati rézniczkowych jest semiliniowym uktadem okoto-

przekatniowym o statej szerokosSci p = 3 (por. [12]). Uktad ten moze zostaé zapisany w postaci
c'(t) = Ac(t) + f(t,¢(t)), (6.8)

gdzie c(t) jest wektorem w przestrzeni ciagéw funkcyjnych nastepujacej postaci

c(t) = (ea(1)) = (c1(1), e2(0), )

dlat € [0,7T] (lub dlat € Ry), przy czym T > 0 jest ustalong liczba. Ponadto macierz A jest



96

macierza stalg postaci

—2 m 0 0 0 0
A —(A+p) 2u 0 0 0
0 A —(A+2u) 3u 0 0
0 0 A —(A+3u) 4u 0

Zauwazmy, ze w kazdym wierszu macierzy A (za wyjatkiem wiersza pierwszego) oprocz
elementu na gtéwnej przekatnej znajduja si¢ jeszcze dwa, sposrdd ktérych jeden poprzedza ele-

ment znajdujacy si¢ na tej przekatnej, a drugi nastgpuje po tym elemencie.

Otrzymany nieskoriczony uktad réwnan rézniczkowych (lub réwnowazny mu (6.8)))
mozna rozwaza¢ w ciagowych przestrzeniach Banacha takich jak na przyktad BC([0,T],l).
Oznacza to, ze wowczas szukamy rozwigzania uktadu bedacego ciagiem funkcyjnym

c(t) = (cp(t)) takim, ze dla dowolnie ustalonego ¢ € [0, 7| ciag

(en(1)) = (e1(t),2(1), )

nalezy do przestrzeni /..
Z drugiej strony wspomniana przestrzen BC([0,T],l.) sktada si¢ z funkcji x : [0,T] — I cia-
gtych i ograniczonych na przedziale [0, T].

Zauwazmy, ze w podobny spos6b mozemy zdefiniowad przestrzenie takie jak BC([0,T],¢)
oraz BC([0,T],cp). Zastgpujac przedziat [0, 7] pétosia R otrzymujemy omawiane wczesniej
przestrzenie BC(R, ), BC(R 4, c) oraz BC(R,cp).

Okazuje si¢, ze w opisanej powyzej sytuacji napotykamy powazny problem, poniewaz ope-
rator generowany przez nieskoriczony uktad réwnan rézniczkowych (6.7)) lub (6.8)) okreslony na
ktérejkolwiek z powyzej wymienionych przestrzeni nie jest ograniczony. Jezeli bowiem ozna-
czymy ten operator przez Q i zdefiniujemy na przestrzeni BC([0,7],l), to mozna go zapisa¢

w nastepujacej postaci 15} 166]:

(Qe)(t) = Ac(t) + f(1,¢(t)) = Alea(t) + (fa(t,c1(2), €2(2), - ))-

Niestety, jak si¢ okazuje, ten operator nie jest ograniczony na przestrzeni BC([0,7],l.), wigc
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nie mozemy zastosowaé dobrze znanych wynikéw z teorii rownan rézniczkowych [[18, 40]].

Powyzsze stwierdzenie ilustruja nastgpujace przyklady.

Przyklad 6.3. Rozwazmy przestrzeri Banacha [, oraz ustalmy dowolng funkcje ¢(t) = (c,(2))
nalezaca do przestrzeni BC([0,T],l). To oznacza, ze c(t) € l dla kazdego ¢ € [0, T| oraz funk-
cjat — c(t) jest ciagta na przedziale [0, T|. To implikuje, ze funkcjaz — ||c(2)|| jest ograniczona

na przedziale [0, T], czyli istnieje stata M > 0 taka, ze
llc()|| = sup{lcn(t)]: n=1,2,...} <M
dlatr € [0,T].
Dalej zauwazmy, ze dla dowolnie ustalonego 7 € [0, T] dostajemy
1(Qe)(0)]| = sup{[(Qnc)(1)| : n=1,2,... }.
Z drugiej strony, na podstawie i (6.7)), dla dowolnie ustalonej liczby n = 2,3, ... otrzymu-
jemy
[(Qne) ()] < [Aen1(t) = (A +nit)en(t) + (n+ Dpenrs (0] + | fa(t, c1(1), e2(7), )]
SAlen—1(0)]+ (A +n)cn(t) |+ (n+ Dtlenr ()| + [fa(t,e1(1), 2(0), )] (6.9)
< A+ @A +np)+ (n+ DM +[fa(t,e1(2), 2(), - ).
Dla n = 1 mamy natomiast
(Q16)()] < | = Aer () + pes ()| + | filt,1 (1), e2(0) )
< Aler(@)]+ plea()] + [ f1(z,¢1(2),e2(2), )|
< A+)M+[fi(t,c1(t),e2(0),-.-)]
< QA43u)M + |fi(t,c1(2),ca(t),...)]|

(6.10)

Zatem, z oszacowan (6.9) oraz (6.10) wynika, ze dla dowolnej liczby naturalnej n = 1,2, ...

(@n) ()] < QA+ 2n+ DM + [ fu(t,¢1(2),€2(0), . ).
Powyzsze oszacowanie pokazuje, ze norma ||Qc|| nie musi by¢ ograniczona, poniewaz wielkosé

24 + (2n+ 1) u nie jest ograniczona, gdy n — co.

Przyklad 6.4. Zat6zmy teraz, ze rozwazamy operator Q okreslony na przestrzeni zlozonej z cia-

g6w funkcyjnych ¢(z) = (¢, (t)) takich, ze dla dowolnie ustalonej liczby ¢ € [0, T] ciag (c,(2))
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jest temperowany przez ciag zmierzajacy szybko do zera.

Na przyktad, mozemy wybrac ciag x, = % i rozwazy¢ te ciagi (¢, (¢)), dla ktérych
|en(t)xn <M

dla dowolnego n = 1,2, ... 1 danej dodatniej statej M.
Podobnie jak w poprzednim przyktadzie mozemy pokazaé, ze ciag |(Qyc)(t)] jest takze nieogra-

niczony ze wzgledu na ciag M - n!.

Niestety sytuacja staje si¢ bardziej skomplikowana, gdy rozwazamy nieskoficzony uktad
rownan rézniczkowych na przedziale nieograniczonym, czyli w przypadku, gdy rozwazamy
uktad na przyktad w przestrzeni BC(R, /).

Oczywiscie, zamiast nieskoniczonego uktadu réwnan rézniczkowych lub (6.8) mozemy

rozwazac¢ nieskonczony uktad réwnan catkowych otrzymany z (6.7) badz (6.8) majacy postaé

c(t) :A/Olc(s)ds-i—/olf(s,c(s))ds (6.11)

dlar e R,.

Zwro¢my uwage na to, ze jezeli rozwazany operator generowany przez nieskonczony uktad
réwnan catkowych okazuje si¢ by¢ nieograniczony we wszystkich znanych ciggowych prze-
strzeniach Banacha (lub Frécheta), to wowczas nie mozemy, tak jak w poprzednich rozdzia-
tach pracy zastosowac klasycznych twierdzen o punktach statych takich jak twierdzenie Darbo
[39] lub Schaudera [53], by udowodni istnienie rozwiazan rozwazanego uktadu. To powoduje,

ze otrzymujemy otwarty problem dotyczacy istnienia rozwigzan danego uktadu.

Podsumowujac, otrzymujemy nastgpujacy otwarty problem: ZnaleZ¢ ciqgowq przestrzen Ba-
nacha (lub Frécheta) oraz sformutowac odpowiednie zatoZenia gwarantujqce, ze nieskoriczony
uktad réwnari rézniczkowych (6.8) lub nieskoriczony uktad réwnarni catkowych (6.11]) ma rozwiq-

zanie naleZqce do wspomnianej przestrzeni Banacha (Frécheta).
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