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Recenzja
rozprawy doktorskiej mgr. Mateusza Pirgi
pt. Zbiory niezalezne i dominujgce w grafach zawierajgce zbior lisci

Przedlozona do recenzji rozprawa doktorska mgr. Mateusza Pirgi poswigcona jest
analizie zbioréw niezaleznych i dominujacych w grafach, ze szczegélnym uwzglednie-
niem roli wierzcholkéw bedacych liéémi. Autor koncentruje sie na problematyce zlicza-
nia tych zbioré6w w specyficznych strukturach, takich jak drzewa oraz grafy jedno- i
dwucyklowe. Praca wykazuje powiazania migdzy strukturalnymi wtasciwosciami grafow
a klasycznymi ciggami liczbowymi, w tym liczbami Fibonacciego, Lucasa, Padovana
oraz Perrina. Niezaleznoéé i dominowanie to fundamentalne pojecia teorii graféw. Te-
matyka ta, zainicjowana w latach 60. XX wieku, pozostaje do dzi§ obszarem intensy-
wnych badan. W literaturze zdefiniowano wiele wariantéw tych poje¢ oraz powigzanych
z nimi parametréw. Autor wnosi wklad w ten obszar, rozwazajac szczegdlne rodzaje
zbioréw niezaleznych — w tym niezalezne zbiory (1,2)-dominujace oraz wladciwe zbiory
2-dominujgce — ktére obligatoryjnie zawieraja zbior lisci grafu.

Rozprawa charakteryzuje si¢ przejrzysta i logiczng struktura. Sklada sie z pigciu
rozdzialéw, wykazu oznaczen, podsumowania oraz bibliografii. W rozdziale pierwszym
wprowadzono niezbedne definicje oraz oméwiono wlasnosci znanych ciggéw rekuren-
cyjnych, stanowigcych punkt odniesienia w dalszych czesciach pracy. Rozdzial drugi
nakresla motywacje podjetych badan i cele rozprawy, prezentujac aktualny stan wiedzy
dotyczacy zliczania zbioréw niezaleznych w drzewach oraz grafach o malej liczbie cykli.
Gléwne wyniki naukowe zostaly zawarte w rozdziatach 3, 4 i 5.

Rozdzial trzeci pracy koncentruje si¢ na zbadaniu liczby zbioréw niezaleznych zawieraja-
cych zbiér lidci (parametru oznaczanego jako o1,(G)) w szczegdlnej podklasie (n,n+1)-
graféw. Rozwazane w tym rozdziale grafy posiadaja co najmniej jeden lis¢ i zawieraja
podgraf indukowany w postaci tzw. 6semki Cy; dla k > 3il > 3. Gléwnym celem autora
w tej czedci jest ustalenie najmniejszej i najwickszej wartodci tego parametru w zdefi-
niowanej klasie graféw, a takze scharakteryzowanie graféw ekstremalnych. Wykazano,
7ze najmniejsza mozliwa liczba zbioréw niezaleznych zawierajacych zbidr lisci w badanej
klasie graféw wynosi 1. Ma to miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér wierzchotkow
grafu sklada sie wylacznie ze zbioru liSci i zbioru wierzchotkéw podtrzymujacych, czyli
zachodzi réwnos¢ V(G) = L(G) U S(G).

Nastepnie autor definiuje i udowadnia wlasnosci specjalnych przeksztalcen grafu
G w graf G, ktére zachowuja catkowity liczbe wierzcholkéw, ale sprawiajg, ze liczba
badanych zbioréw niezaleznych nie maleje (01(G) < 01(G")). Zastosowanie sekwencji ta-
kich przeksztalceh pozwala zawezié zbiér poszukiwan do szczegdlnej podrodziny grafow
oznaczanych przez G®" w ktérej musi znajdowaé sie graf o maksymalnej wartosci
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parametru o, (G). Warto jednak sformulowaé zastrzezenie do tresci twierdzen 3.4 i 3.5:
wystepujace w nich okreélenie ,,...gdzie q jest sasiadem x nalezacym do cyklu...” celowe
bytoby zastapié¢ sformutowaniem ,,...gdzie ¢ jest sagsiadem x niebedgcym lisciem”. Taka
redakcja lepiej koresponduje z dowodami tych twierdzen, w ktérych wtasnosé sgsiedztwa,
wierzchotka z z wierzchotkiem cyklu jest bezposrednio wykazywana. Rozdzial konczy
wyznaczenie grafu o maksymalnej wartoéci parametru o7(G) (G4"~*0) oraz podanie
goérnego oszacowania parametru dla klasy (n,n + 1)-graféw posiadajacych co najmniej
jeden lié¢ i zawierajacych podgraf indukowany Cy,; dla k >3 il > 3.

Rozdzial czwarty pracy koncentruje sie na interpretacjach grafowych ciggéw liczbowych
(takich jak liczby Padovana i Perrina) poprzez zliczanie specyficznych rodzajéw zbioréw
niezaleznych w wybranych klasach graféw. Autor bada niezalezne zbiory (1,2)-dominujace
(w skrocie (1,2)-IDS) i zlicza je dla $ciezek oraz cykli. Wykazuje, ze liczba tych zbioréw
jest Scidle zwiazana z odpowiednimi wyrazami ciggdéw Padovana oraz Perrina. Skutkiem
tych rozwazan i zdefiniowania odpowiednich rodzin podzbioréw jest wyprowadzenie
nowych wzoréw dwumianowych dla liczb Padovana i Perrina.

Nastepnie, inspirujac sie znanymi z literatury wielomianami Fibonacciego, autor
definiuje pojecie wielomianu Padovana grafu, wykorzystujac operacje kompozycji dwéch
graféw (G[H]). Sugeruje jednak doprecyzowanie zapisu wzoru Pv(G,z) = o(L?(G[H]),
w ktérym zmienna z odnosi sie do licznosci maksymalnych zbioréw niezaleznych grafu
H. Wyrazniejsze byloby dopisanie indeksu x bezposrednio przy symbolu grafu H.

W kolejnym podrozdziale rozwazane sg maksymalne zbiory k-niezalezne zawierajace
zbior lidci. Liczba maksymalnych zbioréw k-niezaleznych zawierajacych zbior lisci jest
zwigzana z uogdlnionym ciggiem Padovana. Na drodze zlozonych przeksztalcen kombi-
natorycznych autor wyprowadza wzér dwumianowy dla uogélnionych liczb Padovana,
ktére do tej pory znane byly w literaturze wylacznie w postaci rekurencyjnej. W osta-
tniej czeédci rozdziatu autor wprowadza definicje uogdlnionych wielomianéw Padovana.
W tym miejscu, podobnie jak przy definicji wielomianu Padovana grafu, sugeruje dopre-
cyzowanie definicji (dotyczace jawnego wskazania zmiennej z w zapisie). Autor koficzy
rozdzial, podajac dokladne wzory — zaréwno w postaci rekurencyjnej, jak i nowej postaci
dwumianowej — na uogdlniony wielomian Padovana dla Sciezek.

Rozdzial piaty pracy poswiecony jest badaniu specjalnego wariantu zbior6w dominujg-
cych, ktére ze swojej natury musza zawiera¢ zbiér wszystkich liSci grafu. Autor definiuje
wladciwy zbiér 2-dominujacy (w skrocie 2-DS) jako taki zbiér 2-dominujacy, ktory je-
dnoczeénie nie jest zbiorem p-dominujacym dla p > 3. W praktyce oznacza to, ze aby
zbiér byt wtasciwy, w grafie musi istnie¢ co najmniej jeden wierzcholek (nienalezacy do
tego zbioru), ktéry ma w nim doktadnie dwoch sasiadéw (tzw. wierzcholek wlasciwie 2-
dominowany). Autor dowodzi, ze do kazdego wlasciwego zbioru 2-dominujacego w grafie
musi naleze¢ kazdy jego li$¢. Na tej podstawie sformutowano tez nowy parametr: liczbe
wlasciwego 2-dominowania, okreslajaca moc najmniejszego takiego zbioru.

Z uwagi na fakt, ze nie kazdy graf posiada wtasciwy zbiér 2-dominujgcy, autor po-
daje pelne warunki konieczne i wystarczajace na jego istnienie. Udowodniono, ze spdjny
graf (o co najmniej 3 wierzchotkach) ma wtasciwy zbiér 2-dominujgcy wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje w nim wierzcholek o stopniu co najmniej 2, ktéry sagsiaduje z co
najwyzej dwoma li$émi. Ponadto zbadano relacje pomiedzy nowa liczbg wlasciwego
2-dominowania a standardowymi liczbami 2-dominowania i 3-dominowania. Gléwnym
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wynikiem jest wykazanie przez autora, ze dla sp6jnego grafu, ktéry posiada wlasciwy
zbiér 2-dominujacy, liczba wlasciwego 2-dominowania jest réwna klasycznej liczbie 2-
dominowania albo jest od niej dokladnie o 1 wieksza. Autor szczegdtowo bada tez ten
problem w odniesieniu do drzew, wykazujac zwiazek miedzy parametrami wlasciwego
2-dominowania a istnieniem w drzewie niezaleznych zbioréw 2-dominujacych.

Rozprawa zawiera wiele oryginalnych i interesujacych wynikéw. Stanowi istotny wkiad
w rozwdj teorii graféw, zaréwno poprzez kontynuacje badan nad istniejgcymi juz pro-
blemami, takimi jak zliczanie zbioréw niezaleznych grafu, jak i poprzez wprowadzenie
nowych, oryginalnych probleméw. Zliczanie specyficznych zbioréw niezaleznych pozwo-
lito odkrywaé nowe formuly i wtasciwosci dla znanych w matematyce ciggdéw liczbowych.

Za najciekawsze wyniki uwazam: wyznaczenie gérnego oszacowania parametru or,(G)
w podklasie (n, n+1)-graféw wraz z wyznaczeniem graféw ekstremalnych, peing charak-
teryzacje graféw posiadajacych wladciwe zbiory 2-dominujace oraz okreslenie zaleznosci
miedzy liczbg wlasciwego 2-dominowania a klasyczng liczbg 2-dominowania. W rozprawie
autor nie stosuje zaawansowanych metod dowodowych, lecz korzysta z podejscia opartego
na standardowych metodach. Nie sg to dowody trywialne, wymagaly pomyslowosci i
biegtoéci w przeksztalceniach kombinatorycznych oraz znajomoéci tozsamosci Fibona-
cciego.

Praca jest napisana bardzo starannie, w dobrym stylu jezykowym, z odpowiednig
liczbg ilustracji i przykladéw ulatwiajacych lekture. Bibliografia (76 pozycji) jest ade-
kwatna i $wiadczy o dobrym rozeznaniu autora w literaturze. Wiekszo$¢ wynikéw rozpra-
wy zostala opublikowana w recenzowanych czasopismach o zasiegu miedzynarodowym,
takich jak Symmetry, Opuscula Mathematica czy Proceedings of the Romanian Academy.

Podsumowujac, stwierdzam, ze rozprawa mgr. Mateusza Pirgi stanowi szereg nowych
i warto$ciowych rezultatéw, a jej autor wykazal si¢ dobrym opanowaniem warsztatu
badawczego. Uwazam, ze przedlozona praca spelnia wszystkie wymogi ustawowe sta-
wiane rozprawom doktorskim i wnosze o dopuszczenie mgr. Mateusza Pirgi do dalszych
etapéw przewodu doktorskiego.
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