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Streszczenie

Praca obejmuje rozwazania teoretyczne, numeryczne oraz badania eksperymentalne
dotyczace optymalizacji ksztaltu aktuatora piezoelektrycznego (PZT) w aktywnej
redukcji drgan struktur dwuwymiarowych. Celem pracy byto znalezienie ksztattu
asymetrycznego PZT (a-PZT), ktéry najefektywniej zredukuje drgania ptyty tréjkatne;.
Zanim jednak rozwazono przypadek zagadnienia dwuwymiarowego, rozwigzano ten
problem dla zagadnienia jednowymiarowego tj. dla belek. Tym samym jasno przedsta-
wiono ide¢ a-PZT i réwnoczes$nie rozwigzano nowy problem dla belki. Zaréwno dla
belki jak i dla plyty tréjkatnej znaleziono tez optymalne potozenie a-PZT na strukturze.
Kryterium optymalizacyjnym byto uzyskanie najwickszej efektywnosci redukcji drgan
przy tej samej energii dotozonej do uktadu struktura-PZT. Zdefiniowane funkcje celu,
zarowno dla belki, jak i ptyty, wynikaly z analitycznych rozwazan, zweryfikowanych
obliczeniami numerycznymi. W przypadku ptyty tréjkatnej wykonano tez badania
eksperymentalne, ktére ostatecznie zweryfikowaly zastosowane podejscie. We wszyst-
kich badaniach dla ptyty tréjkatnej, efektywnosé¢ redukeji drgan ptyty trojkatnej przez
a-PZ'T odniesiono do efektywnosci standardowych PZT, a mianowicie kotowego PZT
(c-PZT) i kwadratowego PZT (s-PZT).






Abstract

The work includes theoretical, numerical considerations and experimental studies
on the optimisation of the piezoelectric actuator (PZT) shape in the active vibration
reduction of two-dimensional structures. The aim of the work was to find an asymmetric
PZT shape (a-PZT) that would most effectively reduce vibration of a triangular plate.
However, before considering a case of two-dimensional problem, this problem was
solved for a one-dimensional problem, i.e. for beams. In this way the idea of a-PZT was
clarified and at the same time a new problem was solved for beam. For both the beam
and the triangular plate, optimal position of the a-PZT on the structure was also found.
The optimisation criterion was to obtain the highest vibration reduction efficiency
for the same energy input to the structure-PZT system. Defined objective functions,
both for the beam and the plate, resulted from analytical considerations verified by
numerical calculations. In the case of the triangular plate, experimental studies were
also carried out to verify the approach used. In all studies for the triangular plate, the
vibration reduction efficiency of the triangular plate by a-PZT was compared with that
of standard PZTs, namely circular PZT (¢-PZT) and square PZT (s-PZT).
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Rozdziat 1

Wstep

1.1. Wprowadzenie

Niepozadane drgania mechaniczne sg czestym zjawiskiem w konstrukcjach, budow-
lach i pojazdach. Niejednokrotnie stanowig zagrozenie dla ich integralnosci, funkcjo-
nalnosci, a w konsekwencji dla bezpieczenstwa czlowieka. Potencjalne Zrédta drgan
w obiektach moga mie¢ takze wptyw na wyniki precyzyjnych mechanizméw lub proces
zbierania danych. Do zrédet wibracji pochodzenia naturalnego naleza m. in. trzesienia
ziemi. Zjawiska sejsmiczne wywohujg zaréwno impulsowe, jak i cykliczne zaburzenia
o relatywnie niebezpiecznej mocy. Kolejnym rodzajem zrédet wibracji w przyrodzie
sg ptywy morskie, ktore moga wywotaé niepozadane skutki w zaleznosci od wielkosci
fal. Powszechnym problemem jest takze ruch pojazdéw w poblizu budynkow. Kazdy
pojazd, wtaczajac statki powietrzne, jest generatorem czestotliwosci, ktore moga wy-
wotaé¢ rezonanse w konstrukcjach badz urzadzeniach, prowadzac do niepozadanych
wibracji lub hatasu. Wiatr roéwniez petni role zrédta drgan wywotujac np. kotysanie
budynku i moze mie¢ wptyw nie tylko na konstrukcje, ale takze np. na wyniki badan
laboratoryjnych prowadzonych w takim obiekcie [68], [69], [74].

W celu ograniczenia negatywnych skutkéw wibracji stosuje sie redukcje drgan.
Rozréznia sie trzy gtéwne grupy metod redukeji drgan: pasywne, semi-aktywne oraz
aktywne. Te pierwsze dotycza systemow, w ktérych nie stosuje si¢ elementow wy-
konawczych wymagajacych zewnetrznego zrédta zasilania. Do kategorii urzadzen
pasywnych mozna zaliczyé np. eliminatory drgai (dynamiczny eliminator drgan, elimi-
nator Frahma) i ttumiki. W tego typu urzadzeniach wykrywanie drgan jest niejawne,
a sterowanie odbywa sie za pomoca sity generowanej przez urzadzenie w wyniku jego
reakcji na pojawienie sie wibracji. Dynamiczny eliminator drgan jest mechanizmem

typu masa-sprezyna, cechuje sie bardzo matym ttumieniem. Jego dziatanie polega
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na tym, ze taki mechanizm moze pochtania¢ drgania poprzez absorbowanie energii
z uktadu pierwotnego. Energia przekazana do eliminatora bedzie magazynowana (w po-
staci energii kinetycznej masy i energii potencjalnej sprezyny) i powoli rozpraszana
na skutek jego wtasnego ttumienia. Odbywa sie to poprzez dostrojenie eliminatora
do czestotliwosci drgan uktadu pierwotnego. Jezeli uktad pierwotny zaczyna drgac
z dang czestotliwoscia, w eliminatorze rowniez powstaje sita oscylacyjna o tej samej,
dobranej czestotliwosci. Sita w eliminatorze przeciwdziata sile harmonicznej uktadu
pierwotnego. Teoretycznie mozna catkowicie wyeliminowaé¢ drgania uktadu. Gtéwnym
ograniczeniem niettumionego dynamicznego eliminatora drgan jest to, ze moze dziatacé
efektywnie jedynie w bardzo waskim pasmie czestotliwosci obejmujacym jedna cze-
stotliwos¢ rezonansowa — dla najlepszego efektu czestotliwo$é eliminatora musi by¢
dostrojona do czestotliwoéci uktadu pierwotnego. Dodatkowo, energia drgan uktadu
pierwotnego jest rozpraszana posrednio, a nie bezposrednio — najpierw jest pozyskiwana
i magazynowana w postaci energii kinetycznej i/lub potencjalnej, natomiast w dalszym
etapie jest rozpraszana. Oprécz niettumionego dynamicznego eliminatora drgan, wy-
stepuje réwniez wersja z ttumieniem — ttumik jest dodany pomiedzy masg eliminatora,
a masa uktadu pierwotnego w celu ograniczenia amplitudy drgan dla czestotliwosci
rezonansowej [19], [61], [68].

Inng grupa urzadzen stosowanych w pasywnej redukeji drgan sa ttumiki — stosowane
gtownie wtedy, gdy wymagane jest ograniczenie skutkow wibracji w szerokim pasmie
czestotliwosci. Thumik to urzadzenie czysto rozpraszajace, ktére bezposrednio rozpra-
sza energie przekazang z uktadu pierwotnego. Thumiki drgan cechuja si¢ szerszym
zakresem czestotliwosci, w ktorych dzialajg, natomiast wadg jest mniejsza trwatosé
w poréwnaniu do dynamicznych eliminatorow. Mniejsza trwatos¢ wynika z faktu,
iz bezposrednie rozpraszanie energii drgan skutkuje wytwarzaniem ciepta, a zatem
wigze sie to z problemami termicznymi i zuzyciem podzespotéw ttumika. Prewencyjnie
stosuje sie zatem rézne metody chtodzenia ttumikéw np. chtodzenie wentylatorem,
zastosowanie chtodziwa lub materialéw przewodzacych ciepto. Zastosowanie ttumika
w niettumionym eliminatorze drgan jest powszechng praktyka w celu ograniczenia
szcezytu rezonansowego, jednakze sam fakt uzycia thumika sprawia, ze catkowita reduk-
cja drgan ukladu pierwotnego jest niemozliwa. W zamian za$ otrzymuje sie szersze
pasmo czestotliwosci, w ktérych dziata uktad [19], [61], [69].

Pasywna redukcja drgan nalezy do metod niezawodnych, ekonomicznych i stabil-
nych, ale posiada takze liczne ograniczenia. Gtéwnym ograniczeniem jest to, ze sita
sterujaca generowana przez uktad pasywny zalezy wprost od dynamiki uktadu pier-

wotnego. Urzadzenie pasywne (posiadajace konkretna mase, wspétezynnik ttumienia,
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sztywno$¢ itp.) jest skuteczne w redukeji tylko takich czestotliwosei, do ktérych zostato
zaprojektowane. Nie ma mozliwosci regulacji sit, ktore dziataja na uktad pierwotny.
Sity te w sposob naturalny sg generowane w czasie rzeczywistym poprzez wibracje
uktadu pierwotnego. Uktady pasywne sa pozbawione zewnetrznego zrodta zasilania
zatem wielko$¢ sil sterujacych takze nie podlega jakiejkolwiek regulacji. Charakte-
rystyka uktadu pasywnego jest stala, niezmienna, wiec niemozliwa jest ingerencja
w pasmo czestotliwosci dziatania. Dodatkowo, nalezy wspomnieé¢, ze istniejg obszary,
w ktorych zastosowanie metod pasywnych jest catkowicie niemozliwe. Jednym z takich
obszarow jest przestrzen kosmiczna, w ktérej sztandarowymi przypadkami dla tematu
redukeji drgan sg satelity, konstrukcje statkéw kosmicznych lub Miedzynarodowa Stacja
Kosmiczna [17], [83]. Tego typu konstrukcje posiadaja stabe thumienie wewnetrzne.
Aby pasywnie zniwelowa¢ drgania, nalezaloby zastosowaé urzadzenia o ogromnej masie.
Dodatkowo, nie wystepuja inne formy ttumienia z uwagi na brak powietrza. Skutkuje to
bardzo dhugim czasem zanikania drgan ttumionych, co moze prowadzi¢ do zniszczenia
zmeczeniowego, niestabilnosci lub innych, wtérnych probleméw z konstrukeja. Nie-
mniej jednak, metody pasywne nadal posiadaja potencjat rozwojowy i z powodzeniem
moga by¢ stosowane do redukcji drgan np. ptyt [90]. Wady metod pasywnych mozna
zniwelowaé stosujac aktywne lub semi-aktywne metody redukeji drgan [5], [19], [34],
[85].

W ostatnich latach nasila si¢ trend stosowania semi-aktywnych metod redukcji
drgan i hatasu [70], [88], [89]. Urzadzenie semi-aktywne z definicji jest elementem
pasywnym, ktérego wladciwosdcei (np. ttumienie, sztywnosé) mozna regulowaé w czasie
rzeczywistym przy niewielkim poborze mocy [54]. Tego typu urzadzenia zastosowane
w uktadach redukcji drgan zapewniaja stabilno$¢ procesu ograniczenia wibracji oraz
z reguly sa mniej podatne na awarie zasilania. Do grupy uktadéw semi-aktywnych
mozna zaliczy¢ adaptacyjny rezonator Helmholtza i piezoelektryczne ttumienie bocz-
nikowe. Adaptacyjny rezonator Helmholtza jest w zasadzie urzadzeniem pasywnym,
ktorego parametry, takie jak czestotliwosé whasna i wspotezynnik ttumienia, mozna do-
pasowaé w czasie rzeczywistym. Sposobami umozliwiajacymi dostrajanie czestotliwosci
rezonatora Helmholtza jest np. regulacja objetosci wneki, regulacja dtugosci lub otworu
szyjki rezonatora, regulacja impedancji rezonatora przy uzyciu gtosnika i mikrofonu.
Czestotliwos¢ drgan wlasnych rezonatora mozna zmienia¢ niezaleznie od wspétezynnika
ttumienia. Z kolei uktad z bocznikowym ttumieniem piezoelektrycznym polega na
dodaniu réwnolegle do aktuatora piezoelektrycznego obwodu szeregowo potaczonego
rezystora i cewki. Taki uklad jest w stanie znacznie zmniejszy¢ amplitude jednej

postaci drgan wtasnych. Ta technika nie wymaga czujnika zewnetrznego, dzieki czemu
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do uktadu nie jest dodawana zadna energia z zewnatrz. Parametry rezystora i cewki
muszg by¢ Scisle okreslone — podobnie jak w przypadku mechanicznego eliminatora
drgan. Uktadem semi-aktywnym jest kazdy uklad pasywny, ktorego parametry sa
konfigurowalne, a w konsekwencji poérednio wptynac¢ na zmiane np. pasma czestotli-
wosci oddziatywania uktadu. Nowe urzadzenie semi-aktywne o regulowanym momencie
bezwladnosci zostalo zaproponowane w pracach [88], [89]. Element semi-aktywny
zawiera silnik, ktéry porusza masa na gwintowanym precie, caly mechanizm jest przy-
mocowany do struktury drgajacej przy pomocy magnesu. Dodatkowa masa wplywa na
zmiane wtasciwosci mechanicznych struktury, a jej potozenie pozwala na dostosowanie
charakterystyki czestotliwosciowej tak, aby zredukowaé¢ drgania lub ograniczy¢ hatas
[54].

W przypadku metod aktywnych drgania sa redukowane za pomocg aktuatoréw, ktore
wymagajg zewnetrznego zrodia zasilania. Reakcje uktadu podlegajacego redukceji drgan
sg bezposrednio wykrywane przy pomocy czujnikéw. Na tej podstawie, system aktywnej
redukcji zapewnia takie akcje sterujace, w pozadanych lokalizacjach uktadu pierwotnego,
ktore skutecznie zmniejsza wibracje. Strukture, ktéra zawiera w sobie zintegrowane
czujniki oraz aktuatory, mozna nazwac¢ strukturg inteligentng, Rys. 1.1. Aktywna
redukcja drgan zawiera w sobie systemy wibroizolacji, ktére w sposoéb dynamiczny
reaguja na nadchodzace drgania. Oznacza to, ze odczytuja parametry drgan i reaguja
na nie, w odréznieniu od pasywnych metod, ktorych pasmo dziatania jest naturalnie
narzucone przez dynamike i nie ma mozliwosci dostosowania sit oddziatujacych w czasie
rzeczywistym. Istnieja dwa gléwne typy systemoéw sterowania w aktywnej redukcji
drgan: uklad ze sprzezeniem w przéd (ang. feedforward) oraz uklad sprzezenia
zwrotnego (ang. feedback). Ten pierwszy jest gtéwnie stosowany do kompensacji
regularnych, okresowych wibracji, natomiast uktad sprzezenia zwrotnego w sposéb
ciagly wykrywa i reaguje na nadchodzace drgania. Typowy uklad sterowania ze
sprzezeniem zwrotnym zawiera w sobie mechanizm czujnikowy, ktéry na biezaco
odczytuje wibracje oraz aktuator, ktory reaguje na te wibracje poprzez dostrajanie
parametréw redukeji drgan w celu zmniejszenia nadchodzacych wibracji lub tworzac
sygnatl, ktéry je catkowicie znosi [65], Rys. 1.2.

Oprocz czujnikéw i aktuatorow, w takim systemie znajduje sie¢ uktad elektroniki
sterujacej. W sktad uktadu elektronicznego wchodzi m.in. sprzet do kondycjonowa-
nia i modyfikacji sygnalu (np. wzmacniacze, filtry, przetworniki analogowo-cyfrowe
i cyfrowo-analogowe). Jako czujniki drgaii powszechnie stosowane sa akcelerometry

piezoelektryczne (w postaci PZT lub piezoelektrycznej folii polimerowej PVDF), ktére
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przetwarzaja energie drgan kinetycznych na sygnaty elektryczne przekazywane do

elektroniki sterujace;j.

r———— 1
| |
| czujniki | struktura aktuator |
] y
, A
P7ZT SMA
PVDF ,  Uklad PZT
czujniki sterowania magnetostrykcyjne
dwiatlowodowe elektrodynamiczne

Rys. 1.1 Schemat inteligentnej struktury [65].

Czujniki moga takze znajdowaé si¢ poza inteligentna struktura, moga to by¢
np. czujniki optoelektroniczne. Nastepnie uklad elektroniczny przetwarza sygnaty
z czujnikéw 1 wysyta sygnal sterujacy na elementy wykonawcze. Role aktuatoréw moga
pemlié¢ np. aktuatory magnetostrykcyjne, elektrodynamiczne, stopy z pamiecia ksztattu
(SMA, ang. shape-memory alloy). Przetworniki piezoelektryczne takze moga petié role
elementow wykonawczych. Celem uktadu aktywnej redukcji drgan jest podanie takiego
sygnatu sterujacego, ktory wygeneruje drgania odwrotne do drgan uktadu pierwotnego.
Skutkiem tego jest czesciowa, a w najlepszym przypadku catkowita redukcja drgan
[19], [34], [65], [28].

zaklécenie zaklécenie
wartosc l
Czujnik zadana , wyjscie

) Regulator System
wartodé ! -
zadana wyjscie
— > Regulator System —
Czujnik

Rys. 1.2 Schemat uktadu ze sprzezeniem w przod (po lewej) oraz schemat uktadu ze
sprzezeniem zwrotnym (po prawej) [28].

A

Metody aktywne znajduja szerokie zastosowanie w redukcji drgan i hatasu o ni-

skiej czestotliwosci. Wynika to z faktu, iz systemy aktywne zastosowane do wyzszych
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czestotliwosei generuja szereg probleméw technicznych zwiazanych z elektronika (po-
trzeba wyzszej czestotliwosci prébkowania), ale réwniez wykazuja mniejsza skutecznosé.
Takze pod wzgledem ekonomicznym metody pasywne okazujg sie bardziej optacalne
dla wyzszych czestotliwosci. Sposrod zastosowan aktywnych metod, procz wspomnia-
nych wezesniej konstrukeji statkow kosmicznych oraz satelitéw, nalezy wymieni¢ np.
ograniczenie kotysania wiezowcow poprzez zastosowanie regulowanej masy na dachu
niwelujacej sity pochodzace od wiatru, redukcje drgan wewnatrz pojazdow samochodo-
wych poprzez realizacje aktywnego lub semi-aktywnego uktadu zawieszenia. Innym
obszarem zastosowania metod aktywnych sa: aktywne stuchawki, redukcja hatasu
wentylatoréw w komputerach, redukcja drgan ramienia gtowicy zapisujaco-odczytujace;j
w dyskach twardych [7], aktywna wibroizolacja wirnika w $miglowcu. Wiele innych
zastosowan znajduje sie w literaturze [19], [28], [34].

Kazda z grup metod: pasywne, semi-aktywne i aktywne posiadaja cechy, ktére
jednoznacznie wskazujg zastosowanie danej grupy przy konkretnych wtasciwosciach
systemu pierwotnego. Metody pasywne pod wieloma aspektami sa lepszym wyborem
dla wyzszych czestotliwodci, zas metody aktywne sprawdzaja sie dla nizszych czestotli-
wosci. Aby zaprojektowaé skuteczny system wibroizolacji, nalezatoby potaczy¢ zalety
metod aktywnych i pasywnych w obrebie jednego systemu. Zatem kompletny system
redukeji drgan i hatasu powinien sktadac sie z uktadu aktywnego dla redukcji niskich

czestotliwoscei 1 uktadu pasywnego dla kontroli wyzszych czestotliwosci.

1.2. Przeglad literatury

Aktywna redukcja drgan i hatasu jest tematem wielu prac naukowych. W ostatnich
20 latach wida¢ wyrazny trend wzrostowy, zaréwno w liczbie opublikowanych prac,
jak i w liczbie cytowan, Rys. 1.3-1.4. Podobienstwo wykreséw liczby opublikowanych
prac dla frazy ,active vibration control” i ,active noise control” swiadczy o tym,
ze te dwa zagadnienia sg sobie bardzo bliskie. Redukcja hatasu jest czesto Scisle
zwigzana z koniecznoscig redukcji drgan danej struktury. I odwrotnie — hatas moze
powodowaé drgania ustroju mechanicznego, ktéry jest przedmiotem aktywnej redukeji
drgan. Naturalnym jest zatem to, ze te dwa obszary nauki wykazujg podobne cechy

w kontekscie czysto statystycznym.
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Rys. 1.3 Liczba publikacji naukowych zwigzanych z frazg ,active vibration control”
oraz ,active noise control” na przestrzeni lat (z wykorzystaniem aplikacji Dimensions).
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Rys. 1.4 Liczba cytowan zwiazanych z fraza ,active vibration control” oraz ,active
noise control” na przestrzeni lat (z wykorzystaniem aplikacji Dimensions).

Colin Hansen i wspotautorzy w swojej ksiazce ”Active Control of Noise and Vibra-
tion” zwracaja uwage na wazng ceche skutecznego systemu aktywnej redukcji drgan.
Skutecznosc¢ takiego systemu zalezy od projektu @ harmonii dziatania pomiedzy dwoma
gtownymi podsystemami: systemem. ,fizycznym” i elektronicznym systemem sterowania.
Do systemu fizycznego Autorzy zaliczaja wszystkie niezbedne przetworniki, a wiec:
czujniki drgan, czujniki btedu, aktuatory itp. System ten stanowi interfejs dla systemu
elektronicznego, w ktorego sktad mozna zaliczy¢ algorytm sterowania, przetwarzanie
sygnahi, wzmacniacze i inne podzespoty w torze kontrolnym. W skutecznym systemie

aktywnej redukcji drgan powinna by¢ harmonia pomiedzy tymi dwoma podsystemami.
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Przy nieodpowiednio umiejscowionych czujnikach i/lub aktuatorach nawet najlepszy
algorytm sterowania nie zapewni efektywnej redukcji drgan lub hatasu. Podobnie przy
zadbaniu o warstwe fizyczna ukladu (optymalne rozmieszczenie aktuatoréw, czujnikéw)
— jesli zabraknie skutecznie dziatajacego uktadu sterowania, caty proces redukcji drgan
bedzie nieefektywny. Zatem zasadnym jest dazenie do tego, zeby kazdy z podsystemow
(fizyczny i elektroniczny) dziatal z jak najwieksza efektywnoscia [34].

Wplyw na caltkowity efektywnosé procesu aktywnej redukeji drgan majg obydwa
podsystemy: fizyczny i elektroniczny. Idac szczebel nizej — podsystem fizyczny zawiera
w sobie ogniwa, ktérych efektywnosé sktada sie na efektywnoéé catego podsystemu.
Zatem maksymalizujac efektywnos$¢ poszczegdlnych elementéw podsystemu fizycznego,
mozna uzyska¢ maksymalna efektywnos$é catej gatezi fizycznej. Jednym z elemen-
tow podsystemu fizycznego jest aktuator. Jako jedno z ogniw ukladu aktywnej
redukcji drgan wplywa na caltkowity przebieg procesu redukcji poprzez
swoje parametry fizyczne i geometryczne, a takze umiejscowienie w obsza-
rze ukladu bedacego przedmiotem redukcji drgan. W metodach aktywnych
powszechnie stosuje sie ceramiczne elementy piezoelektryczne (PZT), zaréwno jako
czujniki oraz aktuatory [57]. Przetworniki tego typu da sie w prosty sposéb zamonto-
wac na strukturze poprzez trwate zamocowanie np. przy pomocy kleju epoksydowego
dwusktadnikowego. Podejscie do optymalizacji parametréw geometryczno-fizycznych
aktuatora piezoelektrycznego rézni sie w zaleznosci od struktury, do ktérej ma by¢
przyklejony. W publikacjach naukowych traktujacych o optymalizacji rozmieszczenia
i parametréow PZT mozna wyszczegdlni¢ dwa podejscia do tego tematu: podejscie
przyblizone i $ciste (analityczne). Wéréd podejsé przyblizonych duza liczbe stanowia
rozwigzania wykorzystujace algorytmy genetyczne lub sztuczng inteligencje. Metody
analityczne zostaly wykorzystane m.in. w pracy [4] do znalezienia optymalnego miejsca
przyklejenia aktuatora PZT na belce z uwzglednieniem réznych warunkéw brzegowych;
badacze znalezli takze dtugo$é PZT zapewniajaca najwicksza efektywnosé redukeji
drgan. Przeglad modelowania matematycznego aktywnie sterowanych inteligentnych
struktur piezoelektrycznych zostal zaprezentowany w [33]. Publikacja przegladowa
bioraca pod uwage algorytmy sterowania i ich wpltyw na przebieg aktywnej redukcji
drgan jest [2]. Przedstawiono tam przeglad aktywnego ttumienia drgan i hatasu kon-
strukcji ptytowych za pomocag PZT. Zaprezentowano metody numeryczne i narzedzia
eksperymentalne umozliwiajace badanie réznych aspektéw architektury sterownika,
tj. roznorodnoéci uktadow sterowania w aktywnym sterowaniu drganiami i ich wplywu
na konfiguracje aktuatora. Problem znalezienia optymalnego rozmieszczenia PZT

zostal takze rozwiazany w pracach [8], [10], [14]. Wykazano, ze lokalizacja zapewnia-
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jaca najwieksza efektywnos¢ wystepuje w podobszarach o najwiekszych krzywiznach
i lokalizacje te nazwano optymalng. Z cytowanych prac wynikato, ze $rodek PZT
powinien pokrywaé sie z punktem, w ktérym krzywizna belki osigga absolutne eks-
tremum. Kryterium to nazwano kryterium maksymalnej krzywizny. Optymalne
rozmieszczenie PZT zostalo opracowane na bazie przestanek heurystycznych i potwier-
dzone teoretycznie. Istnieja takze prace, ktére numerycznie potwierdzaja zwiazek
pomiedzy maksymalng krzywizna lub maksymalnym momentem gnacym belki, a opty-
malng lokalizacja PZT. W pracy [3] wykazano, ze aktuatory PZT przyklejone parami
na belce w podobszarach o maksymalnym momencie skrecajacym, skutecznie redu-
kuja drgania skretne belki. W [25] rozpatrywano potozenie PZT w trzech réznych
miejscach na dlugosci belki wspornikowej. Najlepszy wynik aktywnej redukeji drgan
osiggnieto, gdy aktuator znajdowal sie najblizej utwierdzonego brzegu, czyli w miej-
scu, w ktérym krzywizna belki osigga maksymalng warto$é¢ dla zadanych warunkow
brzegowych. Optymalizacja potozenia PZT w $wietle parametréw sterowania LQR
zostala zaprezentowana w [1], w tej pracy takze badano belke wspornikowa. Otrzymane
potozenie aktuatora potwierdza kryterium maksymalnej krzywizny, poniewaz wyka-
zano, ze aktywna redukcja drgan jest najefektywniejsza dla PZT przyklejonego przy
utwierdzonym brzegu. Jako wskazniki redukcji drgan przyjeto wskazniki dynamiczne
(np. czas regulacji). Optymalizacja potozenia PZT zostata takze przebadana dla
bardziej ztozonych struktur, w pracy [18] wyznaczono polozenie aktuatoréw stosujac
algorytmy genetyczne o hybrydowym kryterium optymalizacji. Przedmiotem badan
byt w tym przypadku asymetryczny uktad statku kosmicznego z wbudowanym PZT.
Problem optymalizacji potozenia PZT w $wietle idei LQ zostal rozwiazany w [96],
[97]. W pracach wykazano réwnowaznosé podejscia analitycznego i podejécia opartego
na idei LQ. Aktywna redukcja drgan belki byla tematem pracy [44]. Aktuator PZT
zlokalizowano w obszarze o maksymalnym momencie gnacym konstrukcji, parametrem
algorytmu sterujacego byt rzeczywisty moment gnacy w poprzednim kroku czaso-
wym. Optymalizacja polozenia i rozmieszczenie materiatu piezoelektrycznego zostata
przeprowadzona w [21]. Badacze wyznaczyli optymalne pokrycie belki materiatem pie-
zoelektrycznym. Oprécez jego grubosei (doktadano kolejne warstwy o staltym wymiarze),
profil warstwy PZT na szerokosci belki takze podlegat optymalizacji.

Optymalizacja parametréow geometryczno-fizycznych PZT dla ustrojéw mechanicz-
nych jednowymiarowych rézni sie¢ od optymalizacji dla przypadkéw dwu- i trojwymia-
rowych. Dla problemu 2D dochodzi kryterium orientacji symetrycznego, regularnego
aktuatora na strukturze lub wyznaczenie nowego, nieregularnego ksztattu PZT. Bada-

nia potwierdzajace kryterium maksymalnego momentu gnacego zostaly zaprezentowane
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dla prostokatnej plyty w [37]. Plyta byta utwierdzona na jednym brzegu, pozostale
brzegi byty swobodne. Prostokatny aktuator PZT przyklejony najblizej utwierdzonego
brzegu wykazywal najlepszy efekt aktywnej redukcji drgan. Orientacja prostokatnych
PZT oraz ich lokalizacja na ptycie prostokatnej byta rozpatrywana w [91]. W pracy
postuzono sie hybrydowym podejsciem optymalizacyjnym opartym na algorytmie ge-
netycznym, sekwencyjnym programowaniu kwadratowym i optymalizacjg za pomoca
roju czastek w polaczeniu z metoda projekcji gradientu. Optymalizacja potozenia,
rozmiaru oraz orientacji wzmacnianych kompozytéw PFRC (ang. piezo-fiber reinforced
composite) zostala przeprowadzona w [95]. Proces optymalizacji byt przeprowadzany
w oparciu o macierz sterowalnosci Grama przy uzyciu samodostrajajacego sie regulatora
rozmytego zoptymalizowanego algorytmem roju czastek. Sposrdd publikacji traktuja-
cych o optymalizacji ksztaltu PZT dla struktur dwuwymiarowych mozna wyszczegdlnié
grupe, w ktorej jako metode znajdywania optymalnego ksztattu, zastosowano opty-
malizacje topologiczna. W pracy [94] zastosowano te metode w celu wyznaczenia
optymalnego pokrycia materiatem elektrody dla prostokatnej ptyty laminowanej (war-
stwa PZT byla na calej powierzchni plyty). Optymalizacja dotyczyta minimalizacji
konsumpcji energii, co przektada sie takze na maksymalizacje efektu dziatania aktuatora
optymalnego. W [82] takze przedstawiono procedure optymalizacji ksztattu elektrody
w aktuatorze piezoelektrycznym. W badaniach tych zastosowano regularne PZT (ptyta
laminowana), natomiast ksztalt elektrody byt nieregularny. Optymalizacja rozktadu
materiatu piezoelektrycznego zostata przeprowadzona w [29]. W tym przypadku funk-
cja celu byta maksymalizacja sterowalnosci dla danej postaci drgan wtasnych. Badacze
rozwazali aktywna redukcje drgan przy pomocy wbudowanych PZT, podobnie jak
w pracy [95], zastosowano metode optymalizacji topologicznej. Ksztalt warstwy PZT
okreslono przy pomocy algorytmu sekwencyjnego. Badania analityczne, numeryczne
i eksperymentalne dla ptyty prostokatnej swobodnie podpartej na wszystkich krawe-
dziach zostaly przeprowadzone w [73]. Metoda optymalizacji napieé¢ sterujacych PZT
opierala si¢ na algorytmie genetycznym. W ramach podejscia numerycznego Hu i Li
[36] wykorzystali algorytm genetyczny do poprawy wydajnosci aktywnej redukeji drgan
w powtlokach cylindrycznych, jako parametry optymalizacyjne wybrano potozenie,
rozmiar i kat obrotu aktuatora. Kolejnym trendem w zastosowaniu PZT do aktywnej
redukcji drgan sa sitowniki MFC (ang. Micro-Fiber Composite) [49]. Aktuatory MFC —
podobnie jak powszechnie stosowane PZT — moga by¢ wykonane w dowolnym ksztatcie.
Zatem procedura optymalizacji ksztattu dla tego typu elementow wykonawczych bytaby
réwniez uzasadniona. Aktuatory o ksztalcie gwiazdy zostaly zastosowane w [50] do

redukeji drgan ptyty kolistej. MFC badano takze w [70] w uktadzie semi-aktywnym
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w celu redukeji drgan plyty prostokatnej. Roézne ksztalty aktuatoréw PZT zostaty
takze przebadane w pracach [78], [79], [80], [84], ktérych autorzy skupili sie na wplywie
wielkosci aktuatora w hybrydzie sensor-aktuator. Zastosowane aktuatory byty ksztattu
kwadratu lub dysku z wycietym otworem na czes$¢ czujnikowa. Pracg obejmujaca
zaréwno teorie, jak i eksperyment jest [58|, w ktérej zbadano swobodnie podparta
ptyte prostokatng i okreslono optymalne rozmieszczenie aktuatoréow przy zastosowa-
niu prostokatnych PZT. Warunek swobodnego podparcia byl zrealizowany poprzez
umieszczenie plyty w zaprojektowanej ramie. Problem optymalizacji potozenia PZT
jest szczegdlnie wazny z perspektywy skutecznosci uktadu aktywnej redukeji drgan dla
konkretnych modéw. W pracy [62] badano cienka prostokatng plytke w zastosowaniu
do aktywnej redukcji drgan za pomoca aktuatora w ksztalcie dysku, uzyskano zerowy
efekt redukcji dla drugiego modu. Optymalizacja potozenia aktuatora moze by¢ prze-
prowadzona pod réznymi kryteriami optymalizacyjnymi. Funkcja celu moze by¢ np.
minimalizacja energii wymaganej do osiagniecia danego stanu [86] lub moze wynikaé
z innych przestanek np. akustycznych [87].

Jak wspomniano wyzej, aktuator piezoelektryczny jest elementem podsystemu
fizycznego aktywnej redukeji drgan. Zadbanie o maksymalizacje efektywnosci kazdego
z ogniw uktadu aktywnego zapewnia maksymalizacje efektywnosci calego procesu
redukcji. Wsérod cytowanych publikacji istnieje zauwazalna luka w projektowaniu
optymalnego aktuatora PZT dla struktur dwuwymiarowych. Aby sformutowaé problem
i przeprowadzié¢ jego rozwiazanie dla struktur o dwéch wymiarach (ptyta), nalezy rozpa-
trzy¢ to zagadnienie dla ustrojéw jednowymiarowych (belka). Cytowane prace bazuja
na powszechnie znanym modelu oddziatywania PZT-belka lub PZT-ptyta [34], [28].
Model ten polega na pojawieniu sie momentoéw gnacych na brzegach aktuatora podczas
przytozenia napiecia do elektrod PZT. Momenty gnace mozna zamieni¢ na dwie pary
sit. Wyznaczanie optymalnych cech geometryczno-fizycznych PZT dla belki wiaze sie
ze znalezieniem potozenia aktuatora zapewniajacego maksymalng efektywnosc¢, a takze
ze znalezieniem optymalnych proporcji w ramionach PZT. To drugie zagadnienie
staje sie mozliwe do rozpatrzenia jesli przyjmiemy nowy model dziatania
PZT, zakladajacy ré6wnosé¢ momentéw gnacych (tak jak w przypadku syme-
trycznych PZT), natomiast pozostawiajacy mozliwo$é dostosowania dlugosci
ramion par sil oraz wartosci tych sil tak, aby momenty gnace pozostawaly
rowne. Szczegdly matematyczne tego modelu zostaty przedstawione w rozdziale
drugim. Zatem rozwiazanie tego problemu dla belki powinno skutkowaé zaréwno
znalezieniem optymalnego miejsca przyklejenia PZT, a takze optymalnych dtugosci

ramion par sit. Bazujac na przypadku jednowymiarowym, mozna rozwigza¢ problem
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dla ptyty pod pewnymi zatozeniami. Uogélniony ksztatt na strukturze dwuwymiarowe;j
wymaga rozpatrzenia PZT jako elementu sktadajacego sie ze skonczonej liczby wto-
kien (lub przekrojow aktywnych). Optymalizacja zwiazana z wtéknem jest tozsama
z optymalizacja jednowymiarowa, z tym, ze kazde witdkno jest inaczej zorientowane
na powierzchni ptyty. Procedura optymalizacji zrealizowana dla wszystkich wtokien
prowadzi do otrzymania konturu asymetrycznego PZT (a-PZT), ktorego ksztalt czyni
proces redukcji drgan najbardziej efektywnym.

W niniejszej pracy przedstawiono rozwigzanie problemu optymalizacji ksztattu PZT
dla ptyty tréjkatnej. Praca uwzglednia dotychczas opublikowane wyniki badan autora

oraz stanowi ich uzupetnienie.

1.3. Cel, teza oraz hipoteza pracy

Z przegladu literatury wynika, ze w aktywnej redukcji drgan ptyt trojkatnych nie
istnieje bazujaca na matematycznych przestankach procedura optymalizujaca ksztatt
PZT. W zwiazku z tym powstaje nowy problem naukowy, ktérego rozwigzanie jest
celem pracy:

znalezienie ksztaltu PZT i jego polozenia na trojkgtnej plycie,

ktore zapewnig maksymalng efektywno$é redukcji drgan.

W zwiagzku z tym mozna sformulowaé teze pracy:
jezeli znajdzie sie odpowiedni ksztalt PZT i jego poloZenie
na tréjkatnej plycie, to (teza) zapewni sie maksymalng

efektywnosc redukcji drgan.

Stad wynika hipoteza pracy:
mozna uzyskaé maksymalng efektywnosé redukcji drgan
plyty trojkatnej poprzez odpowiedni ksztatt PZT

1 jego rozmieszczenie.

Istota rozwigzania problemu jest stworzenie algorytmu optymalizujacego ksztalt
PZT w aktywnej redukcji drgan plyt tréjkatnych. Algorytm bazuje na przypadku
jednowymiarowym, jego aplikacja do struktur dwuwymiarowych wymaga wprowadzenia
dodatkowego kroku w procedurze optymalizacyjnej. Wynikiem dziatania algorytmu
jest uzyskanie rozmieszczenia PZT na powierzchni struktury oraz ksztatltu PZT. Obie
te cechy, w polaczeniu, charakteryzuja PZT, ktory najefektywniej zredukuje drgania
plyty trojkatnej. Przez a-PZT rozumie sie aktuator piezoelektryczny, ktérego ksztatt
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zostat zoptymalizowany pod katem efektywnosci redukeji drgan. Nalezy zaznaczyé, ze
nadrzednym celem aktywnej redukcji drgan jest redukcja drgan sama w sobie. Stad
funkcja celu dla wszystkich procedur optymalizacyjnych jest tej samej postaci. Mozna
ja wyrazi¢ w postaci réznicy amplitudy struktury w danym punkcie bez dziatania

aktywnej redukcji i zataczonym systemem redukcji drgan:
J =ug— uy (1.1)

badz zdefiniowac te funkcje w odniesieniu do amplitudy struktury bez redukcji i wyrazié

ja w procentach:

J=22"" 100% (1.2)
Uo

gdzie: ug —amplituda drgan bez dziatania PZT, drgania sa wzbudzane jedynie przez
sity zaklocajace; uy — amplituda drgan przy dziataniu PZT, drgania sg wzbudzane
przez sity zaktécajace i redukowane przez PZT.

Tak sformutowane funkcje celu mozna okresli¢ globalnymi funkcjami celu. Poniewaz
amplituda drgan jest zwigzana z rodzajem struktury i postaciami drgan wtasnych,
w dalszej czedci pracy zdefiniowano takze szczegdlne postacie funkeji celu.

Celem weryfikacji rezultatow dziatania algorytmu przeprowadzono obliczenia ana-
lityczne, numeryczne oraz eksperymentalne. Sformulowany problem jest nowy

z punktu widzenia inzynierskiego, jak ro6wniez z punktu widzenia naukowego.

1.4. Obiekt badan, zakres pracy

Obiektem badan jest ptyta w ksztalcie trojkata prostokatnego o wszystkich kra-
wedziach swobodnie podpartych. Cel pracy zostal osiggniety poprzez zrealizowanie

nastepujacych krokéw badawczych:

1. Opracowano nowy model jednowymiarowego asymetrycznego aktuatora piezo-
elektrycznego (a-PZT) do redukcji drgan belki, ktéry stanowi uogdlnienie syme-
trycznego PZT (s-PZT).

2. Rozszerzono model na strukture dwuwymiarowa i przeprowadzono procedure

optymalizacji ksztattu a-PZT dla plyty tréjkatne;j.

3. Zweryfikowano efektywno$¢ redukcji drgan a-PZT dla przypadku jedno- i dwu-

wymiarowego na drodze obliczen analitycznych i numerycznych.
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4. Zweryfikowano eksperymentalnie efektywnosé¢ redukeji drgan a-PZT dla ptyty
trojkatne;j.

W modelach aktuatoréw piezoelektrycznych zawartych w przegladzie literatury nie
uwzgledniono asymetrii ramion PZT i jej wptywu na proces redukcji drgan. Byt to
asumpt do uogdlnienia powszechnie stosowanego modelu i otrzymania asymetrycznego
PZT. Ponadto, sformutowano nowe kryterium wskazujace optymalne, pod katem efek-
tywnosci, potozenie PZT na drgajacej strukturze. Kryterium to zostato wyprowadzone
na bazie teorii drgan mechanicznych oraz sposobie oddzialywania PZT-struktura i jest
okreslone jako kryterium maksymalnego momentu gnacego. Dla probleméw jednowy-
miarowych, w ktérych drgania sg symetryczne, optymalnym PZT jest symetryczny
PZT. Stad, aby rozpatrzy¢ problem bardziej ogdlny, nalezato uwzgledni¢ drgania asy-
metryczne belki np. poprzez wprowadzenie masy punktowej na okreslonej dtugosci
struktury [8], [9]. Jako wymuszenie przyjeto site harmoniczng przylozona w punk-
cie, rozpatrywano trzy pierwsze postacie drgan wtasnych. W badaniach skorzystano
z dowodu dotyczacego ilosci PZT. Mianowicie, ze bardziej efektywne jest zastosowanie
jednego aktuatora, anizeli kilku [10]. Przy tych zalozeniach wyprowadzono wzoér, ktory
stanowi funkcje celu dla zagadnienia optymalizacyjnego [12]. Zalezno$é ta zostala
wyprowadzona z teorii drgan mechanicznych na podstawie sposobu oddzialywania
PZT-belka, jednakze postuzono si¢ tez wzorami z metod numerycznych. Z wyprowa-
dzonej zaleznosci wynika asymetria a-PZT i jego polozenie na belce. Asymetria a-PZT
oznacza, ze sity na przeciwleglych krawedziach aktuatora majg rézne wartosci, a punkt
przytozenia sumy sit modelujacych PZT nie lezy w geometrycznym $rodku aktuatora.
Wartosci odpowiednich par sit wyznaczono przy zatozeniu, ze momenty gnace obu par
sit s rowne. Wartym odnotowania jest fakt, ze zaréwno model symetrycznego PZT,
jak i a-PZT nie uwzglednia masy aktuatora. Efekt dziatania a-PZT mierzono przy
pomocy wskaznika redukcji drgan, ktory okreslono jako réznice miedzy maksymalnym
poprzecznym przemieszczeniem belki przy wymuszeniu bez dziatania aktuatora i ta
samg wielkoScia przy udziale aktuatora. Wskaznik ten odniesiono do amplitudy bez
dziatania PZT i wyrazono w wartosciach wzglednych. W ten sam sposéb zbadano
dziatanie symetrycznego PZT (s-PZT) i poréwnano obydwa podejscia. Zalozono, ze
wymiary a-PZT i s-PZT sg takie same i w obu przypadkach ilos¢ energii doprowadzonej
do ukladu jest taka sama [12]. Procedure optymalizacji przeprowadzono takze pod
katem dynamiki redukeji drgani [45]. Parametrami optymalizacyjnymi byty: amplituda
otwartej petli sterowania bez regulatora oraz wspotczynnik modelu obwiedni sygnatu
z regulatorem LQR. Te dwa parametry byty funkcjami celu w odrebnych podejéciach

optymalizacyjnych. Pierwszy z nich podlegal maksymalizacji, poniewaz najwicksza
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odpowiedz aktuatora gwarantuje najwickszy efekt aktywnej redukcji drgan. Drugi pa-
rametr minimalizowano, poniewaz minimalna warto$¢ wspétczynnika modelu obwiedni
sygnalu oznacza najwieksza stromo$¢ charakterystyki, a wiec najkrétszy czas regulacji
[45].

Model jednowymiarowy a-PZT zostal uogélniony na przypadki dwuwymiarowe
poprzez optymalizacje dtugosci ramion kazdego widkna a-PZT [13]. W tym przypadku
optymalizacja byta dwukrokowa. Pierwszym krokiem byto znalezienie punktu tacza-
cego wszystkie wiokna na powierzchni ptyty, nastepnie przeprowadzono procedure
optymalizacji dla danego witokna. Kazde kolejne wtdékno byto obrécone o staty kat
w stosunku do poprzedniego. W rezultacie otrzymano kontur dwuwymiarowego a-PZT.
Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym, asymetria wtokna oznacza, ze sity na
przeciwlegtych krawedziach a-PZT maja rézne wartosci, a punkt przytozenia dwoch
sit nie znajduje si¢ w srodku widékna. Minimalizacja amplitudy drgan ptyty w stanie
ustalonym prowadzi do znalezienia takich proporcji ramion pojedynczego witdkna, aby
redukcja drgan byta najbardziej efektywna. Superpozycja dziatania skonczonej ilosci
wiokien sktadajacych si¢ na a-PZT prowadzita do otrzymania efektu dziatania catego
aktuatora [13]. Zakladajac stata sumaryczng dtugosé wiékien wyznaczono regularne
ksztatty PZT, ktore postuzyty do badan poréwnawczych. W ten sposéb poréwnano wy-
niki symetrycznych aktuatoréow (s-PZT i ¢-PZT) z optymalnym a-PZT. We wszystkich
przypadkach energia dodana do uktadu byta taka sama.

Majac przygotowane modele analityczne i numeryczne przeprowadzono obliczenia
sprawdzajace zasadnos$é¢ stosowania a-PZT. Zaréwno problem drgan wymuszonych
belki, jak i ptyty, zostat rozwiazany analitycznie. W przypadku belki postuzono sie
rozwigzaniem wykorzystujacym funkcje Krytowa, zastosowano podziat struktury na
dwie czedci, ktére rozpatrywano w lokalnych wspétrzednych. Nastepnie rozwigzanie
byto sktadane w catosé [12]. Problem drgan wymuszonych ptyty tréjkatnej rozstal roz-
wigzany metoda superpozycji, ktora dla ptyt o réznych ksztattach zostata opisana przez
D. J. Gormana [32]. Zagadnienie wlasciwe dla rozpatrywanego w pracy problemu (plyta
tréjkatna swobodnie podparta) zostato zaprezentowane w [72]. Metoda superpozycji
zastosowana do tego typu probleméw sprowadza si¢ do zastosowania prostokatnych
blokow, ktore wymuszaja okreslony warunek brzegowy na danej krawedzi. Warunek
brzegowy na przeciwprostokatnej tréjkata prostokatnego zostal wymuszony poprzez
obrécenie bloku. Zaréwno w problemie jednowymiarowym, jak i w dwuwymiarowym,
postuzono si¢ bezwymiarowym wskaznikiem redukeji drgan [12].

Celem ostatecznej weryfikacji dziatania a-PZT i poréwnania efektywnosci aktywnej

redukcji drgan przy zastosowaniu réznych ksztaltéw aktuatoréow, przeprowadzono
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eksperyment. Wykonano trzy identyczne ptyty, do kazdej z nich przyklejono inny
aktuator (s-PZT, ¢-PZT i a-PZT). Plyta byta zamontowana w ramie, w ktérej od strony
wewnetrznej wyfrezowano rowek zapewniajacy swobodne podparcie krawedzi. Struktura
byta wzbudzana do drgan poprzez fale akustyczna z gltosnika. System aktywnej redukeji
drgan w czasie rzeczywistym zostal stworzono na bazie ptytki rozwojowej ESP-32,
na ktérej zaimplementowano regulator PI. Czujnik drgan nie byl zintegrowany ze

struktura, byt to czujnik optoelektroniczny zamontowany nad ptyta [46].



Rozdziat 2

Redukcja drgan belki

2.1. Drgania wymuszone z punktowg masg i PZT

Struktura belki sktada sie z cienkiej belki z dotaczong masa punktowa. Calosé, po
dodaniu PZT, mozna okresli¢ jako uktad belka-masa-aktuator. Skoncentrowana masa
jest dodawana w celu zapewnienia asymetrycznych drgan struktury. Rozpatrzono belke
swobodnie podparta na obu konicach [68], Rys. 2.1. Réwnanie drgai wymuszonych
belki z dodang masa punktows jest modelem Eulera-Bernoulliego. Model ten zostat
wyprowadzony przy ograniczeniach: pomija obrot przekroju poprzecznego belki, a o$
neutralna nie ulega wydtuzeniu. Obowiazujace réwnanie jest dane przez [38], [39], [51],
[52]:

EJD % + (0S + au,) Diu = —f (2.1)

przy uwzglednieniu:
EJ = By + EoJo(H)’, 08 = oS+ 0aSa(H), o =md(z — 2m) (2.2)
gdzie: u = wu(z,t) — poprzeczne przemieszczenie belki, [m]; S = hjhy — pole

powierzchni przekroju poprzecznego belki, [m?]; hy — szeroko$¢ belki, [m]; hy — grubosé
belki, [m]; ¢ — dtugo$¢ belki, [m]; f = f(z,t) — sily wymuszajace, [N]; (H)? =
H(xy —x9) = H(x — x1) — H(x — x9), H(x — x1) — funkcja skokowa Heaviside’a
w punkcie x;. Ponadto, niektore symbole sg uzupetione nastepujacym indeksem:
(b)elka, (m)asa, (a)ktuator.
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Rys. 2.1 Geometria zagadnienia.

Warunki brzegowe opisane sg nastepujacymi zalezno$ciami:

u(z,t)=0, x=0 D2u(x,t) =0 x=0 (2.3)
u(z,t) =0, x={ D2u(x,t) =0 x=/ (2.4)

Zatozono zerowe warunki poczatkowe. Zaltozono, ze sita wymuszajaca drgania jest

postaci:
f(z,t) = foe™r'6(x — xy) (2.5)

gdzie: i = (—1)Y2, fy — amplituda sity wymuszajacej, [N].

2.1.1. Problem drgan wtasnych

Rozwiazano zagadnienie drgan wtasnych [8]; pominieto wpltyw aktuatora, zakta-
dajac, ze jego masa i sztywnos¢ sa mate w poréwnaniu do belki i skoncentrowanej
masy. Wedtug réwnania (2.2) otrzymuje sie EJ = EpJ, i 0S = 0,5y Po rozdzieleniu
zmiennych, réwnanie (2.1) mozna zapisa¢ w postaci dwoch réwnan: jedno jest zwiazane
z warunkami brzegowymi i dotyczy stanu ustalonego, drugie zawiera w sobie zmienng
niezalezna t i uwzglednia wpltyw warunkow poczatkowych [42]. Dla stanu ustalonego

mozna otrzymaé zaleznosé:

D'X; — XiX; =0 (2.6)

iS5 .
EjJ;
pod uwage przyjete zatozenia otrzymuje sie A\; = Ay = \; wprowadza si¢ takze skrotowy

gdzie 7 = 1, 2 okresla numery elementow, z ktorych sktada si¢ belka; )\;* = w? biorac

zapis rézniczkowania: DX; = D, X;, D*X; = D:X,. Rozwiazanie réwnania (2.6)

mozna przedstawi¢ we wspotrzednych lokalnych, tzn. = € [0, e;], Rys. 2.2. Rozwigzanie
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dla j-tego elementu ma postaé [8]:
XJ<I> = CLjKl()\jl’) + ijQ()\jx) + CjK3<)\jZE) —+ de4()\jl’)
gdzie funkcje Krylowa oznaczone sa przez Ki(-), k = {1,2,3,4} [38].

m 4 ‘ x

O 61 ‘0 62

Rys. 2.2 Geometria belki we wspotrzednych lokalnych.

Warunki brzegowe dla tak postawionego problemu sa nastepujace:
e na lewym brzegu pierwszego elementu

Xl (O) —

D?*X,(0) =

e pomiedzy pierwszym, a drugim elementem
X1(>\161) = XQ()\QO)

DX1(>\161) == DXQ()\QO)

E1J1D2X1()\161) == EQJQDQXQ(/\QO)

E1J1D3X1(/\1€1) + mw2X1()\161) = EQJQDSXQ()\Q())

lub
E1J1D3X1 ()\161) = mwQXg()\QO) + EQJQD?)XQ()\QO)

e na prawym brzegu drugiego elementu

XQ(BQ)
D?* Xy (es)

0
0

(2.7)

(2.9)

(2.10)

Podstawiajac réwnanie (2.7) do warunkéw brzegowych z zaleznosci (2.8) okazuje

sie, ze a1 = 0, ¢; = 0. W ten sam sposob podstawiono réwnanie (2.7) do pozostatych

warunkéw brzegowych danych zaleznosciami (9) i (10). Prowadzi to do otrzymania
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uktadu réwnan, ktéry moze byé zapisany w formie macierzy [8]:

Ac=0 (2.11)
gdzie:
_K2(>\61> K4(>\61> —K1 _K2 —Kg —K4 |
Kg()\el) Kl()\61> —K2 —K3 —K4 _Kl
A — K4<)\€1> KQ()\€1> —Kg —K4 _Kl —Kg (212)
K/(/\€1) K”()\el) —K4 —K1 —K2 —Kg
0 0 Kl(/\€2> KQ()\eg) Kg(/\eg) K4()\62)
L 0 0 Kg()\eg) K4()\62) Kl()\eg) K2<>\€2)

lKk = Kk(O), K’()\el) = Kl()\el)—l—%Kg()\el), K”()\Gl) = Kg()\el)%—%lﬁ()\el).

Niewiadome uktadu zawarte sa w wektorze:
C = [bl,dl,&Q,CQ,dg]T (213)

Aby rozwiaza¢ réwnanie (2.11), zaktada sie, ze detA(\,) = 0 i otrzymuje si¢ zbidr
wartosci {A,}, v =1,2,3,...,n. Bazujac na zaleznosci dyspersyjnej mozna wyznaczy¢
zbiér czestoéei drgan wiasnych belki w?.

Niewiadomymi w wektorze ¢, réwnanie (2.13), sa:
byidi:ag:...= (1) My : (1) My : (=1)* My - ... (2.14)

gdzie M,z sa minorami elementu A,z macierzy gtéwnej A, a i 3 sa, odpowiednio,
indeksami wierszy i kolumn.

Ostatecznie, rozwiazanie réwnania (2.1) ma postac:

Xv(gc) _ blKQ()\UJT) + d1K4()\UI‘) T e [O,ZEm] (215)

CLQKI <¢vm) + b2K2<¢vm) + C2K3(wvm) + d2K4(¢’um) T E (xma g]

gdzie Yym = Ap(T — )
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2.1.2. Drgania wymuszone

Niech sita wymuszajaca w réwnaniu (2.1) bedzie dana zaleznoscia (2.5). Rozwiazanie

réwnania (2.1) zaktada si¢ jako:
u(z,t) = Xy(z)e™s! (2.16)
Podstawiajac réwnania (2.5) i (2.16) do réwnania (2.1) otrzymuje sie:
EJD*X;(z) — w}(0S + an) X (x) = — f(2) (2.17)
Rozwiazanie réwnania drgan wymuszonych (2.17) jest dane przez:

=Y C.X,(z), v=12,....n (2.18)

gdzie: C, — stale pomocnicze, X, () — posta¢ drgan wlasnych dana réwnaniem (2.15).

Po kilku przeksztalceniach, state C,, moga by¢ wyrazone zaleznosciami [9]:

1 1 1 1 1
Cpm = = A= — — ¥, 2.19
w2 —wj% a2 0S 252 0 ( )

v

111 ¢ E
Ch=———, Ly= —/ f(@) X, (z)dr, w?= —J)\4
0

/
2 _ 2
05 a2 B2’ R ﬁv—/o X2(2)de (2.20)

Réwnanie (2.18) jest rozwiazaniem zagadnienia drgan wymuszonych belki z dotozona
punktowo masa. Jesli sita wymuszajaca jest postaci danej zaleznoscia (2.5), w stanie
ustalonym réwna sie f(z) = fod(z — xy), wyrazenie I,.; = I, i zamiast réwnania

(2.18) otrzymuje sie:

X4( Z(J* Lo X,(z ZAU 0 X, () (2.21)

2.2. Modele jednowymiarowych aktuatoréw PZT

Aktuatory piezoelektryczne sa stosowane w wielu obszarach techniki [23], [34],
[81]. W aktywnej redukcji drgan stosowane sa aktuatory piezoelektryczne utozone
w stos i ptaskie piezoelektryczne aktuatory (w postaci ptytki) przyklejane na strukture.
Przymocowanie PZT do struktury i podanie napiecia na jego elektrody skutkuje
pojawieniem sie oddzialywania PZT-struktura. Oddzialywanie to rézni sie w zaleznosci

od typoéw aktuatoréw piezoelektrycznych. W przypadku stosu, mamy do czynienia
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z wieloma warstwami PZT ulozonymi jedna na drugiej. Stos piezoelektryczny generuje
liniowa site. Jednym z zastosowan tego typu aktuatorow sg liniowe elektromechaniczne
sterowniki w wtryskiwaczach silnikéw dieslowskich typu Common Rail [81]. Stos
piezoelektryczny przy dodatkowym elemencie, moze wytwarza¢ moment gnacy. Takie
zastosowanie zostalo opisane w [34], stos zostal polaczony z rama w ksztalcie litery
gamma, rama takze zostata przymocowana do struktury. Efektem tego zabiegu byto
pojawienie sie momentu gnacego po zasileniu aktuatora.

Standardowy ptaski aktuator piezoelektryczny wykonany jest w postaci cienkiej
warstwy materiatu piezoelektrycznego z dodanymi na powierzchniach ptaskimi elek-
trodami. W grupie cienkich aktuatorow PZT mozna wyszczegdlnié¢ piezoelektryczne
folie polimerowe (PVDF). Polaryzacja PZT ma wplyw na jego dzialanie na strukturze.
W przypadku zastosowania PZT do aktywnej redukcji drgan, pozadanym ruchem jest
ruch zginajacy w plaszczyznie prostopadtej do struktury. Dla cienkich aktuatoréw
wydhuzenie w wyniku przyltozonego napiecia elektrycznego nastepuje w kierunku pro-
stopadtym do kierunku polaryzacji. Dla struktur jednowymiarowych polaryzacja na
kierunku prostopadtym do ptaszczyzny aktuatora, bedzie skutkowaé pojawieniem sie
odksztatcenia na kierunku osi = [28]:

_dnV

= 2.22
=5 (222)

gdzie: h, — grubos¢ aktuatora, [m|; d3; — stala piezoelektryczna zwiazana z odksztatce-
niem wytworzonym przez pole elektryczne, [m/V]; V' - napiecie przyltozone do elektrod
PZT, [V].

Jezeli aktuator jest trwale przymocowany do struktury (np. przy pomocy kleju
epoksydowego dwusktadnikowego) to jego wydtuzenie bedzie mniejsze niz w stanie
swobodnym. W obliczeniach zatozono, ze PZT jest idealnie przyklejony do struktury.
Wynikajace z tego zjawiska sity beda oddziatywac¢ na belke, co spowoduje powstanie
momentéw gnacych w strukturze. Rozklad momentéw wygenerowanych w belce dany

jest zaleznoscia [34], [28]:
my, = Cye [< T — 215 >0 — < T — Tog >0} (2.23)

gdzie: C, — stala geometryczno-materiatowa zwiazana z PZT, x5, xo5 — wspotrzedne,
odpowiednio, lewego i prawego brzegu PZT.
Oddziatywanie momentéw gnacych PZT w réwnaniu (2.17) wymaga dwukrotnego

rézniczkowania réwnania (2.23) po zmiennej niezaleznej x, réwnanie to przyjmuje
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postac:
EJD*X¢(x) — wi(0S 4 am) Xy(z) = —Coe [< T— Ty > 2 — < T — Tog >—2} (2.24)

gdzie: < - >"'=§(-), < >"2= D4(-) — pochodna funkcji Diraca.

Prawa strone réwnania (2.24) mozna zapisaé jako:
M, = M, [< T— Ty > 2 — < T — Tos > 2 (2.25)

gdzie My oznacza amplitude momentu liniowego, ktéra jest proporcjonalna do odksztat-
cenia PZT [28]:

My = Cac}i;’lV = (e (2.26)

Réwnania (2.24) i (2.25) wyrazaja klasyczne podejscie do modelowania oddziaty-
wania PZT-belka poprzez dwa momenty zast¢pcze o rozktadzie ciaglym. Fizyczne
zjawisko odginania sie aktuatora zostato przedstawione jako obciazenie belki zewnetrzng
parg momentéw liniowych o przeciwnym znaku, znajdujacych si¢ na brzegach aktu-
atora. Zgodnie z réwnaniem (2.26), amplituda tych momentéw jest proporcjonalna do

przytozonego napiecia.

2.2.1. Model symetrycznego PZT (s-PZT)

Momenty gnace w réwnaniu (2.25) mozna zastapi¢ dwiema parami sit o rozkltadzie
ciggltym i rozpatrze¢ zjawisko oddzialywania aktuatora na belke jako wymuszenie

zewnetrznymi sitami przytozonymi punktowo, Rys. 2.3:

f:}c = fs [6(:6 - xls) - 2(5(1’ - xs) + 5(1’ + x28)] (227)

gdzie: x4 — potozenie srodka s-PZT; x5 = x5 — £,/2, x9s = x5 + Lo/2; £, — dtugosé
aktuatora, [m]; f; —amplituda sity zastepczej, [N].
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M, M, f
(= DN D ki
)\\r ‘l/) )fST i Tﬁ)

1

I
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7

1Ly
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Rys. 2.3 Zastepcze momenty gnace zamienione na dwie pary sit w s-PZT.

Obydwa momenty generowane przez s-PZT sa rowne co do wartosci i powstaja na

skutek oddziatywania sit. Mozna zatem zapisac:
l, l,

Rozwiazanie drgan wymuszonych zewnetrzna sita dana zaleznoscia (2.5) oraz sitami
pochodzacymi od s-PZT, réwnanie (2.27), wymaga zastapienia we wzorze (2.21) czltonu

Ay wyrazeniem A, ¢, ktére zawiera w sobie wszystkie sity oddziatujace na belke:
Xy() = 3 A X, @) (2.20)
Wyrazenie A, s jest zaleznodcig uwzgledniajaca wspoétrzedne oddziatywania sit na belke:
Avp = Cylyy = CiLu + Liga) (2.30)
Caltka I, jest zwigzana z sily wymuszajaca fo przylozong w punkcie x:

Lo = —fo /0 CS(x — 2 Xo(@)dr — — foXo(zy) (2.31)

Cafka I, jest zwigzana z zastepczymi sitami modelujacymi dzialanie aktuatora:

Low = fs /0 10(2 — 21s) — 20(z — ) + 6(x — 722)] Xo(2)dz =

- fs [Xv(xls) - 2Xv<xs) + Xv(x2s)]

(2.32)

Wyrazenie w nawiasie kwadratowym jest ilorazem réznicowym centralnym drugiej

pochodnej. Jako, ze odstep pomiedzy weztami jest staty i wynosi {5 = ¢,/2, wyrazenie
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przyjmuje postaé [9]:

1

72 [Xo(@n) = 2X0 () + X (220)] = D*X,(x) (2.33)
Linie ugiecia belki mozna potraktowac¢ jako krzywa ptaska. Zatem krzywizne takiej
linii mozna zapisa¢ jako [26]:

D?X,

e T Dk (2.34)

Dla matych poprzecznych przemieszczen belki oraz zaktadajac drgania symetryczne,

kat ugiecia jest niewielki, zatem DX, << 1 i réwnanie (2.34) mozna zapisaé jako [8]:
k=+D*X, (2.35)

Zmak krzywizny jest umowny, mianowicie, jesli znak momentu gnacego jest dodatni,
krzywizna takze ma wartos¢ dodatnia. W zwiazku z tym, wracajac do problemu drgan
wymuszonych, wyrazenie w nawiasie kwadratowym w zaleznosci (2.33) przyjmuje

postac:
[Xo(10) — 2X, () + Xo(220)] = Cr(z,) (2.36)
Podstawiajac réwnanie (2.36) do (2.32) i nastepnie do (2.30) mozna otrzymaé:
Ay = C5 (= foXo(xs) + fol2k(5)) = Aug + Aua (2.37)

Minimalizacja wyrazenia A,,; prowadzi do redukeji drgan belki. Wartos$¢ zerowa A, s

oznacza catkowity redukcje. Warunkiem koniecznym dla minimalizacji A, s jest:
DA,.¢(z) =0, T =T (2.38)

Punkt, w ktérym warunek jest spetniony jest punktem stacjonarnym. Warunkiem

wystarczajacym do minimalizacji A, = A,.f(x) jest:
D?*Ay.p >0 T =z, (2.39)

Z ukladu réwnan (2.38) i (2.39) oblicza si¢ x,, dla ktérego A,.f(x;) ma warto$é
minimalng, zatem redukcja drgan jest wtedy najbardziej efektywna. Nalezy pamigtac,

ze w przypadku drgan symetrycznych $rodek s-PZT musi znajdowaé sie w miejscu
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maksymalnej krzywizny struktury. Na bazie rownan (2.38-2.39) mozna sformutowaé
szczegong postaé funkceji celu, ktora dla przypadku jednowymiarowego i przy zatozeniu

symetrycznego aktuatora jest wyrazona zaleznoscia:

J =min(A, ) (2.40)

2.2.2. Model asymetrycznego PZT (a-PZT)

Rozwazmy teraz przyktad aktuatora asymetrycznego (a-PZT), ktory jest uogdlnie-
niem s-PZT, Rys. 2.4. W a-PZT warto$ci momentow generowanych przez sity sg sobie

réwne, ale ramiona par sit maja rézne dtugosci [12]:

M = My + My = fily + faly

(2.41)
Jils = fals
W tym przypadku, zamiast réwnania (2.27) otrzymujemy:
f(@) =[110(z — 210) = (L + [2)0(x — 2a) + f26(2 — 24)] (2.42)

gdzie: 1, = x4 — U1, Tog = T4 + Lo,

Rys. 2.4 Zastepcze momenty gnace zamienione na dwie pary sit w a-PZT.

Zamiast catki I, w réwnaniu (2.30) wystepuje catka I}, zwiazana z a-PZT:

I = —foXo(xp) + [/iXo(21a) = (i + f2) Xo(Ta) + f2Xo(224)] (2.43)
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Nastepnie, biorac pod uwage zaleznosé (2.41):

I;J;a = leU(xla) - lev<:Ca) - leXv(xa> + f2Xv(x2a) =

), ’ (2.44)
= fl Xu<x1a) - Xv(xa) - in(xa) + in(an)
Uy Uy
Dalej, wytaczajac przed nawias iloraz dtugosci ramion a-PZT:
l
o= 11 |5 ) = o) = () = Xl (29
2

Wyrazenia w nawiasach mozna zapisa¢ korzystajac z ilorazéw réznicowych progresyw-

nych dla pochodnych pierwszego rzedu [66]:

Xo(%a) — Xo(21a)

2 = DX, (714) 01
Xy (waq) — Xo(,) — DX, (x) .
ly
Podstawiajac zaleznosci (2.46) do (2.45) mozna otrzymac:
Lo = i [=0DXy(210) + 01X (74)] (2.47)
Stosujac kolejny raz iloraz réznicowy progesywny:
DX, (@) ZID Xoltie) - pex o) (2.48)
otrzymuje sie:
L., = [ili [DXy(2,) — DXy (214)] = f1liD* X, (71,) (2.49)

gdzie D*X,,(z1,) jest druga pochodna po poprzecznym przemieszczeniu belki w punkcie
Z14- Aby nadaé interpretacji charakter techniczny, nalezy przede wszystkim zauwazy¢,

ze moment gnacy belki jest powiazany z druga pochodna [12]:

EJID*X,(214) = My(214) (2.50)
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W ten sposéb, bazujac na réwnaniu (2.18), problem redukcji drgan przy zastosowaniu

a-PZT zostal rozwiazany. Podstawiajac réwnanie (2.43) do (2.18) otrzymuje sie:
Xi(a) = SO Xulw) = 3 Co (o + 1) Xo(n) = S AL Xo(2) (251)

gdzie ostatecznie:

M, (x1,
;;f = CSUU;O + [111;11) = CZ <_f0XU(xf> + flg%‘E(wjl)> = AU;O + A;;a (252)
Minimalizacja Aj;, , prowadzi do redukcji drgan belki, wartos¢ Aj , = 0 oznacza
catkowita redukcje. Podobnie jak w przypadku symetrycznego aktuatora, A , po-
siada minimum, gdy A, kompensuje A, ale w ograniczeniu A; ; > 0. Poniewaz

0y = x4 — T14, zamiast réwnania (2.52) mozna zapisac:

;;;f = C; <_fOX'u<:Cf) + fl(xa - ﬁCla)Z EJ U;f('rlﬂd xa) (253)

Warunkami koniecznymi dla minimalizacji A, ; = A} (214, 74) sa:
DA, ¢(2,2,) =0, x=u114 i DA, (214,7) =0, x=1, (2.54)
Warunkiem wystarczajacym do minimalizacji Aj, ; = A}, (714, 7a) jest:
DA, Dy A, — (DIA, ;) >0 (2.55)

gdzie D1(+) = Dy, (+), Do(*) = Dy, (+). Z uktadu réwnan (2.54) i (2.55) mozna obliczy¢
wartosci (714, 7a), dla ktérych wartod¢ A, (714, 7,) osiaga minimum, a zatem redukcja
drgan jest najefektywniejsza. Bazujac na réwnaniach (2.53-2.55) mozna sformutowaé

szczegbtowa funkeje celu, ktora dla a-PZT przyjmuje postac:
J = min(A;, ) (2.56)

W zwiazku z tym, znaleziono asymetri¢ a-PZT. Przez a-PZT rozumie sie aktuator
piezoelektryczny, ktérego ksztalt zostat zoptymalizowany. W ten sposob teoretycznie
wyznaczono umiejscowienie oraz asymetrie aktuatora zapewniajac maksymalng redukcje

drgan struktury.
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2.3. Redukcja drgan w stanie ustalonym

Efektywnos¢ redukeji drgan moze by¢ mierzona réznymi wielkosciami fizycznymi,
ktore zmieniaja sie wraz ze zmiang poprzecznego przemieszczenia. Ta wielkoscia moze
by¢ amplituda drgan w wybranym punkcie. Jednakze efektywnosé¢ redukcji moze by¢
takze zmierzona przy uzyciu wartosci momentu gnacego lub sity tnacej w punkcie.
Miara redukcji mogtaby by¢ takze catka oznaczona z tych wielkosci liczona po dtugosci
belki. W niniejszej pracy jako miare redukcji drgan przyjeto nastepujacy iloraz:

R, = L0 " Uuf 009, (2.57)
U0
gdzie: w,,0 — amplituda drgan bez dzialania PZT, drgania sa wzbudzane jedynie przez
site fo(zy); wy,r — amplituda drgan przy dzialaniu PZT, dtgania sa wzbudzane przez
fo(xs) i redukowane przez PZT.

R, jest tej samej postaci co globalna funkcja celu zatem w sposoéb bezposredni

odnosi sie do optymalizacji. Aby zweryfikowaé¢ efektywnos$é s-PZT i a-PZT na bazie

wskaznika redukcji drgan R,,, przeprowadzono nastepujace obliczenia:

1- dla s-PZT optymalizacja dotyczyta jednego parametru: zmieniano $rodek s-PZT

— funkcja celu zalezy jedynie od zy,

2- dla a-PZT optymalizacja byta dwuparametrowa: zmieniano asymetri¢ ramion

par sit oraz wspotrzedne punktu x, — funkcja celu zalezy od z, i x14.

Wszystkie obliczenia byty przeprowadzone oddzielnie dla pierwszych trzech postaci

drgan wtasnych {X,} = {X1, X5, X5}. W obliczeniach zalozono nastepujace dane:

wielkos¢ symbol jednostka  wartos¢
gestosé 0 kg/m® 2700
modul Younga E Pa 6.9-101°
dhugos¢ belki 14 m 1
szerokosé belki hi m 0.050
grubos¢ belki hs m 0.005
waga masy punktowej m kg 0.3
dtugos¢ PZT l, m 0.2

Tab. 2.1 Dane obliczeniowe.
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Wspétrzedna masy punktowej zostata tak dobrana, aby dla kazdej postaci drgan wta-
snych uzyskaé¢ asymetrie drgail {Zm.w} = {Zm:1, Tma, Tms} = {0.39,0.85,045} x . Na
podstawie danych dla pierwszej postaci drgan wtasnych obliczono % = 53.2407 m*s~2.
Nastepnie, bazujac na réwnaniu detA(\,) = 0 wyznaczono zbiér wartosci wlasnych
{\} = {2.7121,5.9945,9.1517,11.6305, 15.6784, . . .} i obliczono czestosci drgan wla-
snych belki {w, } = {53.6686,262.1975,611.1207,987.0076,1793.6011, ...}. Na podsta-
wie réwnania (2.15) wyznaczono trzy pierwsze postacie drgan wtasnych, Rys. 2.5. Wy-
kresy wyraznie pokazujg asymetrie drgan poprzecznego przemieszczenia belki. Diugosci
wszystkich aktuatoréw sa rowne i wynoszg £, = 0.2¢. Amplituda sity wymuszajacej
z réwnania (2.5) zostata dobrana eksperymentalnie tak, aby uzyska¢ wymierne ugiecie

belki dla poszczegdlnych postaci drgan wlasnych: {fo..} = {fo.1, fo2, fos} N.

1.3+ .

0.9

Rys. 2.5 Postacie drgan wtasnych: 1 — X3, 2 - X5, 3 - X3.

2.3.1. Redukcja drgan przy zastosowaniu s-PZT

Przy statej dtugosci 4, i statej energii dodanej przez s-PZT do struktury belka-masa-
aktuator, optymalizacja dotyczy tylko srodka s-PZT. Dla kazdej postaci drgan wtasnych
X, szczegblng postacia funkcji celu jest A,.r(z5), rownanie (2.37). Minimalizujac
Ay r(z5) mozna otrzymaé optymalne rozmieszczenie s-PZT w postaci wspotrzedne;
srodka aktuatora x,,,. Konieczny warunek dla minimalizacji A, r(zs) dany jest przez

réwnanie (2.38), zatem:

DAyylw) = 2

DM, = = 2.
B w(2),=0 T = T4 (2.58)
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gdzie wzieto pod uwage réwnanie (2.48) uzalezniajace ugiecie spowodowane aktuatorem
od wartosci momentu gnacego w punkcie. Warunek wystarczajacy do minimalizacji
A,.f(zs) dany jest przez réwnanie (2.39), zatem D?*M,(z) > 0, z = xz,. W pierw-
szej kolejnosci obliczono momenty gnace belki dla pierwszych trzech postaci drgan
wtasnych, Rys. 2.6. Czton w funkcji celu odpowiadajacy za dzialanie aktuatora jest
proporcjonalny do momentu gnacego belki w punkcie. Zatem umiejscowienie s-PZT
tak, aby jego Srodek przypadal w punkcie, w ktorym moment gnacy belki osigga
absolutne ekstremum, prowadzi do maksymalizacji efektu redukeji drgan. W oparciu
o warunek konieczny i wystarczajacy, wspotrzedne punktow x,, zostaly znalezione
{50} = {Ts1, T2, Ts3} = {0.39,0.85,0.45} x L.

80
60
40
20
S 0
220
40
.60
80

Rys. 2.6 Momenty gnace M, (z) dla trzech pierwszych postaci drgan wtasnych: {M,} =
(M, 0.5My,0.5Ms).

2.3.2. Redukcja drgan przy zastosowaniu a-PZT

W przypadku a-PZT zaktadamy, ze dtugos¢ aktuatora i energia dodana do uktadu
belka-masa-aktuator jest taka sama jak dla s-PZT. Zatem, zostaty obliczone dwa
parametry dotyczace a-PZT: jeden zwiazany z umiejscowieniem na strukturze (z,)
oraz drugi zwiazany z asymetria (z1, lub z,). Dokladne wartosci z, i x1, moga by¢
znalezione z uktadu réwnan (2.54) i (2.55). Problem optymalizacji zostal w tym przy-
padku rozwigzany numerycznie, gdzie szczegdlng postaciag funkcji celu byto wyrazenie
A, (%14, T4), TéWDANie (2.53). Minimalizacja Aj, ¢(214,7,) prowadzi do znalezienia
umiejscowienia i asymetrii a-PZT. Wykresy szczegélnych postaci funkcji celu sg przed-
stawione na rysunkach (Rys. 2.7-2.9), gdzie czerwony punkt oznacza optymalne

wartosci x, 1 x1,. Obliczenia zostaly wykonane z doktadnoscig do 0.001 m, 0§ pozioma



32 Redukcja drgan belki

ilustruje zmieniajaca sie wspotrzednag punktu z, na dhugosci belki, za$ na osi pionowej
zmieniano asymetrie a-PZT poprzez zmiang proporcji ramion wyrazong wspotrzedna
T1q [12]

0.08
150
0.06
1

8 100 0.04

50 0.02

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
L

Rys. 2.7 Funkcja Aj, ; = Aj, (714, 74) dla pierwszej postaci drgan whasnych.

F il

100 200 400 700 900 1000
Zq

Rys. 2.8 Funkcja Aj, ; = A}, (714, 7,) dla drugiej postaci drgaii wasnych.

0.12
0.1

0.08
0.06
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0.02
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Rys. 2.9 Funkcja Aj ; = Aj (214, 74) dla trzeciej postaci drgaii whasnych.
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2.4. Redukcja drgan z regulatorem LQR

Optymalizacja rozmieszczenia s-PZT moze takze przebiega¢ w $wietle dynamiki
procesu aktywnej redukeji drgan [45]. Aby rozpatrzeé stan przejSciowy tego procesu,
nalezy uwzgledni¢ rozwigzanie w dziedzinie czasu. Korzystajac z analizy modalnej,
mozna wyrazi¢ rozwiazanie réwnania (2.1) jako liniowa kombinacje postaci drgan

wtasnych:

=3 X0 (2.59)

gdzie, po rozdzieleniu zmiennych, 7,(t) jest zaleznym od czasu rozwiazaniem réwnania

(2.1). Podstawiajac réwnanie (2.59) do réwnania (2.1) otrzymuje sie:

> [EID X, (@)nu(t) + (05 + ) Xiiu(t)| = f (1) (2.60)

=1

Nastepnie, mnozac réwnanie (2.60) przez X, (z) i catkujac od 0 do ¢ mozna otrzymac:

7 (t) (EJ / Z Xv(x)D‘*Xv(w)da:) +i(t) [ " (08 + o) X2(x)ds =

, (2.61)
:/ Xo(z)f(z,t)dz
0
gdzie, na podstawie réwnania (2.6), D*X,,(z) = M X, (x):
¢ ¢ ¢
n(ONES [ X2(w)de +iiu(0)oS [ X(@)dotin(am [ X3@)ds =
0 0 , (2.62)
:/ Xo(z) f(z,t)dx
0
Nastepnie, stosujac warunek ortogonalnoéci oS f(f X2(z)dx = 1:
EJ X2(x
s 0+ (1 + 0 Q( ) / X (2.63)

Co mozna zapisa¢ jako réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu:

EJ\! 0S
2 nv(t) =
0S + mX2(z,,)

iio () + / "X (@) f (2, )da (2.64)

0S +mX2(xzm) Jo
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Prawa strona réwnania (2.64) reprezentuje wymuszenie. W analizie dynamiki aktywnej
redukcji drgan zatozono wymuszenie jedynie od aktuatorow przy sterowaniu w otwartej
petli. Przyjeto, ze konfiguracja PZT zapewniajaca najwieksza odpowiedz struktury,
jednoczesnie w sposéb najbardziej efektywny bedzie redukowaé drgania w przypadku
dodatkowego wymuszenia zewnetrznego, zaktocajacego. Przy sterowaniu w zamknigtej
petli z regulatorem LQR, wymuszenie w postaci skoku jednostkowego byto ttumione
aktuatorem. Jako wskazniki efektywnosci drgan i jednocze$nie sktadowe funkeji celu

przyjeto dwa parametry:
1— amplituda drgan w otwartej petli sterowania bez regulatora,
2— amplituda drgan przy sterowaniu w zamknietej petli z regulatorem LQR.

W przypadku pierwszego parametru szczegdlna postac¢ funkcji celu jest zwigzana
z obliczeniem amplitudy drgan belki w arbitralnie obranym punkcie interpretowanym
jako czujnik punktowy, tutaj Tsensor. W obliczeniach przyjeto, ze wspoétrzedna czujnika
punktowego jest wspotrzedna masy punktowej Zsensor = . Na podstawie [65] mozna
zapisa¢ wzér na funkcje przejscia przy zalozeniu, ze wymuszeniem jest uogdlniony

model aktuatora, czyli a-PZT:

. kagp [(aXo(1a) = (01 + )Xo (za) + 0 X0 (220)] Xo (@,
) = 32 s Fl) = ) k)] e

v=1

(2.65)

gdzie: ke = gsurm"i)fg(x) i p, jest uogdlnionag masa dana zaleznoscia
¢ v

05 Jo Xo(2)X;(x) = pw0u;-
Amplituda drgan otwartej petli sterowania zostata obliczona z przebiegu odpowiedzi

skokowej uktadu (2.65). Skok jednostkowy dany jest wzorem [43]:

0 dla ¢<0
1(t) = * (2.66)
1 dla ¢t>0

Transformata Laplace’a takiej funkcji jest réwna %, zatem odpowiedzig uktadu jest
Y(s) = @ Nastepnie, stosujac odwrotng transformacje Laplace’a, mozna przejs¢ na

dziedzing czasowsg [43]:
Your(t) = L7 {Y (s)} (2.67)

Przebieg czasowy 4, (t) jest punktem wyjsciowym do optymalizacji. W funkcji przejscia

G(s), réwnanie (2.65), zawarte sa parametry geometryczne ogélnego modelu PZT
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wptywajace na efekt redukcji drgan. Zaréwno potozenie a-PZT dane wspotrzedna z,,
jak i asymetria ramion aktuatora, wyrazona przez xi, lub xs,, wptywaja na amplitude
drgan uktadu po wymuszeniu skokiem jednostkowym. Maksymalna amplituda drgan
odpowiedzi skokowej zapewni maksymalng efektywnos¢ procesu redukeji drgan, zatem

szczegblng postac funkeji celu mozna zapisa¢ jako:

J = max(|you(t)]) (2.68)

Drugim z parametréw, ktérych optymalizacja moze wskazaé konfiguracje PZT mak-
symalizujaca efektywnos$é aktuatora, jest amplituda drgan przy sterowaniu w petli
zamknietej z regulatorem LQR. W tym celu zapisano rownania modelu w przestrzeni

stanow:
x = Ax + Bu

y— Cx (2.69)
gdzie: x(t) — wektor stanu, y(t) — wektor wyjscia, u(t) — wektor wejscia, A — macierz
stanu, B — macierz wejscia, C — macierz wyjscia.

Uktad sterowania jest uktadem ze sprzezeniem zwrotnym. W celu symulacji procesu
aktywnej redukcji drgan postuzono sie regulatorem LQR, ktory okresla rozwiagzanie
dla problemu LQ [93]. Problem ten dotyczy uktadu dynamiki, ktéry opisany jest
uktadem liniowych réwnan rozniczkowych, zas jego koszt okreslny jest przez funkcjonat

kwadratowy dany rownaniem:
JLQR = /0 (yTQy + uTRu> dt (270)

gdzie Q i R sg macierzami wagowymi. Minimalizacja funkcji kosztu (2.70) prowadzi do
otrzymania optymalnego wzmocnienia regulatora. Wektor wejscia, ktéry minimalizuje

koszt okreslony jest przez réwnanie:
u=-Kx (2.71)
gdzie optymalne wzmocnienie K dane jest wzorem:
K=R 'B'P (2.72)
gdzie P jest rozwiazaniem réwnania Riccatiego [65]:

AP +PA -PBR 'B'’P+Q =0 (2.73)
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Regulator LQR zostal zaprojektowany dla przypadku ogélnego (a-PZT):

A= { 0 “’“] (2.74)

B =

0
N;lﬂeféz Xy (210) — (b1 + C2) X (2a) + ngu(l’ga)]] (2.75)

C=[0 Xu(wn)] (2.76)

Q=C"C (2.77)

I =

Fwym

0 ] (2.78)

gdzie I" reprezentuje wymuszenie, I'yy,, - stala.

Do punktowego pomiaru zostal wybrany czujnik predkosci w arbitralnie obranym
punkcie xz,,. Symulacje aktywnej redukcji drgan z regulatorem LQR wykonano w sro-
dowisku MATLAB korzystajac z funkcji lgr [76]. Efektem wywolania funkcji jest
otrzymanie optymalnej macierzy wzmocnien K, ktéra postuzyta do wygenerowania
przebiegéw czasowych zamknietej petli sterowania.

W tym przypadku szczegdlng postacia funkcji celu jest amplituda drgan w punkcie

Tm Przy sterowaniu w petli zamknietej:

J =min(|Xrgr(Tm,t)|) (2.79)

2.4.1. Redukcja drgan przy zastosowaniu s-PZT

Funkcja przejscia dla s-PZT zostata zdefiniowana na podstawie rownania (2.65),
z tym, ze przyjeto rowne dtugosci ramion par sit {1 = ¢y = ;. Zatem optymalizacja
w tym przypadku jest jednoparametrowa i dotyczy tylko punktu z,. Rys. 2.10
prezentuje wyniki optymalizacji dla trzech pierwszych postaci drgan wtasnych. W celu
poprawy czytelnosci wykresu przeskalowano przebiegi dla pierwszej (mnoznik réwny 5)

i trzeciej postaci drgan wlasnych (mnoznik réwny 10).
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x1073

400 500 600 700 800 900 1000
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Rys. 2.10 Rozktad amplitudy odpowiedzi uktadu przy sterowaniu w otwartej petli dla
pierwszych trzech modéw: 1 — Your:1, 2 — Yout:2, 3 — Yout:3-

Optymalizacja jednoparametrowa dla s-PZT wskazuje nastepujace punkty jako
umiejscowienie aktuatora zapewniajace najwicksza amplitude drgan w otwartej petli
sterowania: {4, } = {51, Ts2, Ts3} = {0.406,0.837,0.182} x £. Zaréwno dla pierwszej,
jak i drugiej postaci drgan wtasnych, procedura optymalizacyjna wskazata punkty
lezace w poblizu maksymalnego momentu gnacego belki, natomiast dla trzeciej postaci
drgan wtasnych optymalnym rozmieszczeniem s-PZT okazat sie punkt lezacy w poblizu
maksimum lokalnego. Te same wyniki co do wspétrzednych z,,, data optymalizacja
w oparciu o amplitude sygnatu przy sterowaniu w petli zamknietej, Rys. 2.11. W tym
przypadku funkcja jest minimalizowana. Przeskalowano przebiegi dla drugiej (mnoznik
réwny 1.3) oraz trzeciej postaci drgan wlasnych (mnoznik réwny 12) w celu poprawy

czytelnosci wykresu.

x1073

4.4 + 1 i

1 1 1 | 1 | 1 1

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
T

Rys. 2.11 Rozktad amplitudy drgan przy sterowaniu w peli zamknietej dla pierwszych
trzech modow: 1, 2, 3 - odpowiednio: pierwszy, drugi i trzeci mod.
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2.4.2. Redukcja drgan przy zastosowaniu a-PZT

Aktuator asymetryczny, jako przypadek ogdlny, wymaga optymalizacji dwuparame-
trowej [12]. Podobnie jak w przypadku optymalizacji dla drgan w stanie ustalonym,
celem optymalizacji jest znalezienie poltozenia a-PZT (wyrazonego przez x,) i asymetrii
a-PZT (wyrazonej przez 1, lub xy,), ktére zapewnia: maksymalna odpowiedz uktadu
na skok jednostkowy oraz minimalna wartos¢ amplitudy drgan przy sterowaniu w petli
zamknietej z regula,torem LQR. Rysunki 2.12-2.14 prezentuja sformutowane funkcje

celu, réwnania (2.68) i (2.79), dla pierwszych trzech modow.

150 0.122
H100 H 100 0.12
50
0.118
800 1000 200 400 600 800 1000
L Lq

Rys. 2.12 Rozklad amplitudy odpowiedzi uktadu x10~% w punkcie x,, przy sterowaniu
w otwartej petli (po lewej) oraz z regulatorem LQR (po prawej) dla pierwszego modu.

DO

0
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& 100 10 & 100
50 0.042
0
800 1000 800 1000
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Rys. 2.13 Rozklad amplitudy odpowiedzi uktadu x10~% w punkcie z,, przy sterowaniu
w otwartej petli (po lewej) oraz z regulatorem LQR (po prawej) dla drugiego modu.
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Rys. 2.14 Rozklad amplitudy odpowiedzi uktadu x10~% w punkcie z,, przy sterowaniu
w otwartej petli (po lewej) oraz z regulatorem LQR (po prawej) dla trzeciego modu.

Czerwone punkty na Rys. 2.12-2.14 wskazuja punkt optymalny, ktérego wspotrzedna

na osi poziomej dotyczy potozenia a-PZT, za$ na osi pionowej asymetrie aktuatora.
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Zaréwno pierwsze jak i drugie podejscie do optymalizacji a-PZT wskazalo ten sam
punkt.

2.5. Pordéwnanie s-PZT i a-PZT

2.5.1. Redukcja drgan w stanie ustalonym

Amplituda drgan belki zostata wyznaczona dla zakresu czestotliwosci w postaci
widma amplitudowego. Rysunki 2.15-2.17 przedstawiaja efekt dziatania s-PZT i a-PZT.
Dla kazdej postaci drgan wtasnych wida¢ wyrazng przewage asymetrycznego aktuatora.
Redukcja drgan z wykorzystaniem a-PZT wykazuje wigksza efektywnosé w calym
rozpatrywanym zakresie czestotliwosci dla kazdego modu. Tabela 2.2 przedstawia dane
liczbowe tj. punkty okreslajace potozenie s-PZT i a-PZT na strukturze, asymetrie
ramion aktuatora w przypadku a-PZT oraz procentowe wartosci wskaznika efektywnosci
redukcji drgan dla trzech pierwszych modow. Wyniki w tabeli dotycza obliczen
wykonanych dla czestotliwosci bliskiej czestotliwosci rezonansowej i dla kazdego modu
byta to warto$¢ {wy,, } = {w,} — 0.05 rad/s.

s-PZT a-PZT
N ag[m] Ry[%] {f1, f2} [N] {1, 6} [m] zam] Ry [%]
X, 1.3830 0.39  98.50 {2.9551,0.9027} {0.0468,0.1532} 0.39  99.89
Xo 1.3800 0.85  95.74 {0.9256,2.7112}  {0.1491,0.0509} 0.85  99.82
X3 1.0900 0.45  94.93 {1.8167,0.7786} {0.0600,0.1400} 0.45  99.71
Tab. 2.2 Wyniki wskaznika efektywnosci redukcji drgan R,,.

25

[ [Hz]

Rys. 2.15 Odpowiedz czestotliwosciowa dla pierwszego modu: bez redukeji (kolor
czarny), z dziataniem s-PZT (kolor czerwony), z dziataniem a-PZT (kolor niebieski).
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Rys. 2.16 Odpowiedz czestotliwo$ciowa dla drugiego modu: bez redukeji (kolor czarny),
z dziataniem s-PZT (kolor czerwony), z dziataniem a-PZT (kolor niebieski).
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Rys. 2.17 OdpowiedZ czestotliwosciowa dla trzeciego modu: bez redukeji (kolor czarny),
z dziataniem s-PZT (kolor czerwony), z dziataniem a-PZT (kolor niebieski).

2.5.2. Redukcja drgan z regulatorem LQR

Obliczone polozenie s-PZT (zy), a-PZT (z,) oraz asymetria a-PZT (xy,) postuzylty
do weryfikacji efektywnosci dziatania aktuatoréw w pasmie czestotliwosci, Tab. 2.3.

s-PZT a-PZT
zsm] {6, 6>} [m] q[m]
X, 0.406  {0.053,0.147}  0.394
X, 0.837  {0.143,0.057}  0.846
X, 0.182  {0.100,0.100}  0.178

Tab. 2.3 Wyniki optymalizacji amplitudy drgan przy sterowaniu w petli otwartej oraz

zamknietej z regulatorem LQR.
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Zgodnie z przyjetymi kryteriami optymalizacji, wyznaczono odpowiedz czestotli-
wosciowg uktadu przy sterowaniu w petli otwartej bez regulatora. Byl to pierwszy
wskaznik zwigzany z dynamika aktywnej redukcji drgan, réwnanie (2.68). Drugim
parametrem byta amplituda drgan przy sterowaniu z regulatorem LQR, réwnanie
(2.79). Schemat uktadu sterowania ilustruje Rys. 2.18, [47]. Rysunek 2.19 przedstawia
odpowiedz czestotliwosciows przy sterowaniu bez regulatora dla s-PZT i a-PZT.

zakldcenie
wartosé l
zadana x = Ax + Bu wyjscie

—

y=Cx

Rys. 2.18 Schemat odpowiedzi sterowania w petli zamknietej z regulatorem LQR.

Nalezy podkresli¢, iz w otoczeniu punktu optymalnego odpowiedzi obu uktadow
(z s-PZT i a-PZT) sa poréwnywalne, stad nalozenie na siebie dwoch charakterystyk
z Rys. 2.19 nie daje jednoznacznej odpowiedzi. Dlatego na Rys. 2.20-2.23 pokazano

zblizenie fragmentu wykresu w mniejszej skali.

E E
— 1070} — 1070
a3 /___,‘,—n// \,\\N-N ﬁ
L L L — L L L
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
J [He] J [He]

Rys. 2.19 Odpowiedz czestotliwo$ciowa uktadu przy sterowaniu w petli otwartej bez
regulatora dla pierwszego modu; s-PZT (czerwony), a-PZT (niebieski).

| X1 ()] [m]

0 5 1‘0 1‘5 20 25 3i4 3.l6 3.‘8 4

f [Hz] [ [He]
Rys. 2.20 Odpowiedz czestotliwoéciowa uktadu przy sterowaniu w petli otwartej bez
regulatora (po lewej) dla pierwszego modu, przyblizenie wykresu (po prawej); a-PZT
(niebieski), s-PZT (czerwony).
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Rys. 2.21 Odpowiedz czestotliwosciowa uktadu przy sterowaniu w petli zamknietej
z regulatorem LQR (po lewej) dla pierwszego modu, przyblizenie wykresu (po prawej);
a-PZT (niebieski), s-PZT (czerwony), bez redukcji (czarny).
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Rys. 2.22 Odpowiedz czestotliwosciowa uktadu przy sterowaniu w petli otwartej bez
regulatora (po lewej) dla drugiego modu, przyblizenie wykresu (po prawej); a-PZT
(niebieski), s-PZT (czerwony).
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Rys. 2.23 Odpowiedz czestotliwosciowa uktadu przy sterowaniu w petli zamknietej
z regulatorem LQR (po lewej) dla drugiego modu, przyblizenie wykresu (po prawej);
a-PZT (niebieski), s-PZT (czerwony), bez redukeji (czarny).

W przypadku trzeciej postaci drgan wlasnych, efektem dziatania dwdch algorytmow
opartych o dynamike aktywnej redukeji drgan, byt wynik wskazujacy drugie w kolejnosci
ekstremum momentu gnacego (maksimum lokalne), nie za$ ekstremum globalne. Wobec
czego uogdlniony model aktuatora (a-PZT) wskazal na brak asymetrii ramion, Rys. 2.14,

wiec optymalnym rozwigzaniem jest s-PZT.
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Rys. 2.24 Odpowiedz czestotliwoéciowa uktadu przy sterowaniu w petli otwartej bez
regulatora i z regulatorem dla trzeciego modu; a-PZT = s-PZT (niebieski), bez redukeji
(czarny).

7 uwagi na fakt, iz roznica w wykresach nie jest wyraznie widoczna, na potrzeby
weryfikacji efektywnosci dziatania porownywanych aktuatoréw, zdefiniowano nowy

wskaznik, ktory jest catka z widma amplitudowego:

f
Iy, = /f X (@, )] df (2.80)

gdzie f, i fs sa granicami catkowania. Tabela 2.4 przedstawia wyniki catkowania.

amplituda uktadu petli otwartej amplituda uktadu petli zamknietej z LQR

Xy s-PZT a-PZT s-PZT a-PZT

1 1.85945 - 107° 1.86830 - 107>  4.48051 - 1072 4.47546 - 1072
2 4.62072 - 1075 4.69690 - 1075 3.27011-1072 3.24411 - 102
3 3.40668 - 10~° 9.64965 - 1073

Tab. 2.4 Wyniki wskaznika [, .

2.6. Podsumowanie

Podejscie do optymalizacji a-PZT bazujace na wskazniku efektywnosci drgan
R, wskazato na wyrazng asymetrie ramion a-PZT. Procedury optymalizacyjne biorace
pod uwage dynamike aktywnej redukcji drgan takze wykazujg asymetrie w konstrukeji
a-PZT. Jednakze stopien asymetrii uzyskany w pierwszym podejéciu rézni sie od tego
uzyskanego druga metoda. Rysunki 2.25-2.27 ilustruja umiejscowienie oraz stopien
asymetrii aktuatoréw na strukturze dla pierwszych trzech modéw na tle wykresu
momentu gnacego belki. Dalej rozrézniono dwa gtowne podejscia do optymalizacji:
pierwsze bazujace na Scistych przestankach i traktujace o problemie w stanie ustalonym

oraz drugie, biorace pod uwage dynamike aktywnej redukeji drgan. W zwiazku z tym,
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oznaczono poprzez zbiér {x,, (1, s} rozwiazanie otrzymane w pierwszym podejsciu

oraz przez {xk, (i, (5} rozwiazanie otrzymane drugim podejSciem.

40 T T T T

Rys. 2.25 Umiejscowienie oraz asymetria aktuatoréw na strukturze dla pierwszego
modu: czerwony (s-PZT), niebieski (a-PZT), zielony (a-PZT*).

Rys. 2.26 Umiejscowienie oraz asymetria aktuatorow na strukturze dla drugiego modu:
czerwony (s-PZT), niebieski (a-PZT), zielony (a-PZT*).
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Rys. 2.27 Umiejscowienie oraz asymetria aktuatoréw na strukturze dla trzeciego modu:
czerwony (s-PZT), niebieski (a-PZT), zielony (s-PZT*).






Rozdziat 3

Redukcja drgan plyty tréjkatne;j

3.1. Drgania wymuszone z aktuatorem PZT

Jako obiekt badan wybrano ptyte w ksztalcie trojkata prostokatnego. Obowigzujace
rownanie opisujace drgania poprzeczne ptyty tréjkatnej jest réwnaniem bazujacym na
teorii Kirchhoffa-Love’a dla plyt cienkich [38], [68], [48]:

O*w(z,y,t)

Viw(e,y,t) + oh=——577= = f(w.y,1) (3.1)
W stanie ustalonym réwnanie przyjmuje forme:
" ohwy

gdzie w = w(x,y) — poprzeczne przemieszczenie plyty, [m]; h — grubo$é ptyty, [m];
f = f(z,y) — sity zewnetrzne, [N]; V4 — biharmoniczny operator rézniczkowy. Warunek
brzegowy swobodnego podparcia jest wymuszony na wszystkich krawedziach ptyty,

Rys. 3.1:
w(xz,y) =0 My (z,y)=0 dla z=0

w(x,y) =0 My(z,y)=0 dla y= (3.3)
w(z,y) =0 My(z,y)=0 dla y=1-=z

gdzie: M,(z,y) = —Ny(D2w + vDJw), My(x,y) = —Ny(Dw + vD}w) i wyrazenie
M, (z,y) okresla moment gnacy plyty na przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego
M,(z,y) = —Nw(Dgw + vD2?w), p — of na kierunku przeciwprostokatnej trojkata

prostokatnego, n — 08 na kierunku prostopadltym do przeciwprostokatnej.
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Rys. 3.1 Plyta tréjkatna swobodnie podparta na wszystkich krawedziach.

Sity zewnetrzne, podobnie jak w przypadku belki, oznaczaja zaréwno wymuszenie

zewnetrzne pobudzajace ptyte do drgan, jak i sity sktadajace si¢ na model aktuatoréw:

f(x,y) :fE(xuy)—i_fPZT(x’y) (34)

gdzie wymuszenie zewnetrzne fr = fg(x,y), bedace zaktéceniem w aktywnej redukeji

drgan, przyjmuje forme sity punktowe;j:

fe(z,y) = fod(z — 20,y — yo) (3.5)

gdzie fy —amplituda sity wymuszajacej, [N]; (xo, o) — punkt przytozenia sity wymu-
szajacej.

Sity modelujace dziatanie PZT fpzr = fpzr(z,y) zaleza od jego ksztattu i analogicz-
nie do przypadku jednowymiarowego, mozna je znalez¢ wychodzac od podejscia, ktére
implikuje wprowadzenie zastepczych momentéw gnacych dziatajacych na strukture

w miejsce PZT.
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3.1.1. Problem drgan wtasnych

Problem drgan wtasnych zostal rozwigzany metoda superpozycji, ktora dla ptyt
o ksztaltach trojkata, rombu lub trapezu, zostata wprowadzona przez D. J. Gormana
[31], [32], [92] i rozwijana w jego zespole badawczym [71], [72]. Metoda ta, nazy-
wana rowniez metoda Gormana, umozliwia rozwiazanie problemu drgan wtasnych dla
dowolnych kombinacji klasycznych warunkéw brzegowych. Wezesniej, rozwiagzanie
analityczne dla ptyt cienkich bylo znane jedynie dla ptyt prostokatnych o wszystkich
krawedziach swobodnie podpartych (metoda Naviera) lub dla pary krawedzi swobodnie
podpartych (metoda Lévy’ego). Metoda Gormana znajduje swoje zastosowanie nie
tylko w przypadku ptyt prostokatnych, ale takze zostata z powodzeniem zastosowana
do rozwigzania bardziej skomplikowanych probleméw drgan struktur sprezystych. Roz-
wigzanie dla omawianego przypadku plyty w ksztalcie trojkata prostokatnego zostato
zaprezentowane w [71], [72], w niniejszej pracy rozwiazano ten problem w taki sam

spos6b. Rozwiazywane réwnanie jest réwnaniem jednorodnym réwnania (3.2):
A?w — Xw =0 (3.6)

gdzie \* = %ih jest wartos$cig wlasng. Warunki brzegowe opisane sg réwnaniami
(3.3). Na poczatku wprowadza sie bezwymiarowy uklad wspétrzednych: & = z/a,
n =1y/bi = b/a— wspblezynnik okreslajacy proporcje bokéw. Wprowadzenie takiego
uktadu wspotrzednych umozliwia rozwigzanie problemu dla trojkata prostokatnego
o dowolnych wymiarach, jednakze w pracy, dla uproszczenia, przyjeto wymiary ptyty
a =1, b=1. Schemat rozwigzania metoda superpozycji polega na zastosowaniu idei
Lévy’ego, bazujac na dwoch prostokatnych blokach B1 i B2 swobodnie podpartych na
trzech krawedziach, Rys. 3.2.

Jim w(€,n) = ij Y, () sin(mm€) (3.7)
m=1
gdzie rozwiazanie Y,,(n) dane jest zaleznoscia:
Y.(n) = Ay, cosh(B,,n) + By, sinh(5,,m) + Cp sin(y,,n) + Dy cos(mn) (3.8)
lub

Y (n) = A cosh(Bmn) + By, sinh(8,,n) + Cp, sinh(v,,n) + Dy, cosh(y,n) (3.9)
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2

w zaleznosci od tego czy wyrazenie A2 — (mm)? ma warto$é ujemng czy dodatnia.

Jezeli A2 > (mm)? nalezy wzia¢ réwnanie (3.8), jezeli A2 < (m)? nalezy zastosowaé
(3.9). Oznaczenia pozostalych symboli: f3,,, = 1/ A2 4+ (mm)2, Y = Y1/ A2 — (mm)? lub

Ym = U/ (mm)? — A2, przy czym bierze sie te warto$é ~,,, ktéra jest rzeczywista. A,,,

By, Cp, Dy, sa stalymi do wyznaczenia z warunkéw brzegowych. Wyrazenie A2 jest
zdefiniowane zgodnie z [31], [32], [71], [72], A2 = wa?\/0/N,, i nie uwzglednia grubosci
plyty.

n n

1 | | | 1 ([~ [~

B1 B2

Rys. 3.2 Bloki uzyte do rozwigzania.

Blok B1 jest zwigzany z wymuszeniem warunku brzegowego poprzecznego prze-
mieszczenia, zas blok B2 wymusza warto$¢ momentu gnacego. Z réwnania (3.7) wynika
bezposrednio, ze kazdy z dwoch blokéw spelnia automatycznie warunek brzegowy swo-
bodnego podparcia na brzegach £ = 01 & = 1. Wymuszenie zerowego przemieszczenia
poprzecznego plyty oraz zerowego momentu gnacego na trzeciej krawedzi n = 0 skut-
kuje uproszczeniem dwéch statych w rozwiazaniu (3.8-3.9), A,, = D,,, = 0. Poprzeczne

przemieszczenie ptyty dla czwartego brzegu n = 1 moze by¢ zapisane przez:

hm wp1(€,1) Z G1im(n) sin(mm§) (3.10)

oraz jednorodny warunek brzegowy momentu gnacego. Kompletne rozwigzanie dla

pierwszego bloku B1 przyjmuje forme:

wp1(&,m) Z G1mB11m [Sinh(Bmn) + O1m sin(vmn)] sin(mnré)+
=12 (3.11)

+ > Gimboom [sinh(B,,n) + Oap, sinh(v,,n)] sin(mmf)

m*+1



3.1 Drgania wymuszone z aktuatorem PZT 51

gdzie (1, sa wspotczynnikami w szeregu Fouriera, m = 1,2,..., m*. Pierwsza czes¢
szeregu jest zwigzana z warunkiem \? > (mm)?, za$ druga czes¢ szeregu powinna by¢

uzyta, gdy A2 < (mm)?; oznaczenia pozostatych symboli:

B (82, — vip*(mm)?] sinh 3,

) _ (B~ v (mm)?]sinh
" B+ v sin

O =
1 2, = g2 (mr)?] sinth

1 1
9 m — 6 m =
1 sinh 8, + 01, sin vy, 22

(3.12)

sinh f3,,, + 03, sinhv,, (3.13)

Drugi z blokéw (B2) jest opisany jednorodnym warunkiem brzegowym poprzecznego

przemieszczenia oraz momentem gnacym na krawedzi n = 1:

lim — Z Gom sin(mm§) (3.14)
m=1
W $wietle obowiazujacych warunkow brzegowych, rozwiazanie Lévy’ego dla drugiego

bloku moze by¢ otrzymane z réwnania (3.11) przez zamiane wspétczynnikow Gy, na

Ggmi

wp1(&,m) Z G1mB11m [$Inh(B,0) + 015 sin(v,,n)] sin(mmré)+
m=12.. (3.15)

+ > Gimboom [sinh(B,,n) + Oap, sinh(v,,n)] sin(mmf)

m*+1

gdzie symbole 0y,,, 02y, O11m Oraz Oss, dane sa zaleznos$ciami:

0. — _ sinh Bm 0. — _ sinh Bm (3.16)
tm sin vy, am sinh 7, '
1 1
Orim = — 25— . O22m = — (3.17)

B2, sinh B, — 01,72, sin v, B2, sinh f3,,, + 09,72, sinh v,

Superpozycje blokéw Bl i B2 osigga sie poprzez zsumowanie indywidualnych wkta-
déw w odpowiednie warunki brzegowe. Natozenie na siebie dwéch blokow skutkuje
otrzymaniem obszaru, gdzie dwie sasiadujace krawedzie (przyprostokatne trojkata
prostokatnego) sa swobodnie podparte, Rys. 3.3. Warunek brzegowy swobodnego
podparcia dla przeciwprostokatnej p zostanie wymuszony poprzez dostosowanie wspot-
czynnikéw w szeregu Fouriera Gy, i G, wystepujacych w rozwiazaniu wg(€,n)

i wpa(&,n) metoda Lévy’ego.
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Rys. 3.3 Superpozycja blokow B1 i B2.

Os$ lezaca na przeciwprostokatnej p mozna zapisa¢ przy pomocy wspotrzednych
En:n=1—¢& W ten sposob otrzymuje si¢ rozwiazanie na trzeciej krawedzi trojkata

wpi(§,1—§) iwpa(§,1—=¢):

*

wpi1(€,1—¢&) = g: G1mB11m [SInh (5 (1 = £)) + O1p sin(y, (1 — £))] sin(mmé)+
m=1,2,...

+ i Gimbazm [sinh (5, (1 — €)) + bap, sinh(7y,, (1 — &))] sin(mn§)
m*+1

(3.18)
Rozwiagzanie dla bloku B2 otrzymuje sie poprzez zamiane wspétczynnikéw Gy, na Ga,,

oraz przy uzyciu odpowiednich zaleznosci dla parametrow 01,,, O2m, O11m, O22m:

*

wpa(61 =€) = Y Gl [S(B(L — ) + Busin(n(1 — €))] sin(mmé)+
m=1,2,...

+ f: GomB2om [sinh (5 (1 — £)) + oy, sinh (4, (1 — £))] sin(mn)
m*+1

(3.19)
Wktad do warunku brzegowego okreslajacego moment gnacy na przeciwprostokat-
nej réwniez musi by¢ okreslony. Rdéwnanie opisujace moment gnacy na dowolnej
linii na ptaszczyZnie ptyty zostalo wyprowadzone przez Timoszenke [77] i w formie
bezwymiarowej dla ptyty trojkatnej o bokach rownych jednosci, przyjmuje postac:
0w 0w 0w

Mn - —Nw 9174—0274-6

5 57 T 3ean (3.20)

gdzie: 0, = cos® a+vsin? a, 0y = sin? a+v cos® a, 3 = (1—v)sin 2, o — kat pomiedzy

normalna do dowolnej linii (tu — przeciwprostokatna), a osia &.
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Réwnanie (3.20) wymaga obliczenia pochodnych czastkowych zaréwno dla bloku B1,
jak i dla bloku B2. Po wyznaczeniu pochodnych i podstawieniu ich do réwnania (3.20)
otrzyma sie udziaty poszczegdlnych blokéw do momentu gnacego na przeciwprostokatnej
p. Zatem wktady Bl i B2 w odpowiednie warunki brzegowe zostaty okreslone dla
wszystkich krawedzi trojkata.

Nastepnym krokiem jest zgrupowanie wszystkich indywidualnych sktadowych kaz-
dego z warunkow brzegowych i dostosowanie wartosci wspoétczynnikéw w szeregu
Fouriera Gy, i Ga,, tak, aby wszystkie warunki brzegowe byty spetnione jednoczesnie.
Warunek brzegowy swobodnego podparcia oznacza zerowe poprzeczne przemieszczenie
oraz zerowy moment gnacy na wszystkich krawedziach. Oznacza to, ze zsumowane
sktadowe indywidualne blokéw Bl i B2 powinny byé¢ réwne zero. Metoda prowa-
dzi do otrzymania uktadu jednorodnych réwnan algebraicznych o rozmiarze 2k x 2k,
gdzie k jest liczbag wspotczynnikow w szeregu Fouriera. W przypadku rozwiazan
nietrywialnych, wyznacznik z macierzy gtéwnej powinien by¢ réwny zero, a poszuki-
wanymi warto$ciami wlasnymi A2 sg warto$ci spelniajace réwnanie. Na podstawie

przeprowadzonych obliczen wyznaczono wartosci wtasne macierzy, Tab. 3.1, Rys. 3.4.

Posta¢ drgan wlasnych

1 2 3 4 5 6
A2 =wy/0/N, 49.34802 98.69605 128.30484 167.78329 197.39210 246.74010

Tab. 3.1 Wartosci wtasne dla pierwszych pieciu modéw plyty tréjkatne;j.

10715 T T T T T T T T T
< 1o
£

10~25 I I | | | | I I I

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Rys. 3.4 Znalezione wartosci wtasne \,.

Obliczone wartosci wlasne zgadzaja sie z [71] dla ptyty tréjkatnej o przyprosto-
katnych réwnej dtugosci. Przy rozwigzywaniu problemu drgan wtasnych metoda
superpozycji, nalezy mie¢ na uwadze wystepowanie tzw. falszywych pierwiastkow

(ang. false roots), ktére w tym przypadku takze istnieja i sa wielokrotnosciami liczby
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Ao = 4.442882 wlacznie z sama liczba 4.442882. Zgodnie z [31], [32], takie pier-
wiastki nalezy pominaé¢. Superpozycja dwoch blokéw Bl i B2 prowadzi do otrzymania

rozwigzania problemu drgan wlasnych dla ptyty tréjkatnej:

w(fﬂ?) = wBl(fﬂ?) +w32(€777) (321)

Wykresy pierwszych szesciu postaci drgan wlasnych ilustruje Rys. 3.5.

1

Rys. 3.5 Wykresy pierwszych szesciu postaci drgan wlasnych.

Powrét do uktadu wspétrzednych (x,y) odbywa si¢ poprzez przeksztatcenie £ = z/a,

n = y/b. W niniejszej pracy przyjeto dla uproszczenia a = b = 1, zatem:

w(&,n) = w(z,y) (3.22)
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3.1.2. Rozwigzanie ré6wnania drgan wymuszonych

Zaktadajac, ze poprzeczne przemieszczenie plyty oraz wymuszenie sa funkcjami

harmonicznymi, mozna wyrazi¢ te funkcje jako:

=Y Awy(z,y) (3.23)

f(z,y) =>_ Bowy(z,vy) (3.24)

gdzie A, sa stalymi do wyznaczenia oraz

B, = = [[ 1. pywfe ey

// (z,y)dzxdy

Funkcja f(x,y) reprezentuje zaréwno wymuszenie powodujace drgania plyty oraz sity

(3.25)

modelujace aktuator, réwnanie (3.4). Zatem pierwsza catka w réwnaniu (3.25) moze

by¢ podzielona na dwie catki I,.; = I,.p + I,,p, gdzie:

Ik ://Q fe(x, y)w,(z,y)dedy =

(3.26)
= //Q fod(z — o,y — yo)wy (2, y)dzdy = fow,(xo, yo)
oraz catka zwigzana z PZT:
]U;P = /Q fPZT(xa y)wv(xv y)d!L‘dy (327)

Znajac calki (3.26-3.27) mozna obliczy¢ wspétezynniki B,,, natomiast A, mozna znalezé
podstawiajac réwnania (3.23-3.24) do réwnania (3.2) z uwzglednieniem postaci drgan

whasnych, réwnanie (3.21):

B,
A= (272 = B2)? —w}’
.28)
B B (3
A, = ° lub A, = °

(V2712 4 92)? — wi
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przy czym bierze sie te wartos¢ A,, ktora jest rzeczywista. Podstawiajac réwnanie
(3.28) do (3.23) otrzymuje sie:

wy(r,y) = Z (iéijz(ij;g2—)i_2]j];)% wy(,Y) (3.29)

v

Sity fpzr(x,y) z calki (3.27) reprezentuja wszystkie sity punktowe sktadajace sie na
PZT. Wspétrzedne punktow przylozenia sit réznia sie w zaleznosci od ksztattu PZT
oraz zaleza od oddzialywania PZT-ptyta. W kolejnym podrozdziale zostanie oméwiony

wplyw sil w calce I,.p bioragc pod uwage roézne ksztalty PZT.

3.2. Modele PZT i oddziatywanie PZT-plyta

Réznica pomiedzy jednowymiarowym, a dwuwymiarowym modelem PZT polega
na tym, ze dla przypadku dwuwymiarowego dodatkowo uwzglednia sie momenty gnace
dzialajace na osi y. Zatem procedura wytworzenia aktuatora jest taka sama. Tak jak
w przypadku belki PZT sktada sie z warstwy materiatu piezoelektrycznego z dodanymi
na powierzchniach ptaskimi elektrodami. Przytozenie napiecia do PZT spolaryzowanego

na kierunku osi z bedzie skutkowaé¢ pojawieniem si¢ odksztatcen [34], [28]:

Eg
€y

gdzie dg;, dss — stale piezoelektryczne, [m/V].

V

hq

d31

3.30
day (3.30)

Zaktadajac trwate przymocowanie PZT do ptyty, analogicznie do przypadku jedno-
wymiarowego aktuatora przymocowanego do belki, wydtuzenie wynikajace z odwrotnego
efektu piezoelektrycznego bedzie ograniczone. Ponadto, wydtuzenie to bedzie dziatac¢
na dwdéch prostopadtych kierunkach. Zjawisko to bedzie skutkowaé¢ pojawieniem sie
momentéw gnacych w ptycie. Zastepcze momenty gnace zastepujg dziatanie PZT i sg
tatwe do okreslenia jezeli PZT jest idealnie przyklejony do struktury oraz rozktad ta-
dunku na powierzchni aktuatora jest staty. Rozklad momentéw gnacych indukowanych

w plycie dany jest zaleznoscia [28]:

oV

; [<x—x1>°—<x—w2>°][<y—y1>°—<y—y2>0}

(3.31)
gdzie C, — stata geometryczno-materiatowa zwiazana z PZT, (z1,v1), (22, y2) — wspdl-

rzedne okreslajace brzegi aktuatora.
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Zatem réwnanie drgan wymuszonych przy wymuszeniu tylko od PZT mozna zapisaé¢
jako [28]:

0*w(z,y,t)
vt t) + oh—— 27 =

V —2 —2 0 0
:Ca—d31[<x—x1> — < T —x9 > H<y—y1> —<y—y2>}+ (3.32)

ha
+C’a;/ad32 [<x—a71 >°—<x—xz>0] [<y—y1 > - <y -y >_2}

gdzie amplitudy momentow gnacych mozna zapisaé jako:

M,
fd OQK
My h/a

Jezeli material piezoelektryczny ma jednakowe wtasciwosci w dwdch prostopadtych

d31

3.33
i, (3-33)

kierunkach (ds; = dsz) to réwnanie (3.33) przyjmuje postac:
V
Mx == My - Cahid?;l (334)

Roéwnania (3.31-3.34) stanowia klasyczne podejécie do modelowania oddziatywania
PZT-ptyta poprzez zastapienie aktuatora momentami gnacymi o rozktadzie ciggtym

dziatajacymi na ptyte.

3.2.1. Model a-PZT

Biorac pod uwage zaleznosé (3.34) mozna stwierdzié¢, ze indukowane w plycie
zastepcze momenty gnace sa rowne co do wartosci amplitudy na kazdym koncu przekroju
poprzecznego aktuatora [28], [35]. Dla aktuatora prostokatnego oznacza to, ze momenty
gnace na przeciwleglych brzegach sa sobie rowne. Dla PZT w ksztalcie kota momenty
gnace na catym brzegu sa takie same. Momenty gnace w kazdym przekroju moga by¢

zastapione dwoma takimi samymi parami sit [15], [16], [11], Rys. 3.6.

2My, = My + Moy = firlix + forlor

(3.35)
firlir = forlok

gdzie: lyy, lor — dtugosci ramion asymetrycznych widkien, [m].
W problemie modelowania a-PZT wzieto pod uwage skonczong ilo$¢ aktywnych

przekrojow, ktore mozna okresli¢ jako wirtualne witokna piezoelektryczne. Widkna
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te zostaly utozone promieniscie z pewnego punktu na plycie. Pierwszym krokiem na
drodze otrzymania ksztaltu a-PZT jest znalezienie tego punktu. Jest to punkt, ktory
taczy wszystkie widkna a-PZT. Drugim krokiem jest optymalizacja dtugosci ramion
kazdego wtokna tak, aby wartosci momentéw gnacych na brzegach a-PZT pozostawaty
state co do wartosci. Optymalizacja w drugim kroku przebiega w identyczny sposéb
jak w przypadku belki, z tym, ze wykonywana jest dla skonczonej liczby wtdkien,
ktérych orientacja na ptaszczyznie plyty zmienia si¢ z pewnym zadanym, stalym katem.
Kazde widkno lezy na innym kierunku okreslonym wersorami nyy, ng, Rys. 3.6. Po
znalezieniu punktu (z,,y,) laczacego wszystkie wtékna oraz po optymalizacji dtugosci
ramion kazdego wtdkna, otrzymuje sie kontur a-PZT w postaci punktow. Nastepnie,
na skutek potaczenia sasiadujacych punktéw, uzyskuje si¢ ksztatt dwuwymiarowego
a-PZT.

Rys. 3.6 Idea modelu a-PZT.

W zwiazku z zamiang zastepczych momentéw gnacych na pary sit, prawg strone

réwnania (3.32) mozna zapisaé jako:

fee(,y) =fied (@ — 210,y — yax) — (e + for)0(7 — o, Y — Ya)+

(3.36)
+ ford(x — Tog, Y — Yor)

gdzie: k — numer widkna sktadajacego sie na aktuator; { fig, for} — sily zwiazane
z k-tym wtdéknem; (x1x, v1x), (%a,Ya), (Tok, Yor)— punkty przytozenia sit dla k-tego

wlokna. Wiokna obrécone sg wzgledem siebie o kat Ay = pr—@k_1. Dla uproszczenia,
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jezeli przyjmiemy lokalny uktad wspéhrzednych o poczatku w punkeie (z,, y,) to dowolny

punkt na plycie mozna opisaé przy pomocy macierzy obrotu:

R(p) = [COS(W) B} Sin(@] (3.37)

sin(y)  cos(p)

co skutkuje otrzymaniem wspotrzednych w nowym uktadzie:

x: _ C(.)S((p) —sin(p)| |z (3.38)
y sin(p)  cos(¢) | |y
Poprzez rotacje uktadu wspétrzednych o staly kat Agy, rozpatrywano asymetrie
kazdego wlokna. Rozpatrzmy przyktadowe widkno z Rys. 3.7. Niech o$ lezaca na

kierunku wiékna {lyx, o} bedzie okreslona przez ay, sity zastepcze oddziatujace na

plyte mozna zapisaé jako:
fr = [fie(d(ar — arx) — 0(ar)) + fau(d(ar + agk) — 0(ar))] (¢ — Apy) (3.39)

gdzie Apy, € [0, 7]. Macierz obrotu (3.37) oraz réwnanie (3.38) umozliwiaja rozpatrzenie
danego wtékna w kontekscie optymalizacji dtugosci ramion i powrét do globalnego
uktadu wspoétrzednych poprzez obrét o kat —Api. W ten sposéb mozna otrzymacd
udziaty wszystkich wlékien we wspéhrzednych kartezjanskich. Réwnanie (3.36) wyraza
dziatanie jednego wldkna PZT na ptyte. Aby wyznaczy¢ dzialanie calego a-PZT nalezy

zsumowadé oddziatywania wszystkich wtokien:
fe = fe(z,y) = frr(z,y) (3.40)
k

Wprowadzajac zastepcze pary sit w miejsce momentéw gnacych, mozna teraz wrécié

do calki z zaleznosci (3.27), ktéra odpowiada oddziatywaniu PZT:

IU;P ://Q Xk: ka(ma ?J)wv(%y)dlﬁdy =

(3.41)
= Z [firwo(T1r, yir) — (fire + fou)Wo(Ta, Ya) + forwo(Tor, Yor)]
k

Uwzgledniajac réwnania (3.31) mozna otrzymaé:

1
Lop =) flka Corwy (T1k, Yik) — (Crk + Cor) Wy (Ta, Ya) + L1eWo(Tok, Yor)]  (3.42)
%
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Analogicznie do belki, dla wyrazenia (3.42), mozna znalez¢ iloraz réznicowy drugiego
rzedu. Na podstawie trzech weztéw przytozenia sit a-PZT, mozna napisa¢ wzory na
centralne ilorazy réznicowe dla pierwszej pochodnej, Rys. 3.7. Dla uproszczenia wzieto
widkno k, dla ktérego yix = yo = yar [66]:

Wy (T4) — wy(@13)

= Dw,(z, — 0.5h))

Tg — L1k (3 43)
Wy (1) — Wy (24) ) '
= Dw, —0.5h
P Wy (Tok 3)

gdzie: b} = %(h’2 + hY), by = x4 — T1g, Wy = Top, — T,

B h 1,

Ly z Loy,

Rys. 3.7 Wezty uzyte we wzorach na ilorazy réznicowe.
Nastepnie, na bazie ilorazéw réznicowych dla pierwszej pochodnej, mozna zapisaé
iloraz réznicowy drugiego rzedu [66]:

Dw,,(xa, — 0.5h%) — Dw,,(x, — 0.5h])

, = D*wy(z,) (3.44)
h

Podstawiajac zaleznosci (3.39) do (3.40) mozna otrzymac:

1 Jwy(@or) — we(Ta)  wolTa) — wolz1k)
h Tok — Ta Tq — Tk

= D*w,(x,) (3.45)

Wracajac do symboli zwigzanych z geometrig a-PZT i na podstawie Rys. 3.6 mozna
zapisaé, ze hy = 0.5(01y + l21). Dalsze przeksztalcenia dotycza przemnozenia obu stron

réwnania przez hy oraz przez Top — Toq = log 1 Tq — T1x = l1i:

Cri(wy (o) — wy(x4)) — Log(wy(20) — Wy(x4)) = ;(ﬁlk + Loy ) bayl1. D*wy, (2,)  (3.46)

Po wykonaniu dziatan w nawiasach otrzymuje sie:

1
liwy (Tar) — (Crg + o)Wy (x4) + lopwy (z1) = §(€1k + b ) o lr. D*wy (z,)  (3.47)
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Lewa strona réwnania (3.47) jest tozsama z nawiasem kwadratowym réwnania (3.42).

Mozna zatem podstawi¢ prawa strone réwnania (3.47) do catki z réwnania (3.42):

O (0 14
L.p = Z f1kWD2wv(an) (3.48)
k

Po rozpatrzeniu problemu jednego wtokna, mozna wroci¢ do zapisu ogdlnego, ponie-
waz rownanie (3.48) jest spelnione dla kazdego widkna a-PZT. Zatem pochodna po

przemieszczeniu poprzecznym jest pochodna w punkcie (x4, y,):

Oy ( élk + la)

vP—Zflk

Oy €1k + lay,) 82wv($,y) 821%(%9)
- Z flk ( o2 + ayQ

D*w,(1,) = (3.49)

(3.50)

Aby uzaleznié¢ oddziatywanie a-PZT od momentu gnacego nalezy wziaé pod uwage

zaleznosci wiazace moment gnacy plyty z poprzecznym przemieszczeniem [68]:

9%w, 9%w,
M, = —N, ( Gt TV g ) (3.51)
0%w, 9%w,
M, = —N, ( PR ) (3.52)
9%w,
M,, = My, = —1(1 — v)N, (3.53)

82w,
o2 )

Z zaleznosci (3.51) mozna wyznaczy¢ rézniczke analogicznie z zaleznosci (3.52)

awv.

rozniczke %

9%w, M, 9%w,
aa;Q = —Niw — UV ay2 (354)

9%w, M, 9%w,
= —v
oy? Ny 0x?

(3.55)
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Rozwiazujac réwnania (3.54-3.55) ze wzgledu na rézniczki ‘98“;“ i 88“;“ mozna otrzymac:

0*w,, M, —-vM,
0r2  N,(v?—1)

(3.56)

Pw, M, —vM,
= T (357)

Tym sposobem uzalezniono warto$¢ drugiej pochodnej w punkcie od momentow gna-
cych plyty. Zsumowanie lewych stron powyzszych rownan daje zaleznos¢ w nawiasie

okraglym wyrazenia (3.49):

2 2 _ _ _
(a w, 0 wv) _Mo—vM, My oeM, (M M)U-v) g

02 T o2 ) TN A1) Nu(P—1)  Nu(Z—1)

Rozpisanie wyrazenia w mianowniku daje mozliwo$¢ uproszczenia zaleznosci (3.58):

(62wv 82wv> L (M, + M,)(v —1) M, + M

072 | O NAV—D@+1):_NMV+5 (3:59)

Zatem catke (3.49) mozna zapisa¢ w postaci:

(3.60)

=24
Y=Ya

Lo = =3 fu Sl k( N ) )

Krzywizny gltéwne w geometrii rézniczkowej sa krzywiznami obliczanymi na dwéch
prostopadtych do siebie kierunkach. Ich sume okresla sie krzywizna $rednia, zas iloczyn
krzywizna Gaussa [27]. Przez analogie do krzywizn, mozna stwierdzi¢, ze ugiecie
spowodowane dziataniem a-PZT jest proporcjonalne do $redniego momentu gnacego
plyty w punkcie (x4, y,), ktéry jest punktem wspélnym dla wszystkich witékien a-PZT.
Majac wktad a-PZT w redukcje drgan ptyty, mozna przejéé¢ do sformutowania szczegdlnej
postaci funkcji celu. W wyrazeniu (3.29) istnieje czton zalezny od wymuszenia oraz
dziatania PZT. Analogicznie jak w przypadku belki, minimalizacja tego wyrazenia

bedzie prowadzita do osiggniecia maksymalnej redukcji drgan:

Iv;f = [v;E + IU;P = _waU($07y0)+
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Roéwnanie (3.61) oznacza, ze catkowita redukcja drgan jest mozliwa, jesli odpowiedz
plyty na site pobudzajaca do drgan jest réwna odpowiedzi ptyty na sity ze wszystkich
wlokien tworzacych dwuwymiarowy aktuator, tzn. I,y = 0. Zatem szczegdlna postac

funkcji celu jest wyrazona zaleznoscia:

Na tej podstawie zostata wyznaczona asymetria kazdego wtokna, a w konsekwencji

asymetria calego aktuatora.

3.2.2. Model s-PZT i c-PZT

Zgodnie z przyjetym modelem, rozktad momentow gnacych na brzegach PZT jest
ciagty. W przypadku symetrycznych PZT mozna skorzysta¢ z modelu a-PZT, przy
zalozeniu, ze amplituda momentu gnacego jest stata na brzegu. Rozpatrywanie syme-
trycznych aktuatoréw o arbitralnie dobranym ksztaltcie wiaze sie tylko ze znalezieniem
miejsca przyklejenia PZT na strukturze, ksztatt nie podlega optymalizacji. Poniewaz
czton zwiazany z wielkodciami fizycznymi ptyty w réwnaniu (3.61) zwiazany jest z suma,
momentow gnacych w dwoch prostopadtych kierunkach, podejscie optymalizujace punkt
(4, Ya) jest stuszne dla wszystkich typéw aktuatoréw. Zatem réznica tkwi w narzuceniu
warunkéw dotyczacych dhugosci ramion wlokien sktadajacych sie na aktuator, tzn. dla
kwadratowego s-PZT beda to ramiona réwnej dtugosci réznigce si¢ dla kazdego widkna
tak, aby brzegi wiokien tworzyty kwadrat. Dla kolistego ¢-PZT dtugosci wszystkich
ramion beda réwne. Warunek konieczny do obiektywnego poréwnania wszystkich

typow aktuatorow mozna zapisaé¢ jako:
2Moy = Mo+ My = fols + fsls (3.63)

gdzie {, = %‘1, l, — dlugosé wiékna na danym kierunku, [m]|. Rys. 3.8 ilustruje idee
modelu s-PZT i ¢-PZT na bazie zaleznosci (3.61), na rysunku zaznaczono zastepcze
momenty gnace generowane przez PZT. Dla przejrzystosci rysunku, momenty gnace
na jednym kierunku zastgpiono dwiema parami sit. W obliczeniach zastosowano ten

zabieg do wszystkich momentow gnacych roztozonych na brzegach s-PZT i ¢-PZT.
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Rys. 3.8 Konstrukcja s-PZT (po lewej) i ¢-PZT (po prawej).

Szczegblne postacie funkceji celu dla s-PZT i ¢-PZT przyjmuja taka sama forme jak
dla a-PZT, réwnanie (3.61). Réznica tkwi jedynie w dlugosci ramion danego wiékna.
Jezeli przez {20y.s_pzr} okreslimy diugosci wiékien s-PZT na kierunku & to funkcje

bedaca przedmiotem optymalizacji mozna okresli¢ jako:

IL;f = ly;E + [;}p — waU(any0)+

(3.64)
- s g s— M M T=x,
IN, (V+ ka ks—pzr)” (Ma(w,y) + My (2, y))[a=z0
Zatem szczegoblna posta¢ funkcji celu jest dana przez:
J = min(I},;) (3.65)

W przypadku c-PZT dtugos¢ widkna jest stata i wynosi 24, , zatem wyrazenie I ;,

ktore dotyczy okragtego aktuatora, mozna zapisaé jako:

I.p = ILup + IL.p = fowy(wo,y0)+

(3.66)
Zﬁf (2,y) + My(2,y))|z=z.
Szczegblna postaé funkeji celu przyjmuje taka sama forme jak réwnanie (3.65):
J = min(I};) (3.67)

3.3. Redukcja drgan stanu ustalonego

Podobnie jak w przypadku belki, efektywnos¢ redukeji drgan zostata obliczona na

podstawie amplitudy drgan ptyty w punkcie. Wskaznik redukcji drgan jest zdefiniowany
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nastepujaco (tak jak globalna funkcja celu, réwnanie (1.2)):

R, = Yoo = Woif - 100% (3.68)

W50
gdzie: w,,o — amplituda drgan plyty bez dziatania PZT, plyta jest pobudzana do drgan
jedynie przez site fg(xo,yo); W,y — amplituda drgan plyty przy dziatania PZT, drgania
sa wzbudzane przez site fr(zo, yo) i redukowana przez PZT. Tabela 3.2 przedstawia dane

przyjete do obliczen. Jako material ptyty przyjeto austenityczna stal chromowo-niklowsa
X5CrNil8-10.

wielkos¢ symbol jednostka  wartos¢
gestos¢ stali X5CrNil8-10 o kg/m” 7900
modut Younga dla stali
. Pa 193-10°
X5CrNil8-10
wspotezynnik Poissona dla
v - 0.33

stali

dhugosé ptyty a m 1
szerokos¢ plyty b m 1
grubos¢ plyty h kg 0.001
dhugos¢ wtdkna PZT l, m 0.2

Tab. 3.2 Dane obliczeniowe.

Amplituda sily wymuszajacej zostala dobrana eksperymentalnie, aby uzyskaé
mozliwe do pomierzenia ugiecie plyty dla poszczegdlnych postaci drgan wtasnych:

{fO;v} = {f0;17f0;27f0;37 fU;47 f0;5a fO;G} = {27207 20740740760} [N]

3.3.1. Redukcja drgan po zastosowaniu s-PZT i c-PZT

W zwiazku z odgoérnie okreslonymi ksztaltami aktuatoréw symetrycznych, optyma-
lizacja w tych przypadkach dotyczy jedynie umiejscowienia aktuatorow na strukturze.
Bazujac na réwnaniach (3.65) i (3.67) mozna wyznaczy¢ punkt (z4,y,), ktéry bedzie
punktem wspoélnym dla wszystkich wtokien sktadajacych sie na symetryczny aktuator.
Rysunki 3.9-3.10 ilustruja umiejscowienie s-PZT i ¢-PZT na powierzchni ptyty dla
pierwszych sze$ciu postaci drgan wtasnych. Rys. 3.11 przedstawia idee modelowania

symetrycznych aktuatorow.
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i

1

T 1 0

Rys. 3.10 Lokalizacja c-PZT dla pierwszych sze$ciu modéow.
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W taki sam sposéb moze by¢ wyznaczona lokalizacja s-PZT i ¢-PZT dla kolejnych
postaci drgan wtasnych ptyty. Nalezy podkredli¢, iz dla drugiego i pigtego modu
plyta posiada wiecej niz jeden punkt, w ktéorym moment gnacy ptyty osiaga absolutne
ekstremum. W takim przypadku, wybrano jeden z tych punktéw jako (24, ya)-

Rys. 3.11 Idea modelowania s-PZT (po lewej) i ¢-PZT (po prawej).

3.3.2. Redukcja drgan po zastosowaniu a-PZT
Zagadnienie optymalizacji zwiazane z a-PZT dotyczy:

1- znalezienia punktu (z,, y,), ktory jest punktem wspdélnym dla wszystkich wtékien

asymetrycznego aktuatora,

2— znalezienia asymetrii ramion kazdego wtékna osobno.

Zgodnie z zaleznoscia (3.61), punkt, w ktérym efekt dziatania a-PZT jest najwiekszy,
jest punktem, w ktérym suma momentow gnacych ptyty w dwoéch prostopadtych
kierunkach, osigga maksimum. Maksymalizujac ta sktadows réwnania, mozna przejsé
do maksymalizowania pozostalych zmiennych. Drugi krok optymalizacji odpowiada
optymalizacji a-PZT dla belki, z tym, ze procedura ta jest wykonywana dla kazdego
wtokna osobno. Znalezione dtugosci ramion poszczegdlnych par sit, przy okreslonym
punkcie (z4,¥y,) W poprzednim kroku optymalizacji, prowadza do otrzymania konturu
a-PZ'T. Problem optymalizacji dhugosci ramion wtokna a-PZT w dwoch wymiarach
moze by¢ zrealizowany na dwa sposoby.

Mozna potraktowaé punkt (z,,y,) jako punkt wspélny dla wszystkich widkien
i jednoczesnie lokalnie — jako punkt przytozenia dwdch sit w modelu a-PZT, Rys. 3.6.
Wtedy optymalizacja w drugim kroku jest jednoparametrowa. Jezeli przez (z,y.)
oznaczymy lokalne punkty przylozenia dwéch sit w modelu a-PZT to pierwszy sposéb
otrzymania ksztaltu a-PZT wiaze sie z zalozeniem (z,,vy,) = (z£,vy}) dla kazdego

wldkna.



68 Redukcja drgan ptyty trojkatne;j

Drugi sposéb polega na potraktowaniu punktu (z,, y,) jedynie globalnie jako punkt
wspolny wszystkich wlokien, jednakze pdzniej procedure optymalizacji dtugosci ramion
a-PZT przeprowadzi¢ zupelnie na nowo dla kazdego kierunku, tak jak dla belki. Wtedy
optymalizacja bedzie dwuparametrowa, stad (x,,y.) # (x5, y}) dla kazdego z widkien.
W pracy zaprezentowano wyniki obydwu podejs¢ okreslajac pierwsze z nich jako
podejscie uproszczone, drugie jako Sciste. Rys. 3.12 przedstawia wyniki podejscia

Scistego.

1

0 X 1

Rys. 3.12 Lokalizacja scistego a-PZT dla pierwszych sze$ciu moddow.

Wybér optymalizacji Scistej lub uproszczonej skutkuje otrzymaniem podobnych,
cho¢ rézniacych sie, ksztattéw. Rysunek 3.13 ilustruje réznice w ksztattach a-PZT przy
podejsciu Scistym i uproszczonym dla pierwszej postaci drgan wtasnych. Niebieskie
punkty na witéknach $cistego a-PZT sa lokalnymi punktami (z, y*) po optymalizacji

dwuparametrowej.
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Rys. 3.13 Aktuator a-PZT otrzymany przy podejsciu Scistym (po lewej) i przy podejsciu
uproszczonym (po prawej).

W przypadku uproszczonego a-PZT globalny punkt (z,,y.) jest takze lokalnym
punktem dla kazdego wtdékna osobno. Suma dtugosci wtdkien w obu przypadkach jest

taka sama.

3.4. Poréwnanie wynikéw redukcji

Amplituda drgan plyty zostala wyznaczona w pewnym zakresie czestotliwosci
w celu weryfikacji efektywnosci poszczegdlnych aktuatoréow. Wskaznik efektywnosci
redukcji drgan zostal obliczony dla czestotliwosci bliskiej czestotliwosci rezonansowej
{wro} = {wy} — 0.8 rad/s, Tab. 3.3. Rysunek 3.14 ilustruje efekt redukcji dla

pierwszych trzech modow.

R,
a-PZT
Posta¢ drgan  s-PZT  ¢-PZT .
scisty a-PZT  uproszczony a-PZT
1 97.48 % 97.70 % 99.96 % 99.69 %
2 97.89 % 97.82 % 99.99 % 99.71 %
3 98.45 % 99.55 % 99.94 % 99.89 %
4 99.97 % 99.60 % 99.99 % 99.94 %
5 97.00 % 97.98 % 99.97 % 99.66 %
6 97.42 % 99.85 % 99.95 % 99.93 %

Tab. 3.3 Wyniki wskaznika efektywnosci redukcji drgan R,.
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Rys. 3.14 Wyniki redukcji drgan przy uzyciu aktuatorow PZT dla pierwszych trzech
modéw: s-PZT (po lewej), c-PZT ($rodek), a-PZT (po prawej).

Charakterystyki widma amplitudowego zostaty przedstawione dla uproszczonego wa-
riantu a-PZT, Rys. 3.15-3.17. Uproszczony a-PZT wykazuje si¢ wicksza efektywnoscia
dla niemal wszystkich postaci drgan wtasnych w calym badanym zakresie. Wyjat-

kiem jest czwarty mod, dla ktérego uproszczony a-PZT charakteryzuje sic minimalnie

mniejsza efektywnoscig od s-PZT.
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Rys. 3.15 Odpowiedz czestotliwoéciowa dla pierwszego modu (po lewej) i drugiego
modu (po prawej): bez redukcji (czarny), z dzialaniem s-PZT (czerwony), z dziataniem

¢-PZT (niebieski), z dzialaniem a-PZT (zielony).
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Rys. 3.16 Odpowiedz czestotliwodciowa dla trzeciego modu (po lewej) i czwartego modu
(po prawej): bez redukeji (czarny), z dziataniem s-PZT (czerwony), z dziataniem c-PZT

(niebieski), z dziataniem a-PZT (zielony).
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Rys. 3.17 Odpowiedz czestotliwodciowa dla trzeciego modu (po lewej) i czwartego modu
(po prawej): bez redukeji (czarny), z dziataniem s-PZT (czerwony), z dziataniem c-PZT
(niebieski), z dziataniem a-PZT (zielony).

Wyniki wskazuja na znaczng efektywnos¢ a-PZT nad s-PZT. Maksymalna réznica
w efektywnos$ci wystepuje dla modu pigtego i wynosi prawie 3 %. Ksztalt a-PZT jest
skorelowany z ksztaltem linii weztowych dla danej postaci drgan wtasnych. Dla modu
pierwszego, drugiego i piatego linie weztowe tworzg tréjkaty zblizone do ksztaltu plyty,
w rezultacie otrzymuje sie nieregularny ksztatt aktuatora z trzema wierzchotkami. Co
wiecej, w przypadku tych postaci drgan wida¢ wyrazna symetri¢ osiowa w ksztatcie
a-PZ'T. Symetria osiowa jest tez widoczna dla pozostatych modéw: trzeciego, czwartego
i szoéstego. Dla tych postaci drgan, linie weztowe w obszarze lokalizacji a-PZT sg zblizone

do kwadratu o zaokraglonych wierzchotkach.



Rozdziat 4

Eksperymentalna weryfikacja
otrzymanych ksztaltéw a-PZT dla
plyty tréjkatnej

W celu weryfikacji otrzymanych ksztaltéw a-PZT i poréwnania ich efektywnosci
z efektywnoscia regularnych aktuatoréw (s-PZT ¢-PZT), przeprowadzono eksperyment
aktywnej redukcji drgan. Wszystkie rodzaje PZT zaméwiono u tego samego wykonawcy.
Firma Bimitech Inc. wykonata a-PZT i s-PZT oraz ¢-PZT zgodnie z projektem.
Aktuatory Bimitech Python™ charakteryzuja sie wysoka efektywnoscia odginania,
moga by¢ zasilane napieciem o réznym przebiegu (takze sinusoidalnym) o amplitudzie do
200 V. Sa to elementy o jednej warstwie materiatu piezoelektrycznego (ang. unimorph),
na ktorej od géry i od dohtu, na réwnolegtych ptaszczyznach, natozone sa elektrody.
Koncéwki elektrod sa wyprowadzone na odlegtosé kilku centymetrow poza PZT w celu
ulatwienia podtaczenia do zrodia zasilania, Rys. 4.1. Z uwagi na fakt, iz PZT musi
by¢ trwale przymocowany do struktury, zamowiono trzy identyczne ptyty tréjkatne
wykonane z austenitycznej stali chromowo-niklowej X5CrNil8-10. Do kazdej z ptyt
przyklejono inny aktuator PZT: s-PZT, ¢-PZT i a-PZT. Ptyty zostaty zaprojektowane
tak, aby wykorzysta¢ obliczenia analityczne i numeryczne opisane w poprzednich
rozdziatach. W obliczeniach przyjeto bezwymiarowy model ptyty trojkatnej o dtugosci
przyprostokatnych réwnej jednosci. Do eksperymentu uzyto ptyt rownoramiennych
o wymiarze przyprostokatnych rownych 20 cm i grubosci 1 mm. W ten sam sposéb

przeskalowano rozmiar aktuatoréw.



74 Eksperymentalna weryfikacja otrzymanych ksztalttéw a-PZT dla ptyty trojkatne;j

adt

Rys. 4.1 Badane aktuatory piezoelektryczne: s-PZT (po lewej), ¢-PZT (na $rodku),
a-PZT (po prawej).

Wszystkie rodzaje PZT zostaty przymocowane do ptyt przy pomocy dwusktadniko-
wego kleju epoksydowego. Realizacja swobodnego podparcia plyty zostata wykonana
na podstawie [22]. Plyta swobodnie podparta byla takze przedmiotem badan [40], [41].
W zaprojektowanym mocowaniu plyty zostal wyfrezowany rowek w ksztalcie litery
V o kacie rozwarcia 90 stopni. Plyta zostala sfazowana na brzegach pod katem 30
stopni tak, aby krawedz ptyty lezata swobodnie w wyfrezowanym rowku, Rys. 4.2.
Polaczenie pltyty z rama musi by¢ uszczelnione, w pracy [22] zaproponowano siliko-
nowy, uniwersalny uszczelniacz. W niniejszej pracy potaczenie pltyty z rama zostato
uszczelnione przy zastosowaniu termokurczliwych koszulek zalozonych na brzegi ptyty.
W eksperymencie wzieto pod uwage pierwszg posta¢ drgan wtasnych ptyty. Zaréwno
lokalizacje s-PZT, ¢-PZT jak i lokalizacja oraz asymetria a-PZT zostaly wyznaczone
na drodze obliczen analitycznych i numerycznych opisanych w poprzednich rozdziatach,
Rys. 4.3.



Rys. 4.2 Idea zamontowania plyty w ramie (po lewej), wyfrezowany w ramie rowek
w ksztalcie litery V (po prawej).

Wyrazona w metodzie superpozycji Gormana warto$é wtasna A2 jest niezalezna
od grubosci ptyty. Chcac zweryfikowaé otrzymane wartosci dla plyty o konkret-
nych wymiarach, nalezy w wyrazeniu na warto$¢ wlasng uwzgledni¢ grubosé¢ plyty:
A2 = wa? \/Jgf:}i . Na podstawie tego wyrazenia mozna obliczy¢ czestosci drgan wtasnych
w, Tab. 4.1. Metoda Gormana nie uwzglednia modyfikacji geometrii ptyty trojkatnej
w postaci sfazowania plyty pod katem 30 stopni. W tym celu wykonano model 3D
plyty uwzgledniajacy faze 30 stopni na wszytkich brzegach oraz wykonano obliczenia
w Srodowisku ANSYS dla warunkéw brzegowych swobodnego podparcia na wszystkich
krawedziach ptyty, Tab. 4.1. W analizie MES uzyto 7201 elementéw czworos$ciennych
drugiego rzedu, catkowita liczba stopni swobody wynosita 44455.

Posta¢ drgan wtasnych

1 2 3 4 ) 6
Wosgeiste | H2] 296.78 593.57 771.64 1009.07  1187.14  1483.92
Wyansys [Hzl 295.31 592.17 770.43 1010.40  1189.20  1489.70

Tab. 4.1 Czestotliwosci drgan wlasnych dla pierwszych sze$ciu modow obliczone anali-
tycznie oraz przy zastosowaniu Srodowiska ANSYS.

Rys. 4.3 Plyty tréjkatne z przyklejonymi PZT: s-PZT (po lewej), ¢-PZT (na $rodku),
a-PZT (po prawej).
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4.1. Opis stanowiska badawczego

W sktad stanowiska badawczego wchodza, Rys. 4.4:

o komputer z zainstalowanym srodowiskiem MATLAB, Arduino oraz PSIM,

gtoénik Beyma 18G550 o mocy 900 W,

« czujnik optoelektroniczny optoNCDT o zakresie pomiarowym 2 mm,
o plytka rozwojowa ESP32-DevKit V1,

e przetwornik analogowo-cyfrowy MCP3008,

o zasilacz symetryczny Korad KD3305P,

o obwdd ztozony z wzmacniaczy operacyjnych,

o wzmacniacz mocy EPA-104,

o aktuatory piezoelektryczne,

o plyty tréjkatne,

« karta pomiarowa NI USB-6212 z koncowkami BNC,
o generator funkcji GW INSTEK AFG-2225.

Ptyty zostaly zamontowane w stalowej ramie przykreconej $rubami do kotnierza kon-
strukcji, wewnatrz ktérej znajdowat si¢ glosnik. Gtlo$nik Beyma byl zamontowany
w potowie wysokosci konstrukeji stalowej, okoto 50 cm pod plyta. Beyma 18G550 jest
900-watowym glosnikiem niskotonowym o zakresie generowanego sygnatu akustycznego
35-1500 Hz [6]. Sygnal akustyczny o danej czestotliwodci byl generowany przez glosnik
w celu pobudzenia ptyty do drgan. Sygnal ten byt sygnatem sinusoidalnym podawanym
na wejscie gtosnika poprzez generator funkcji GW INSTEK AFG-2225. Najwazniej-
szymi cechami zastosowanego generatora jest to, ze jest to generator dwukanatowy
z mozliwoscig synchronizacji fazy pomiedzy kanatami. Producent daje tez mozliwosé
ustawienia impedancji wej$ciowej na dwa poziomy (niski poziom 50-omowy i poziom
wysoki). Zakres czestotliwosci generowanych sygnaléw zawiera sie w przedziale 1 mi-
kroherc do ok. 25 MHz dla sygnatu sinusoidalnego [30]. Amplituda drgan ptyty byta

mierzona przy pomocy czujnika optoelektronicznego optoNCDT o zakresie 2 mm.
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Czujnik ten musi by¢ zamontowany w $cisle okreslonej przez producenta odlegtosci od

obiektu badan. Maksymalna czestotliwo$é probkowania wynosi 20 kS/S.

Rys. 4.4 Stanowisko badawcze (po lewej), zamontowana plyta z a-PZT (po prawej).

OptoNCDT daje mozliwos¢ niewielkiej obrébki mierzonego sygnatu zanim zostanie
on przestany do urzadzenia przetwarzajacego sygnat. Jedna z opcji jest m.in. usrednie-
nie sygnatu. W zaleznosci od charakteru mierzonego sygnatu, takie przetwarzanie moze
zniwelowaé np. nieregularne skokowe wartosci, ktore zaktécaja dalszy proces obrébki
danych lub prace systemu, ktérego czescia jest czujnik [56]. Sygnal mierzony przez
czujnik stanowi wejscie do algorytmu aktywnej redukcji drgan zaimplementowanego
na ptytce rozwojowej ESP32-DevKit V1. Ptlytka ta jest powszechnie stosowanym
narzedziem w elektronice i ze wzgledu na niewielki koszt, posiada szerokie zastosowanie:
stacje pogodowe, sterowanie robotami, sterowanie procesami w urzadzeniach Internetu
Rzeczy, automatyka domowa, aplikacje audio, systemy bezpieczenstwa [24]. Plytka
jest kompatybilna z Srodowiskiem Arduino, zatem istniejaca baza bibliotek i narzedzi
zwigzanych z rodzing Arduino, takze wplywa na szerokie zastosowanie ESP32. Atutami
ESP32 w kontekscie zrealizowanego eksperymentu sa przede wszystkim: wbudowane
przetworniki cyfrowo-analogowe, protokot komunikacyjny 12C, interfejs SPI. Zanim
jednak analogowy sygnal z czujnika zostanie przetworzony przez algorytm aktywnej re-
dukcji drgan, jest odczytywany przez zewnetrzny przetwornik analogowo-cyfrowy MCP
3008 potaczony z ESP32 poprzez interfejs SPI [60]. Przetwornik ten odczytuje sygnat
w trybie réznicowym, tzn. uzywane sg dwa kanaty przetwornika, ktére po ztozeniu
daja sygnal z czujnika optoNCDT. W kolejnym kroku sygnal jest przetwarzany przez

algorytm aktywnej redukcji drgan i poprzez wewnetrzny przetwornik cyfrowo-analogowy
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kierowany z ptytki ESP32 na uktad wzmacniajacy. Obwdd ztozony z wzmacniaczy
operacyjnych stanowi pierwszy poziom wzmocnienia dla sygnatu wyjsciowego. Sche-
mat zaprojektowanego obwodu ilustruje Rys. 53. Druga, précz wzmocnienia, wazng
funkcja tego obwodu jest wprowadzenie ujemnego offsetu dla sygnatu wyjéciowego.
Poniewaz ptytka ESP32 nie daje mozliwosci wygenerowania sygnatu bipolarnego na
wbudowany przetwornik cyfrowo-analogowy, konieczne jest wytworzenie sygnatu unipo-
larnego i przesuniecie go o ujemng sktadowsq stalg juz za ptytka rozwojowa w torze
kontrolno-pomiarowym. Obwdd zostal ztozony z wzmacniaczy operacyjnych NE5532
firmy Texas Instruments [75] i zaprojektowany w programie PSIM [64], Rys. 4.5.

Rys. 4.5 Obwod wzmacniajacy sygnat zaprojektowany w programie PSIM.

Rysunek 4.6 ilustruje przyktadowy sygnal o czestotliwosci 200 Hz, ktory zostat
obnizony o offset rowny 1.65 woltow i wzmocniony poprzez wzmacniacz nieodwracajacy.
Wartos¢ sktadowej statej zostata tak dobrana, poniewaz zakres generowanego sygnatu
analogowego przez wbudowany przetwornik cyfrowo-analogowy ESP32 wynosi od 0 do
3.3 woltow. Zatem w celu uzyskania sygnatu bipolarnego, trzeba obnizy¢ sygnat
unipolarny o zakresie 0 do 3.3 woltéw do sygnalu bipolarnego w zakresie -1.65 do
1.65 woltéw wprowadzajac ujemng sktadowsq statag rowna 1.65 woltow. Wzmocnienie,

zgodnie z dobranymi rezystorami, wynosito 5 [53].
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Rys. 4.6 Przebiegi sygnatow w obwodzie wzmacniajacym na réznych poziomach prze-
twarzania sygnahu.

Aby wytworzy¢ ujemng sktadowsg stata konieczne jest zasilenie uktadu wzmacniaczy
zasilaniem symetrycznym. Do tego celu postuzyt zasilacz Korad KD3305P, ktérego
dwa kanaly polagczono szeregowo otrzymujac w ten sposéb zasilanie +/— 15 V DC [20].
Za ukltadem wzmacniajacym w torze kontrolno-pomiarowym znajdowal sie wzmac-
niacz mocy EPA-104 przeznaczony jako wzmacniacz do PZT. Wzmacniacz ten takze
umozliwia wprowadzenie sktadowej statej poprzez potencjometr oraz dostosowanie
wzmocnienia do maksymalnie 20-krotnej wartosci [63]. Przetworzony i wzmocniony
sygnat zostal uzyty do zasilenia PZT. Tor kontrolno-pomiarowy zostat zilustrowany
na Rys. 4.7. Karta pomiarowa NI USB-6212 podtaczona do komputera z oprogra-
mowaniem MATLAB stuzyta do akwizycji danych otrzymanych w eksperymencie
[59].
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Rys. 4.7 Schemat zrealizowanego eksperymentu aktywnej redukeji drgan.

4.1.1. Ukltad aktywnej redukcji drgan

W ramach eksperymentu zaimplementowano na ptytce rozwojowej ESP32 uktad ze
sprzezeniem zwrotnym i regulatorem PI. Regulator zostatl zaimplementowany w jezyku
C z wykorzystaniem biblioteki FastPID [55]. Podobny uktad zostal zaproponowany
w [67], z tym, ze regulator byt czysto proporcjonalny. W niniejszej pracy wlaczono
rowniez do petli sterowania czton catkujacy, jednakze wzmocnienie czesci catkujacej
byto na stosunkowo niskim poziomie. Uktad reagowal na zaklécenie spowodowane
w plycie przez fale akustyczng generowana z gtosnika. Nastepnie, na podstawie danych
z czujnika i dla zadanych wartosci cztonéw proporcjonalnego i catkujacego, program
wyznaczal odpowiednie wyjscie w danym kroku czasowym. Na podstawie biblioteki
FastPID, czestotliwos¢ wywolywania regulatora zostata ustawiona na wartos¢ 10 kHz.

Wartosé¢ zadana wynosita 0, Rys. 4.8.
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Rys. 4.8 Uktad ze sprzezeniem zwrotnym wykorzystany w eksperymencie.

Na dalszym etapie wartosci cyfrowe obliczonego wyjscia zostalty przekonwertowane
na wartosci analogowe poprzez opisany wczesniej proces konwersji w wbhudowanym

przetworniku cyfrowo-analogowym.

4.2. Wiyniki eksperymentéow

Zakres eksperymentu obejmowat wyznaczenie charakterystyk czestotliwosciowych
ptyt: na zaktécenie z glosnika oraz przy wilaczonym systemie aktywnej redukcji
drgan. W sktad systemu aktywnej redukcji drgan wchodzilty trzy rodzaje PZT: s-PZT,
c¢-PZT i a-PZT. Kazdy z aktuatorow pracowat przy stalym wzmocnieniu sprzetowym,
podczas gdy wzmocnienie programowe byto dostosowywane, aby uktad pracowal w gra-
nicy stabilnosci. Przez wzmocnienie sprzetowe nalezy rozumie¢ wzmocnienie zawarte
w obwodzie ztozonym z wzmacniaczy operacyjnych oraz maksymalne wzmocnienie
zapewnione przez wzmacniacz mocy EPA-104. Pierwszym zrealizowanym badaniem
byto sprawdzenie czy trzy identyczne ptyty daja te sama odpowiedz czestotliwosciowa
na zaklocenie z glosnika. Rysunek 4.9 ilustruje otrzymane wyniki. Choé¢ wszystkie
plyty maja ten sam wymiar i zostaly wykonane w ten sam sposéb, to wida¢ niewielkie
roznice w otrzymanych charakterystykach. Pierwsza czestotliwosé drgan wlasnych
dla ptyty z s-PZT przypada na wartos¢ 279 Hz, dla a-PZT jest to warto$é¢ 280 Hz,
natomiast dla c-PZT — 281 Hz. Usredniajac otrzymane wyniki, przyjeto wartosé¢ 280 Hz
jako pierwsza czestotliwosé drgan wtasnych ptyty, Tab. 4.2.
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Pierwsza czestotliwo$é drgan wtasnych plyty

analitycznie ANSYS eksperyment
w, [Hz] 296.78 295.31 280.00
btad wzgledny [%] - 0.4953 5.6540

Tab. 4.2 Bledy wzgledne wartosci pierwszej czestotliwosci drgan wlasnych ptyty troj-
katnej.
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Rys. 4.9 Odpowiedz czestotliwo$ciowa na zaktocenie z gltodnika dla trzech plyt z trzema
roznymi PZT: s-PZT, c-PZT i a-PZT.

Kolejnym krokiem byto sprawdzenie efektywnosci aktywnej redukcji drgan dla
statego wzmocnienia sprzetowego i programowego dla badanych aktuatoréw. W tym
celu ustawiono wzmocnienie cztonu proporcjonalny regulatora PI na warto$¢ 1.2 (war-
tosé te dobrano eksperymentalnie). Wzmocnienie czesci catkujacej byto ustawione na
warto$¢ 0.01 dla wszystkich aktuatoréw. Rysunek 4.10 przedstawia wyniki odpowiedzi

czestotliwosciowej w uktadzie ze sprzezeniem zwrotnym i regulatorem PI dla s-PZT.
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Rys. 4.10 Odpowiedz czestotliwo$ciowa sygnatu otwartej petli sterowania (kolor czarny)
i zamknietej petli sterowania dla s-PZT (kolor czerwony) przy wzmocnieniu K, = 1.2.

Rysunki 4.11-4.12 przedstawiaja odpowiedz czestotliwosciowa sygnatu zamknigtej
petli sterowania dla, odpowiednio, ¢-PZT i a-PZT. Wszystkie trzy wykresy $wiadcza
o skutecznej redukeji drgan i znacznym zredukowaniu amplitudy dla czestotliwosci
rezonansowej. Niemniej jednak, porownanie trzech przebiegdéw sygnatow zamknietej
petli sterowania potwierdza, ze a-PZT cechuje sie najwicksza efektywnoscig w niemal

calym badanym zakresie, Rys. 4.13.
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Rys. 4.11 Odpowied? czestotliwosciowa sygnatu otwartej petli sterowania (kolor czarny)
i zamknietej petli sterowania dla ¢-PZT (kolor niebieski) przy wzmocnieniu K, = 1.2.
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Rys. 4.12 Odpowiedz czestotliwo$ciowa sygnatu otwartej petli sterowania (kolor czarny)
i zamknigtej petli sterowania dla a-PZT (kolor zielony) przy wzmocnieniu K, = 1.2.
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Rys. 4.13 Nalozone wykresy zamknietej petli sterowania dla trzech aktuatoréw przy
wzmocnieniu K, = 1.2: s-PZT, c-PZT i a-PZT.

Rysunki 4.14-4.16 przedstawiaja moment zataczenia ukladu aktywnej redukcji

drgan przy zastosowaniu trzech badanych aktuatoréw. Uktad redukcji zostal zataczony

w czasie toy = 5 s.
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Rys. 4.14 Przebieg czasowy s-PZT przy wzmocnieniu K, = 1.2, czas zalgczenia uktadu
aktywnej redukeji drgan toy =5 s.
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Rys. 4.15 Przebieg czasowy c-PZT przy wzmocnieniu K, = 1.2, czas zalgczenia uktadu
aktywnej redukcji drgan toy =5 s.
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Rys. 4.16 Przebieg czasowy a-PZT przy wzmocnieniu K, = 1.2, czas zalgczenia uktadu

aktywnej redukcji drgan toy = 5 s.

Kolejnym elementem eksperymentu byto dostosowanie poziomu wzmocnienia pro-
gramowego do wartosci w maksymalnej w granicy stabilnosci. W tym celu, eksperymen-

talnie dobrano wartosci wzmocnienia cztonu proporcjonalnego regulatora PI tak, aby
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uzyska¢ wzmocnienie krytyczne. Eksperyment ten zrealizowano w celu uzasadnienia, ze
kazdy z aktuatoréw jest zdolny do zredukowania drgan do relatywnie niskiego poziomu.
Réznica tkwi w tym, ze wymagane jest wieksze wzmocnienie sygnatu, a co za tym idzie
— sygnal sterujacy posiada wigksza energic wiec takze wicksza energie zasilania nalezy
zapewni¢, aby uzyska¢ dany poziom redukcji, Rys. 4.17.
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Rys. 4.17 Odpowiedz czestotliwosciowa sygnatéw zamknietej petli sterowania dla
trzech aktuatoréw przy wzmocnieniu krytycznym: Kg, p, = 1.80, KF, p,p = 3.20,
Kﬁ,’;a_PZT - 1.22.

Charakterystyki z Rys. 4.17 pokazane na tle odpowiedzi czestotliwoéciowej sygnatu
otwartej petli sterowania przedstawiajg skale uzyskanej redukeji drgan, Rys. 4.18.
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Rys. 4.18 Odpowiedz czestotliwo$ciowa sygnatéw zamknietej petli sterowania dla
badanych aktuatoréow na tle sygnatéw otwartej petli sterowania.

Przebiegi czasowe sygnatu zamknietej petli sterowania, przedstawione na Rys. 4.19-
4.21, przy wzmocnieniu krytycznym przedstawiaja zredukowany przebieg drgan oraz
moment zataczenia systemu aktywnej redukcji drgan, ktory dla wszystkich ekspery-

mentéw wynosit toy =5 s.
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Rys. 4.19 Przebieg czasowy s-PZT przy wzmocnieniu krytycznym K 1’3’;’57 pzr = 1.80
czas zalaczenia uktadu aktywnej redukeji drgan toy = 5 s.
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Rys. 4.20 Przebieg czasowy s-PZT przy wzmocnieniu krytycznym K 1’3’;0_ por = 3.20,
czas zalaczenia uktadu aktywnej redukeji drgan toy =5 s.
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Rys. 4.21 Przebieg czasowy s-PZT przy wzmocnieniu krytycznym K }’g’;a_ por = 1.22
czas zalaczenia uktadu aktywnej redukeji drgan toy = 5 s.

Przeprowadzone eksperymenty dowodza, ze kazdy z badanych aktuatoréw moze
by¢ wykorzystywany w aktywnej redukcji drgan ptyt. Ponadto, poprzez dostosowanie
wzmocnienia czlonu proporcjonalnego regulatora PI, mozna uzyskaé¢ pozadany poziom
redukcji stosujac kazdy z aktuatoréw. Jednakze ksztatt aktuatora ma wplyw na efek-
tywnos¢ procesu redukcji drgan, stad jego optymalizacja prowadzi do maksymalizacji

efektywnosci redukc;ji.



Rozdziat 5

Zakonczenie, wnioski, kierunki

dalszych badan

W pracy zrealizowano badania na drodze teoretycznej, numerycznej oraz ekspery-
mentalnej. Wszystkie te dzialania tgczyt jeden cel — zrealizowanie celu pracy, udowod-
nienie tezy i potwierdzenie hipotezy. Zaréwno rozwazania teoretyczne, numeryczne
jak i przeprowadzony eksperyment bylty srodkami do uzasadnienia stwierdzenia, ze
optymalizacja ksztattu oraz potozenia PZT, przy zalozonym modelu matematycznym,
prowadzi do maksymalizacji efektywnosci aktywnej redukcji drgan. 7Z tego wynika

pierwszy, najwazniejszy, ogdlny wniosek pracy:

1. Nowy, uogélniony model a-PZT prowadzi do mozliwosci dostosowania dtugosci
ramion aktuatora przy zachowaniu stalej wartosci momentéw gnacych klasycznego
modelu PZT. Takie podejscie stwarza mozliwosé¢ dostosowania réwniez potozenia
aktuatora. Te dwa rozwigzania powoduja maksymalizacje redukcji drgan ptyty
trojkatnej. Efektywnosé redukeji drgan przy zastosowaniu a-PZT jest najwieksza
przy tej samej ilodci energii doprowadzonej do pozostatych rozpatrywanych PZT,
a mianowicie c-PZT i s-PZT. W ten sposob zrealizowano cel pracy, udowodniono

teze i potwierdzono hipoteze.

Drugi wniosek dotyczy opracowanego algorytmu optymalizujacego:

2. Efektem osiagnietych wynikéw w punkcie 1. jest sformutowanie algorytmu
optymalizujacego ksztalt PZT oraz jego rozmieszczenia na strukturze. Jako
funkcje celu przyjeto minimalizacje drgan struktury. Funkcja celu jest zalezna
od geometrycznych cech PZT, zatem umozliwia znalezienie optymalnego PZT,

ktory przy minimalnej energii zapewni maksymalng efektywnos$é redukeji drgan.
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Nastepny wniosek jest zwigzany z rozwazaniami teoretycznymi oraz numerycznymi:

3. Szczegblna postac funkcji celu w redukeji drgan stanu ustalonego jest funkcja
momentu gnacego struktury w punkcie. Wyprowadzone wzory numeryczne, na
bazie ilorazéw réznicowych, prowadzg do stwierdzenia, ze czton odpowiedzialny za
efekt dziatania PZT w redukcji drgan belek jest zalezny od momentu gnacego belki
w punkcie z1,. Natomiast w przypadku plyty, analogiczne zaleznosci stwierdzaja
wpltyw dziatania PZT w zaleznosci od wartosci sumy momentéw gnacych plyty
w dwoch prostopadtych kierunkach w punkcie (z,, y,). Przez analogie do krzywizn

powierzchni, nazwano te wielko$é srednim momentem gnacym plyty w punkcie.

Kolejny wniosek taczy wszystkie rodzaje zrealizowanych badan:

4. Aktuator a-PZT wykazuje naj najwieksza efektywnosé w aktywnej redukeji drgan
struktury (belki lub ptyty) sposréd wszystkich badanych aktuatoréw. Badania
poréwnawcze przeprowadzono zakladajac stalyg dtugosé wszystkich aktuatorow
w przypadku belki oraz stata dlugos¢ i liczbe widkien sktadajacych sie na a-PZT
w przypadku drgan plyty trdojkatnej. Dla wszystkich badanych aktuatorow,
energia dodana do uktadu pozostawata na tym samym poziomie, stad momenty
gnagce w modelu jedno- i dwuwymiarowym byty takze ustalone dla wszystkich
PZT. Zaréwno obliczenia analityczne, numeryczne, jak i badania eksperymentalne
potwierdzaja zasadno$é stosowania optymalizacji ksztattu PZT (a-PZT) w celu

maksymalizacji efektywnosci aktywnej redukcji drgan.

Kolejne wnioski wynikajace z pracy sa wnioskami szczegdétowymi, ktoére moga by¢

przyczynkiem do dalszych badan:

5. W optymalizacji a-PZT dla struktur jednowymiarowych zastosowano dwa podej-
Scia: pierwsze wynikato z redukcji drgan stanu ustalonego, za$ drugie z redukcji
drgan przy uzyciu regulatora LQR. Nalezy podkresli¢, iz dla pierwszych dwoch po-
staci drgan wtasnych algorytm optymalizujacy oparty o amplitude petli otwartej
i amplitude petli zamknietej z regulatorem LQR wskazal ten sam punkt (w grani-
cach bledu numerycznego) okreslajacy potozenie a-PZT co algorytm bazujacy na
Scistych przestankach w redukcji drgan stanu ustalonego. Dla trzeciego modu jest
rozbiezno$¢ wynikéw, poniewaz algorytm dla stanu ustalonego wskazal punkt,
w ktorym moment gnacy osiaga absolutne ekstremum, zas algorytm bazujacy na
amplitudzie petli otwartej bez regulatora i z regulatorem LQR, wskazal punkt

bedacy drugim w kolejnosci, lokalnym maksimum momentu gnacego.
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6. Asymetria a-PZT dla drgan belki roznita sie w zaleznosci od zastosowanego podej-
Scia optymalizacyjnego (podejscie bazujace na Scistych przestankach w reduke;ji
drgan stanu ustalonego oraz podejscie bazujace na amplitudzie petli otwartej
bez regulatora oraz petli zamknietej z regulatorem LQR). Otrzymano zblizone,
aczkolwiek minimalnie rézne wartosci dtugosci ramion a-PZT. Bardziej wyrazista

asymetria zostata wskazana przy drugim podejsciu.

7. Algorytm bazujacy na amplitudzie petli otwartej bez regulatora i z amplitudzie
petli zamknietej z regulatorem LQR wykazuja petna zbieznos¢ wynikéw, zaréwno
w przypadku potozenia punktu z, jak i okreslenia asymetrii ramion a-PZT dla
belki.

8. Ksztalt a-PZT w aktywnej redukcji drgan ptyt trojkatnych jest skorelowany
z umiejscowieniem linii weztowych dla danej postaci drgan wtasnych. Szczegdlne
znaczene ma ksztatt tych linii wokét punktu, w ktérym Sredni moment gnacy

plyty osigga absolutne ekstremum.

9. Sciste i uproszczone ksztalty a-PZT wykazuja réznice w asymetrii widkien sklada-
jacych sie na aktuator; pkt. 3.3.2. Dla wszystkich postaci drgan, procz czwartej,
zaréwno Scisty, jak i uproszczony a-PZT osiagaja lepsza efektywnos$é od s-PZT
i c-PZT. Dla czwartego modu s-PZT cechuje sie wickszg efektywnoscig o 0.03 %
od uproszczonego a-PZT. Niemniej jednak, Scisty a-PZT cechuje si¢ najwigksza

efektywnosciag dla wszystkich postaci drgan.

10. Eksperymentalna weryfikacja a-PZT potwierdza najwieksza efektywnos$é opty-
malnego PZT w niemal catym badanym zakresie czestotliwosci. Wyrazng réznice
wida¢ pomiedzy a-PZT, a c-PZT. W przypadku s-PZT réznica pomiedzy a-PZT
jest mniejsza. Gorsze rezultaty c-PZT moga wynika¢ z niedoskonatosci wykonania
ptyty. Mimo, ze wszystkie zostalty wykonywane na tych samych narzedziach
i z tego samego materiatu, istnieje mozliwos¢, ze w mikroskali réznia si¢ od siebie,

co moze mie¢ wptyw na wyniki.

Wszystkie przedstawione wnioski potwierdzaja stusznos$é optymalizacji ksztattu
i rozmieszczenia PZT w celu maksymalizacji efektywnosci aktywnej redukcji drgan

struktur jednowymiarowych i ptyt tréjkatnych.
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Kierunki dalszych badan

Badania przeprowadzone w pracy traktuja o optymalizacji ksztaltu aktuatora pie-
zoelektrycznego w zastosowaniu do aktywnej redukeji drgan ptyty trojkatnej. W pracy
rozwazono pltyte w ksztatcie trojkata prostokatnego o rownych przyprostokatnych.
Algorytm optymalizacyjny jest na tyle ogdlny, ze mozna go z powodzeniem zastosowaé
do innych warunkéw brzegowych ptyty, réoznych ksztaltéw ptyty, a takze do struk-
tury, ktérej rozwigzanie jest dane inng, numeryczng metoda, np. metoda elementow
skoniczonych.

Naturalng konsekwencja przeprowadzonych badan jest z pewnoscig rozwazenie
drgan powtok i struktur brytowych. Jako ze te ustroje mechaniczne sg opisane innymi
rownaniami, nalezaloby przeprowadzi¢ rozwazania teoretyczne analogicznie do belki
i plyty oraz na nowo sformutowaé szczegolne postacie funkcji celu.

Innym kierunkiem badan wynikajacym z pracy moze by¢ zastosowanie innego ro-
dzaju aktuatora piezoelektrycznego, np. piezoelektrykéw utozonych w stos potaczonych
rama w ksztalcie litery gamma. Taka konstrukcja tworzy jeden zastepczy moment
gnacy w modelu klasycznym, wymaga uwzglednienia masy dotaczonej do struktury.
Postawione zagadnienie optymalizacyjne pod wzgledem efektywnosci redukcji drgan

musiatoby by¢ rozpatrzone jako catkiem nowe.
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Dodatek A

Postacie drgan wlasnych dla belki

Skrypt obliczajacy czestosci drgan wlasnych belki z
masg punktowqg oraz przedstawiajacy postacie drgan

wlasnych

An1l = 5 * 10~ (=3);

clear all
close all

%% Dane do pelnego przekroju prostopadlosciennego

L =1; % dlugosc belki, m

X M=20.39 « L; % wspolrzedna masy punktowe]j dla
pierwszego modu

M= 0.3; waga masy punktowe]

E =69 x 10"9; modul Younga dla aluminium, Pa

ro = 2700; gestosc aluminium, kg/m”3

bl = 50 10" (=3) szerokosc belki, m

grubosc belki, m
pole przekroju poprzecznego, m"2

A = Dbl » hll;
I geometryczny moment bezwladnosci, m"4

= bl * h1l”3 / 12;

0\® 0\© 0\° o\© o\ o\ o\°

wnanie wiekowe

$ ro
20;
X

= 0:0.001:70;
’fzero(@(beta_x) fun (beta_x, M, L, X_M, ro, A),x0);

x0 = 1ii;
z(ii) = fzero (@ (beta_x) fun(beta_x, M, L, X M, ro, A),x0);
if floor(z(1i-1)/0.1) ~= floor(z(ii)/0.1)
a(ii) = z(ii);
end
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end

b = unique (a);

z = [z(1l) b(2:end)]’;

beta = z;

omega.rad = sqrt(beta.”4d « E * I / (
omega.hz omega.rad » 1 / (2 * pi);

%% wykresy

s5slkrok = 0.001;

6|x = O:krok:L;

7| NOfMods = 1:5;

5| figure

1lhold on

sol for 1i=1:length (NOfMods)

51

52 all = 1;

53 al2 = 0;

54 al3d = 1;

55 ald = 0;

56 alb = 0;

58 azl = beta(ii)*2;

59 a22 = 0;

60 a23 = -beta(ii)"2;

61 a24 = 0;

62 a2b = 0;

63

64 a3l = cosh(beta(ii) *L);

65 a32 = sinh(beta(ii) *L);

66 a33 = cos(beta(ii)*L);

67 a34 = sin(beta(ii) *L);

68 a35 = (beta(ii) * M) / (2 * ro =*

69 — sin(beta(ii) * (L-X_M)));

70

71 a4l = beta(ii)2+cosh(beta(ii) *L

72 ad42 = beta(ii)"2*sinh (beta (ii) *xL

73 ad3 = -beta(ii)"2+cos (beta(ii)*L

74 add = -beta(ii)"2+sin(beta(ii) *L

75 a45 = (beta(ii)”3 * M) / (2 % ro
) ...

76 + sin(beta(ii) * (L-X_M)));

78 a51 = cosh(beta (ii) *X_M);

79 a52 = sinh(beta (ii) *X_M);

80 ab53 = cos(beta(ii) *X_M);

81 ab54 = sin(beta (ii) *X_M);

82 abb = -1,

83

84 A _matrix = [all al2 al3 al4d alb5;

85 azl a22 a23 a24 a25;

86 a3l a32 a33 a34 a35;

87 adl ad2 ad2 add a4bs;

88 a51 ab2 ab53 ab54 ab5];

89

90 CC = null (A_matrix);

91

92 W = CC(l) % cosh(beta(ii)*x) +

93 CC(2) = sinh(beta(ii)*x) +

94 CC(3) * cos(beta(ii)*x) +

95 CC(4) » sin(beta(ii)*x) +

ro x A));

rad/s
Hz

czestosc,
czestosc,

%
3
°

A) =

(sinh (beta (ii) *» (L-X_M))

*

(sinh (beta (ii) » (L-X_M)
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96 CC(5) x (beta(ii) * M) / (2 * ro * A) x

97 (sinh (beta (ii) * (x—-X_M)) - sin(beta(ii)* (x-X_M))) .* heaviside(
x=-X_M) ;
o plot (x, W, ’LineWidth’, 1.5)

99
10l end

1| set (gcf, "Color’, "w');

12l xlab = xlabel (' $x$7);

3| ylab = ylabel (! $X_\upsilon$’);

14| set (x1lab, " Interpreter’,’ latex’);

15| set (ylab,’ Interpreter’,’ latex’);

16| legend ('mod 1’,'mod 2’7, 'mod 3’,’mod 47, mod 5')

Listing A.1 Postacie drgan wlasnych belki z masg punktowa.
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Dodatek B

Czestosci drgan wlasnych dla plyty

Skrypt obliczajacy czestosci drgan wtasnych plyty
trojkatnej

clear all
close all

%% Dane

v_P = 0.33; % liczba Poissona, [—]
a =1; % wymiar plyty, m
b=1; % wymiar plyty, m
PHI = b / a;

d_przeciwp = sqgrt(a”2 + b"2);

wys = a * b / d_przeciwp;

alfa = atan(a/b);

% Wartosci teta_1, teta_2, teta_3

teta_l = cos(alfa)”2 + v_P * sin(alfa)”"2;
teta_2 = sin(alfa)”2 + v_P * cos(alfa)”"2;
teta_3 = (1 - v_P) * sin(2xalfa);

$%%%% lambda = 4.442882 i wielokrotnosci - false root %%%%
%% dane wejsciowe algorytmu

BEGIN = 1;

DLIM = 20;

STEP = 0.00001;

lambda = BEGIN:STEP:DLIM;

DET_A = zeros(length(lambda), 2);
DDDLIM=1;

k = 6;

m = k;

n = k;

Aij = zeros(n,m);

Aikj = zeros(n,m);

Aijk = zeros(n,m);




94
95

106 Czestosci drgan wtasnych dla ptyty

Aikjk = zeros(n,m);

for dd=BEGIN:STEP:DLIM
lambda = dd;
for mm=1:m
beta_m = PHI % sqgrt (lambda”2 + (mm x pi)"2);
if lambda”2 < (mm x pi)"2

gamma_m = PHI % sgrt((mm = pi)~2 - lambda”2);
else
gamma_m = PHI % sqgrt (lambda”2 - (mm x pi)"2);
end
% Wartosci teta_1lm, teta_2m, teta_llm, teta_22m dla bloku
1 - BB1
teta_1lm BBl = (beta_m"2 - v_P % PHI"2 *x (mm * pi)”*2) =% .
sinh (beta_m) / ((gamma_m"2 + v_P % PHI"2 x (mm * pi)
~2) x .
sin (gamma_m) ) ;
teta_2m_BBl = —(beta_m”"2 - v_P % PHI"2 x (mm * pi)~"2) =
sinh (beta_m) / ((gamma_m"2 - v_P % PHI"2 x (mm x pi)
/\2) *

sinh (gamma_m) ) ;
teta_11lm BBl =1 / (sinh(beta_m) + teta_lm BBl =*
sin (gamma_m) ) ;
teta_22m BBl = 1 / (sinh(beta_m) + teta_2m BBl =«
sinh (gamma_m) ) ;
% Wartosci teta_1lm, teta_2m, teta_llm, teta_22m dla bloku
2 — BB2

teta_lm_BB2 = -sinh(beta_m) / sin(gamma_m) ;
teta_2m_BB2 = -sinh(beta_m) / sinh (gamma_m) ;
teta_11lm BB2 = -1/ (beta_m”2 * sinh(beta_m) -
teta_lm_BB2 x gamma_m”2 % sin (gamma_m)) ;
teta_22m_BB2 = -1/ (beta_m"2 «x
*

sinh (beta_m) ;
teta_2m _BB2 x gamma_m”"2 sinh (gamma_m) )

for nn=1:n

r

[o)

% Wyrazenia skladajace sie na calki I, II, III
EX1 = beta m = (cosh(beta_m) -

cos(mm * pi — nn x pl)) / ..
(beta_m”*2 + (mm * pi — nn % pl)AZ);
EX2 = beta_m x (cos(mm * pi + nn x pi) -

cosh(beta_m)) /
(beta_m"2 + (mm > pi + nn x pi)"2);

if gamma_m”"2 - (mm * pi - nn * pi )2 == 0
EX3 = sin(gamma_m) /2 ;
else
EX3 = gamma_m * (cos(mm * pi — nn » pi) -
cos (gamma_m)) / ..
(gamma_m”"2 - (mm * pi — nn % pi)~*2);
end
if gamma_m”"2 - (mm * pi + nn * pi )"2 == 0
EX4 = —-sin(gamma_m) /2 ;
else
EX4 = gamma_m * (cos(gamma_m) - ...
cos(mm * pi + nn * pi)) / ...
(gamma_m"2 - (mm * pi + nn % pi)~*2);
end
EX5 = gamma_m * (cosh (gamma_m) -
cos(mm * pi — nn =* pl)) / ..
(gamma_m”"2 + (mm * pi — nn =* pl)AZ)
EX6 = gamma_m * (cos(mm * pi + nn * pi) -
cosh (gamma_m) ) /

(gamma_m”2 + (mm * pi + nn * pi)*2);
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96 % Obliczanie Y

97 YI = (mm » pi + nn * pi) * (cosh(beta_m) -

98 cos(mm * pi + nn * pi)) / (beta_m"2 +

99 (mm * pi + nn * pi)*2);

100 Y2 = (mm » pi — nn * pi) * (cos(mm * pi — nn *» pi) -

101 T cosh (beta_m)) / (beta_m"2 +

102 (mm * pi - nn * pi)*2);

103 if gamma_m”"2 - (mm * pi + nn * pi)”*2 == 0

104 Y3 = sin(gamma_m) / 2;

105 else

106 Y3 = (mm » pi + nn » pi) * (cos(gamma_m) — ...

107 cos(mm * pi + nn * pi)) / ((mm * pi + nn * pi)
"2 - ..

108 gamma_m”2) ;

109 end

110 if gamma_m - (mm * pi - nn * pi) == 0

111 Y4 = -sin(gamma_m) / 2 ;

112 elseif gamma_m + (mm * pi - nn * pi) == 0

113 Y4 = sin(gamma_m) / 2;

114 else

115 Y4 = (mm » pi — nn x pi) * (cos(gamma_m) - ...

116 cos(mm * pi — nn * pi)) / (gamma_m
"2 = ...

117 (mm * pi — nn % pi)”"2);

118 end

119 Y5 = (mm » pi + nn * pi) * (cosh(gamma_m) -

120 cos(mm * pi + nn * pi)) / (gamma_m"2 +

121 (mm * pi + nn * pi)*2);

122 Y6 = (mm * pi — nn * pi) * (cos(mm * pi - nn * pi) -

123 o cosh (gamma_m)) / (gamma_m”"2 +

124 (mm * pi — nn * pi)*2);

125

126 % wspolczynniki Aln, A2n, A3n dla BBI1

127 if lambda”2 < (mm * pi)~"2

128 Aln_BBl = -teta_22m BBl » (mm * pi)”"2 x (EX1 + EX2 +

129 o teta_2m_BBl x (EX5 + EX06));

130

131 A2n_BBl = teta_22m BBl * (beta_m”2 % (EX1 + EX2) +

132 teta_2m BBl * gamma_m”"2 % (EX5 + EX6));

133

134 A3n_BBl = teta_22m_ BBl % (mm % pi) * (beta_m x*

135 (Y1 + Y2) + teta_2m_BBl % gamma_m *

136 (Y5 + Y6));

137 else

138 Aln_BBl = —-teta_llm BBl » (mm * pi)”"2 x (EX1 + EX2 +

139 teta_lm BBl * (EX3 + EX4));

140

141 A2n_BBl = teta_llm BBl * (beta_m”2 % (EX1 + EX2) -

142 teta_1lm BBl * gamma_m”"2 % (EX3 + EX4));

143

144 A3n_BBl = teta_llm BBl % (mm % pi) * (beta_m x*

145 (Y1 + Y2) + teta_lm BBl * gamma_m *

146 (Y3 + Y4));

147 end

148

149 % wspolczynniki Aln, A2n, A3n dla BB2

150 if lambda”2 < (mm * pi) "2

151 Aln_BB2 = —-teta_22m _BB2 x (mm * pi)”*2 x (EX1 + EX2 +

152 teta_2m _BB2 * (EX5 + EX6));
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A2n_BB2 = teta_22m_BB2 * (beta_m”™2 % (EX1 + EX2) +
teta_2m BB2 * gamma_m"2 % (EX5 + EX6));

A3n_BB2 = teta_22m BB2 x (mm * pi) * (beta_m x*
(Y1 + Y2) + teta_2m_BB2 % gamma_m *
(Y5 + Y6));

else
Aln_BB2 = -teta_l1llm BB2 » (mm * pi)”"2 x (EX1 + EX2 +
teta_1lm_BB2 x (EX3 + EX4));
A2n BB2 = teta_l1llm BB2 x (beta m"2 x (EX1 + EX2) -
teta_Ilm BB2 » gamma_m”™2 * (EX3 + EX4));
A3n_BB2 = teta_1llm_BB2 % (mm % pi) * (beta_m =*
(Y1 + Y2) + teta_1lm_BB2 % gamma_m *
(Y3 + Y4));
end

[o)

% obliczanie macierzy A
if lambda”2 < (mm % pi) "2
Aij(nn,mm) = teta_22m_BBl % (EX1 + EX2 +
teta_2m_BBl » (EX5 + EX6));

else
Aij(nn,mm) = teta_llm BBl * (EX1 + EX2 + ...
teta_1lm BBl * (EX3 + EX4));
end
Aikj(nn,mm) = - (teta_l » PHI"2 % Aln_BB1l +

teta_2  A2n_BB1 + ...
teta_3 = PHI x A3n_BBl);
if lambda”2 < (mm % pi) "2

teta_22m_BB2 x (EX1 + EX2 +
teta_2m BB2 * (EX5 + EX6));

Aijk (nn, mm)

else
Aijk (nn, mm)

teta_1lm BB2 x (EX1 + EX2 +
teta_1lm BB2 x (EX3 + EX4));

end
Aikjk (nn,mm) = - (teta_l % PHI"2 % Aln_BB2 +
teta_2 * A2n_BB2 + ...
teta_3 » PHI * A3n_BB2);
end

end

% Obliczanie wyznacznika

A = [Aij Aijk ; Aikj Aikjk];
DET_A (DDDLIM, 1) det (A);

DET_A (DDDLIM, 2) ad;
DDDLIM=DDDLIM+1;

end

figure

plot (DET_A(:,2),DET_A(:,1),’ -0")
set (gca,’YScale’,’”log’);

Listing B.1 Czestosci drgan wlasnych ptyty tréjkatne;j.
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Dodatek C

Postacie drgan wlasnych dla plyty

Skrypt obliczajacy postacie drgan wilasnych plyty
trojkatnej

clear all
close all
%% DANE WEJSCIOWE

% stal 1.4301 (X5CrNil8-10)

ro = 7900; % gestosc, kg/m"3

E = 193%10"9; % modul Younga, Pa

v_P = 0.33; % liczba Poissona, [—]

h = 0.001; % grubosc plyty, m

Di = E x h*3 / (12 » (1 - v_P"2)); % sztywnosc plytowa, Pa m"™4
a =1; % wymiar plyty, m

b =1; % wymiar plyty, m

PHI = b / a;

lambda = 7.024815; % eigenvalue #1 49.348025784225

% lambda = 9.934589; % eigenvalue #2 98.696058598921

% lambda = 11.327173; % eigenvalue #3 128.304848171929
% lambda = 12.953119; % eigenvalue #4 167.783291828161
% lambda = 14.049630; % eigenvalue #5 197.392103136900
% lambda = 15.707963; % eigenvalue #6 246.740101609369
% lambda = 16.019043; % eigenvalue #7 256.609738635849
% lambda = 16.917994; % eigenvalue #8 286.218520984036

krok = 0.001;
omega = lambda”2 / a2 * sqrt(Di/ro/h);
omega_HZ = omega x 1/ (2xpi);

mega w radianach
mega w Hz

o\ o\°

O O

d_przeciwp = sqgrt(a”2 + b"2);
Pole = a x b / 2;

wys = a x b / d_przeciwp;
alfa = atan(b/a);
% Wartosci teta_1, teta_2, teta_3

teta_l = cos(alfa)”2 + v_P * sin(alfa)”"2;
teta_2 sin(alfa)”2 + v_P x cos(alfa)"2;
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sslteta_3 = (1 — v_P) x sin(2%alfa);

39

10

11|DET_A = zeros (length(lambda),?2);

2lk = 6;

43jm = k;

uln = k;

15|A1j = zeros(n,m);

6|Aik] = zeros(n,m);

7|Aijk = zeros(n,m);

s|Aikjk = zeros(n,m);

49

500%% bloki BB1 i1 BB2

51| for mm=1:m

53 beta_m = PHI * sqgrt (lambda”2 + (mm % pi)~"2);
54 gamma_m = PHI * sqgrt(lambda”2 - (mm * pi)~"2);

56 if abs(imag(gamma_m)) > 0
57 gamma_m = PHI x sqgrt((mm * pi)”*2 - lambda"2);
58 end

60| % Wartosci teta_1lm, teta_2m, teta_llm, teta_22m dla bloku 1 - BBl
61 teta_lm BBl = (beta_m”2 - v_P % PHI™2 x (mm * pi)~"2) =

62 sinh (beta_m) / ((gamma_m"2 + v_P % PHI"2 % (mm * pi)"2) =*
63 T sin (gamma_m) ) ;

64

65 teta_2m BBl = —(beta_m”2 - v_P *x PHI®2 x (mm *» pi)”"2) =

*

66 sinh (beta_m) / ((gamma_m"2 — v_P % PHI"2 (mm * pi);éi *

67 o sinh (gamma_m) ) ;

69 teta_11m_ BBl = 1/ (sinh(beta_m) + teta_lm BBl =«
70 sin (gamma_m) ) ;

72 teta_22m BBl = 1/ (sinh(beta_m) + teta_2m BBl =
73 sinh (gamma_m)) ;

o

75| % Wartosci teta_lm, teta_2m, teta_llm, teta_22m dla bloku 2 - BB2

76 teta_lm_BB2 = -sinh(beta_m) / sin(gamma_m) ;
78 teta_2m_BB2 = -sinh(beta_m) / sinh(gamma_m) ;
79

80 teta_11lm _BB2 = -1/ (beta_m”2 % sinh (beta_m) -

teta_1lm BB2 x gamma_m”"2

* sin(gamma_m)) ;

83 teta_22m_BB2 = -1/ (beta_m”2 * sinh (beta_m) +

84 teta_2m _BB2 * gamma_m”"2 % sinh (gamma_m)) ;

85

86 for nn=1:n

87 % Wyrazenia skladajace sie na calki I, II, III
88 EX1 = beta_m * (cosh(beta_m) - ...

89 cos(mm * pi — nn * pi)) / ...

90 (beta_m™2 + (mm » pi — nn x pi)~"2);
91 EX2 = beta_m x (cos(mm * pi + nn x pi) -

92 cosh (beta_m)) /

93 (beta_m™2 + (mm x pi + nn x pi)”"2);

94 if gamma_m”"2 - (mm * pi - nn * pi )"2 == 0

95 EX3 = sin(gamma_m) /2 ;

96 else

97 EX3 = gamma_m % (cos(mm * pi — nn * pi) -
98 cos (gamma_m) ) /

99 (gamma_m”*2 - (mm * pi — nn x pi)"2);
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102
103
104
105
106
107
108
109
110
111

112
113
114
115
116
117
118
119
120
121

122

149
150
151
152
153
154

155

156

111

EX

EX

[}
°

Y1l

Y2

Y5

Y6

end
if gamma_m”"2 - (mm * pPi + nn * pi )"2 ==
EX4 = -sin(gamma_m) /2 ;
else
EX4 = gamma_m * (cos(gamma_m) — ...
cos(mm * pi + nn x pi)) /
(gamma_m”"2 — (mm * pi + nn *x pi)~"2);
end
5 = gamma_m * (cosh(gamma_m) - ...
cos(mm * pi — nn x pi)) /
(gamma_m”"2 + (mm * pi - nn % pi)”"2);
6 = gamma_m * (cos(mm * pi + nn *x pi) -

cosh (gamma_m) )

(gamma_m"2 + (mm * pi + nn % pi)”"2);

Obliczanie Y
= (mm x pi + nn % pi) x (cosh(beta_m) -
cos(mm « pi + nn * pi)) / (beta_m"2 +

(mm * pi + nn % pi)”"2);

= (mm *» pil — nn x pi) » (cos(mm » pi — nn x pi) -

cosh (beta_m)) / (beta_m"2 +
(mm * pi — nn %= pi)”"2);
if gamma_m"2 - (mm % pi + nn * pi)”"2 == 0

Y3 = sin(gamma_m) / 2;

else
Y3 = (mm * pi + nn x pi) * (cos(gamma_m) - ...
cos(mm * pi + nn * pi)) / ((mm * pi + nn * pi)"2

gamma_m”2) ;

end
if gamma_m - (mm * pi — nn * pi) == 0
Y4 = -sin(gamma_m) / 2 ;
elseif gamma_m + (mm * pi - nn * pi) == 0
Y4 = sin(gamma_m) / 2;
else
Y4 = (mm » pi — nn x pi) * (cos(gamma_m) - ...
cos(mm * pi — nn * pi)) / (gamma_m"2 -
(mm * pi — nn * pi)”*2);
end

= (mm x pi + nn % pi) % (cosh(gamma_m) -
cos(mm * pi + nn * pi)) / (gamma_m"2 +
(mm * pi + nn % pi)”"2);
= (mm » pi — nn * pi) =*
cosh (gamma_m)) / (gamma_m"2 +
(mm * pi — nn % pi)”"2);
% wspolczynniki Aln, A2n, A3n dla BBI1
if lambda”2 < (mm % pi) "2
Aln_BBl = -teta_22m_BBl x (mm *x pi)"2 =

teta_2m_BBl x (EX5 + EX06));

(cos(mm * pi — nn * pi) -

(EX1 + EX2

A2n_BBl = teta_22m BBl * (beta_m"2 * (EX1 + EX2) +

teta_2m BBl x gamma_m”2 * (EX5 + EX6));
A3n_BBl = teta_22m BBl * (mm * pi) % (beta_m =*
(Y1 + Y2) + teta_2m_BBl % gamma_m %

(Y5 + Y6));
else
Aln_BBl = -teta_l1lm BBl x (mm *» pi)"2 =

teta_Im BBl » (EX3 + EX4));

(EX1 + EX2
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end
oo
0 ©°

A =

A2n_ BBl = teta_1lm BBl x (beta_ m”"2 x (EX1 + EX2)

teta_lm BBl x» gamma_m”"2 * (EX3 + EX4));

A3n_BBl = teta_1llm BBl % (mm * pi) % (beta_m =
(Y1 + Y2) + teta_1lm_BBl * gamma_m =*
(Y3 + Y4));
end

% wspolczynniki Aln, A2n, A3n dla BB2
if lambda”2 < (mm * pi) "2

Aln_BB2 = —-teta_22m_BB2 x (mm » pi)”"2 % (EX1 + EX2

teta_2m BB2 x (EX5 + EX6));

A2n_BB2 = teta_22m BB2 * (beta_m”"2 * (EX1 + EX2)

teta_2m BB2 x gamma_m”2 * (EX5 + EX6));

A3n_BB2 = teta_22m BB2 *x (mm * pi) x (beta_m =
(Y1 + Y2) + teta_2m_BB2 % gamma_m *
(Y5 + Y6));
else

Aln_BB2 = —-teta_llm_BB2 x (mm * pi)”"2 x (EX1 + EX2

teta_lm BB2 x (EX3 + EX4));

A2n_BB2 = teta_llm_BB2 * (beta_m”2 %= (EX1 + EX2)

teta_1lm_BB2 x gamma_m”"2 x (EX3 + EX4));

A3n_BB2 = teta_1llm_BB2 * (mm % pi) * (beta_m =*
(Y1 + Y2) + teta_lm_BB2 % gamma_m *
(Y3 + Y4));

end
% obliczanie macierzy A
if lambda”2 < (mm % pi) "2
Aij(nn,mm) = teta_22m_BBl % (EX1 + EX2 +
teta_2m_BBl » (EX5 + EX6));
else
Aij(nn,mm) = teta_llm BBl * (EX1 + EX2 + ...
teta_1lm_BBl x (EX3 + EX4));
end
Aikj(nn,mm) = - (teta_l » PHI"2 % Aln_BBl +
teta_2 * A2n_BBl + ...
teta_3 » PHI x A3n_BBl);
if lambda”2 < (mm % pi) "2
Aijk (nn,mm) = teta_22m _BB2 x (EX1 + EX2 +
teta_2m BB2 * (EX5 + EX6));
else
Aijk (nn,mm) = teta_llm BB2 x (EX1 + EX2 +
teta_lm _BB2 x (EX3 + EX4));
end
Aikjk(nn,mm) = - (teta_l % PHI"2 x Aln_BB2 +
teta_2 x A2n_BB2 + ...
teta_3 » PHI * A3n_BB2);
end

Obliczanie stalych calkowania

[Ai§ Aijk ; Aikj Aikijk];
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[U S V] = svd(A,0);
Es = V(:,end);

Es_coeff = 1/Es(1);
Es = Esx(1/Es(1));

%% rysowanie wykresow

A_triangle = [0, 0], % punkt 1
B_triangle = [b, 0]; % punkt 2
D_triangle = [0, al; % punkt 3

f = @(KSI, ETA) OxKSI+O0xETA;

xv = [A_triangle(l) B_triangle(l) D_triangle(l) A_triangle(1l)];
yv = [A_triangle(2) B_triangle(2) D_triangle(2) A_triangle(2)];
ksil = A_triangle(l) :krok:B_triangle(l);

etal = A_triangle(2) :krok:D_triangle(2);

[ksi, eta] = meshgrid(ksil, etal);

maska = inpolygon (ksi, eta, xv, yv);

Z_xy = f(ksi, eta);
Zpoly_xy = Z_Xy;

Zpoly_xy (~maska) = NaNj;
wl = zeros(length(etal), length(ksil));
w2 = zeros (length(etal), length(ksil));
% ================= BBR]

for mm=1:m
beta_m = PHI * sqgrt (lambda”2 + (mm % pi)"2);
gamma_m = PHI » sqgrt(lambda”2 - (mm x pi)"2);
if imag(gamma_m) > O
gamma_m = PHI % sqgrt((mm * pi)”*2 - lambda”"2);

end
% Wartosci teta_1lm, teta_2m, teta_llm, teta_22m dla bloku 1 - BBl
teta_1lm BBl = (beta_m”2 - v_P % PHI"2 x (mm * pi)”*2) % ..
sinh (beta_m) / ((gamma_m”2 + v_P = PHI™2 * (mm * pi)~2) =*
sin (gamma_m) ) ;
teta_2m BBl = —(beta_m"2 - v_P x PHI"2 x (mm » pi)”"2) % ...
sinh (beta_m) / ((gamma_m”~2 — v_P x PHI®2 x (mm » pi)~2) =*

sinh (gamma_m) ) ;
teta_11m_BB1 = 1/ (sinh(beta_m) + teta_lm BBl
sin (gamma_m) ) ;
teta_22m_BB1 = 1/ (sinh(beta_m) + teta_2m BBl
sinh (gamma_m) ) ;
if (lambda”2 < (mm % pi)"2)
wll = Es(mm) x teta_22m_ BBl * (sinh (beta_m=*eta) +

*

*

teta_2m BBl * sinh(gamma_mxeta)) .* sin(mmxpixksi)
4
else
wll = Es(mm) * teta_1lm BBl * (sinh (beta_m=*eta) +
teta_1lm BBl * sin(gamma_mxeta)) .* sin(mmxpixksi);
end
wl = wl + wll;
end
§ ================ BRB2

beta;m = PHI x sqgrt(lambda”2 + (mm * pi)*2);
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gamma_m = PHI x sqgrt (lambda”2 - (mm x pi)"2);
if imag(gamma_m) > 0

gamma_m = PHI x sgrt((mm % pi)”*2 - lambda”2);

end

% Wartosci teta_1lm, teta_2m, teta_llm, teta_22m dla bloku 2

teta_lm_BB2 = -sinh(beta_m) / sin(gamma_m) ;

teta_2m_BB2 —sinh (beta_m) sinh (gamma_m) ;

teta_11lm_BB2 = -1/ (beta_m"2 sinh (beta_m) -
teta_lm _BB2 * gamma_m”2 sin (gamma_m) ) ;

teta_22m_BB2 = -1/ (beta_m"2 sinh (beta_m) +
teta_2m_BB2 x gamma_m”"2 sinh (gamma_m) )
if (lambda”2 < (mm % pi)"2)

~

X % % o

4

w22 = Es(mm+6) * teta_22m _BB2 * (sinh (beta_m=xeta)

teta_2m BB2 * sinh (gamma_mxeta)) .* sin (mmxpixksi)

else
w22 = Es(mm+6) + teta_1llm BB2 * (sinh (beta_mxeta) +
teta_1lm_BB2 *x sin(gamma_mxeta)) .* sin(mmxpixksi);
end
w2 = w2+ w22;
end
wl_calka = wl;
w2_calka = w2;
wl (~maska) = NaN;
w2 (~maska) = NaNlN;
wl_calka (~maska) = 0;
w2_calka (~maska) = 0;

7|WSP_calka = wl_calka + w2_calka;

%% superpozycja plyt BBl i BB2
NOfContourPlots = 15;

WSP = wl + w2;

figure

surfc(ksi, eta, WSP)

shading interp

figure

/| contourf (ksi, eta, WSP, 30)

- BB2

_l_

Listing C.1 Postacie drgan wtasnych ptyty trojkatne;j.
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