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» Wybrane geometryczne wlasnosci przestrzeni interpolacyjnych”

Rozprawa, doktorska mgra Aleksandrowicza, przygotowana pod opiekg prof. dr. hab. Stani-
stawa Prusa, poswiecona jest badaniu wlasnosci geometrycznych krat Banacha oraz przestrzeni
Banacha generowanych za pomocg metod interpolacyjnych. Autor rozwaza ogolng dyskretna me-
tode interpolacji, ciggta i dyskretng wersje metody interpolacji Yoshikawy—Sparra oraz zespolona
metode interpolacji Calderéna. Czesé¢ wynikéw przedstawionych w rozprawie zostala opubliko-
wana w dwoch artykutach (wspoétautor: S. Prus), ktore ukazaly sie w Journal of Mathematical
Analysis and Applications (2022) oraz Mathematische Nachrichten (2024).

Rozprawa sktada sig ze wstepu oraz czterech rozdzialéw. W niniejszym omoéwieniu ograni-
cze si¢ do przedstawienia wybranych rezultatow. Numeracja cytowanych twierdzen jest zgodna
z numeracjy zawartg w rozprawie. Ze wzgledu na techniczng ztozonogé pominieto definicje bada-
nych przestrzeni interpolacyjnych oraz klasyczne definicje wlasnosci geometrycznych przestrzeni
Banacha, dobrze znanych w literaturze.

Rozdzial pierwszy zawiera kluczowe definicje geometrycznych wlasnosci przestrzeni Banacha
badanych w rozprawie. W podrozdziale 1.1 podane sa definicje moduléw: jednostajnej wypuklo-
sci, lokalnej jednostajnej wypuklosci, niemal jednostajnej wypuktosci, wtasnosci Kadeca—Klee’ego
oraz wlasnosci () przestrzeni Banacha. W podrozdziale 1.3 autor prezentuje nowe wyniki doty-
czgce wlasnosci geometrycznych krat Banacha. Przedstawione tam Twierdzenie 1.2 (oraz odpo-
wiednio Twierdzenie 1.3) dotyczy charakteryzacji porzadkowej (odpowiednio: porzadkowo jedno-
stajnej) gtadkosci w punkcie. Te twierdzenia stanowig warianty kratowych twierdzen o charakte-
ryzacji Szmuliana gtadkosci normy w dowolnej przestrzeni Banacha. Krate Banacha X nazywamy
porzadkowo gladka w punkcie z € S(X), jedli nie istnieje nietrywialny przedzial porzadkowy
lg, f] € S(X7) taki, ze f(2) = g(z) = 1. Tutaj Xy = {2 € X: z > 0} oznacza dodatni stozek
kraty X, a S(X4) := Sx N X;. Méwimy, ze X jest porzadkowo jednostajnie gtadka w punkcie
z € S(X4), jesli hmyyy o (2 Vyll = 1)/llyll = 0.

Uzyskane wyniki dobrze motywuja wprowadzenie przez mgra Aleksandrowicza nowych wia-
snosci geometrycznych, dualnych do lokalnych wersji jednostajnej monotonicznoéei. Dla komplet-
nosci prezentacji przypomnijmy, ze modutem monotonicznosci (odpowiednio porzadkowej gtadko-
Sci) kraty Banacha X nazywamy funkcje 6y, x : [0, 1] — [0, 1] (odpowiednio px : [0, 00) — [0, 00))
okreslong wzorem d,, x () = inf{l—|lz—y||: 2,y € X, 0 <y <z, ||z]| <1, ||y]| > e} dlae € [0,1]



(odpowiednio px () = sup{|lz V 1y|| = 1: z,y € B(X), z,y > 0} dla 7 € [0,1]). Krate Banacha
X nazywamy jednostajnie monotoniczng (odpowiednio porzadkowo jednostajnie gladka), gdy
O, x (€) > 0 dla kazdego € € (0,1] (odpowiednio lim,_,o+ px (t)/t = 0).

W podrozdziale 1.3 mgr Aleksandrowicz bada réwniez problem niezaleznosci dolnej i gornej
lokalnej jednostajnej monotonicznosci. Dowodzi (Twierdzenie 1.9), ze dla kazdej cigglej przestrze-
ni Kéthego F istnieje réwnowazna norma kratowa || - |y taka, ze (E, |- ||1) nie jest gornie lokalnie

jednostajnie monotoniczna. Ponadto wykazuje, ze na przestrzeni ¢ wszystkich ciggéw zbieznych
istnieje kratowa norma || - || réwnowazna standardowej normie || - ||oo taka, ze krata Banacha
(¢, ]| - 1I) jest lokalnie jednostajnie monotoniczna, natomiast nie jest dolnie lokalnie jednostajnie
monotoniczna. Ten rezultat pokazuje, ze dolna i gérna lokalna jednostajna monotonicznosé sa
wlasno$ciami nieporéwnywalnymi i w konsekwencji rozwigzuje problem postawiony w pracy [24].

W rozdziale drugim dr Aleksandrowicz bada wtasnodci geometryczne przestrzeni interpo-
lacyjnych generowanych za pomocg ogélnej dyskretnej metody interpolacji Kps(-, E), gdzie
p € (1,00), 6 € (0,1) oraz E jest krata Banacha nad Z ze znormalizowang bezwarunkows, ba-
z3 (ey) o statej bezwarunkowosci rownej 1, spelniajaca dodatkowo pewien techniczny warunek.
Autor dowodzi, ze jesli para X = (Xo, X;1) poréwnywalnych refleksywnych przestrzeni Banacha.
jest taka, Ze jedna z tych przestrzeni jest odpowiednio: $cisle wypukta, lokalnie jednostajnie wy-
pukla lub niemal jednostajnie wypukia, to przestrzen interpolacyjna Kpﬁ(){" , E) dziedziczy te
wiasnodci, pod warunkiem, ze krata E jest odpowiednio: §cisle wypukla, lokalnie jednostajnie
wypukta, niemal jednostajnie wypukta i jednostajnie monotoniczna.

W rozdziale drugim badana jest takze wtasnos$¢ (3). Przypomnijmy, ze przestrzenn Banacha
X ma whasnos¢ (3), jesli funkcja fx (nazywana modutem wtasnosci (3) przestrzeni X) okreslona
jest wzorem Sx () = inf{l — liminf, .o [[(x + 2,,)/2|: € Bx, (xn) C Bx, sep(z,) > ¢} > 0
dla € € (0,2}, gdzie sep(z,) = inf,,m, ||2n, — 1,||. Glowne Twierdzenie 2.10 dotyczace stabilnosci
whasnosci (5) stwierdza, ze jesli jedna z przestrzeni w parze X = (Xg, X1) ma whasnosé (3), to
przestrzen I(p‘g()? , F) takze ja posiada. Kluczowa role w dowodzie odgrywa Twierdzenie 2.8,
dotyczace stabilnodci wlasnosci (8) dla sumy prostej Z = (Zie 7 Xi) g rodziny przestrzeni
Banacha, dla ktérej zachodzi 8(g) = infics Bx,(¢) > 0. Dowod tego twierdzenia dostarcza cenne-

go oszacowania: fz(e) > 0p (5 dmp (5 B (£))) dla modulu wiasnosci (8) przestrzeni Z.

16

W rozdziale trzecim badana jest stabilno$é wlasnosci geometrycznych przestrzeni Banacha
otrzymanych za pomocy dyskretnej i ciaglej wersji metody interpolacji Yoshikawy—Sparra, ktore
zaleza od parametrow p € [1,00), ¢ € [1,00) oraz @ = (61,...,6,), gdzie §; > 0dlal1 <i < n
i spelniony jest warunek > ", 6; < 1. Metody te stanowia uogélnienie rzeczywistej metody
interpolacji Lionsa-Peetre’a. Podobnie jak w klasycznym przypadku, definiuje sie je za pomocy,
uogdlnionej wersji K-funkcjonatu dla skonczonych ciagow (X, ..., X,) (n > 2) poréwnywalnych
przestrzeni Banacha, przy czym wiadomo, ze generujg one przestrzenie Banacha z réwnowaznymi
normami. W rozdziale podany jest przyklad pokazujacy, ze przestrzenie generowane za pomoca
tych metod nie sg izometryczne.

Stosujgc techniki dowodowe z pracy [44], mgr Aleksandrowicz dowodzi (Twierdzenie 3.2), ze
jesli jedna z przestrzeni Banacha w ciggu jest jednostajnie wypukla, a parametry p,q € (1, 00),
to dyskretna przestrzen interpolacyjna Yoshikawy-Sparra (Xo,..., X},)ep rowniez jest jedno-
stajnie wypukla. Warto zauwazy¢, ze zastosowanie oszacowan stalych réwnowaznosci norm na
przestrzeni interpolacyjnej Yoshikawy-Sparra oraz ogélnych oszacowan dla moduléw niemal jed-
nostajnej wypuktosci i wlasnosci () (przy zatozeniu p € (1,00) oraz ¢q € [1,00)) dla przestrzeni



Banacha z rownowaznymi normami pozwolito uzyska¢ warianty twierdzen dla cigglej wersji tej
metody interpolacji, opierajac sie na twierdzeniach udowodnionych dla wersji dyskretne;j.

W ostatnim, czwartym rozdziale mgr Aleksandrowicz prezentuje dowody twierdzeri dotycza-
cych stabilnosci Scistej wypuklosci, lokalnej jednostajnej wypuktosci oraz jednostajnej wypuktosci
przestrzeni interpolacyjnych generowanych za pomoca zespolonej metody interpolacji Calderéna.
Ponadto, przy pewnym warunku aproksymacyjnym dla zespolonej pary (Xy, X;) poréwnywal-
nych przestrzeni Banacha, wykazuje, ze dla dowolnego 6 € (0,1) przestrzert Calderéna [Xo, X1]e
posiada jednostajng wlasnos¢ Kadeca—Klee’go. Przy podobnym zatozeniu dowodzi réwniez, ze
przestrzenie Calderéna maja wlasnosé (3).

Ocena rozprawy. Rozprawa doktorska mgra Aleksandrowicza Jjest bardzo dobrze zredago-
wana. Zaprezentowany material w czterech rozdziatach zostat przedstawiony jasno i zrozumia-
le. Problematyka badawcza rozprawy, zwigzana z geometrig przestrzeni Banacha, dotyczy waz-
nych wiasnosci geometrycznych. Ze wzgledu na istotne zastosowania w lokalnej teorii przestrzeni
Banacha oraz teorii operatoréw, problem dziedziczenia réznego typu wlasnosci przez przestrze-
nie Banacha generowane za pomocsg abstrakcyjnych konstrukeji interpolacyjnych byt intensywnie
badany przez wielu autoréw. Autor umiejetnie prezentuje istote zagadnien, jest bardzo dobrze
zorientowany w literaturze oraz trafnie nawiazuje do znanych wynikéw i metod.

Pewne dowody dotyczace stabilnosci badanych w rozprawie wlasnogci geometrycznych maja
techniczny charakter. W istocie opieraja sie na umiejetnym zastosowaniu rezultatow dotyczacych
dziedziczenia niektorych wlasnosci przez uogélnione sumy proste przestrzeni Banacha posiada-
jacych te wlasnosci. Nalezy podkresli¢, ze w wielu przypadkach badane wiasnosci geometryczne
wymagaly zastosowania specjalnych technik dowodowych. Prezentacja dowod6w uzyskanych re-
zultatéw zawartych w rozprawie jest solidna.

Za najbardziej wartosciowe uwazam rezultaty dotyczace stabilnosci wiasnosci (B) przestrze-
ni Banacha generowanych za pomocg ogélnych metod interpolacyjnych badanych w rozprawie.
Kluczowa rolg w dowodzie odgrywa wspomniany wyzej istotny rezultat o dziedziczeniu wlasno-
Sci (B) przez uogolnione sumy proste przestrzeni Banacha posiadajacych te wlasnosé. Jak juz
wspomniano, dow6d tego twierdzenia prowadzi do warto$ciowego oszacowania modutu wtasno-
sci (B) dla takich sum. Mozna oczekiwaé, ze uzyskane wyniki dotyczace geometrycznych wlasnosci
abstrakcyjnych krat Banacha znajda interesujace zastosowania.

Reasumujac, stwierdzam, ze rozprawa doktorska mgra Aleksandrowicza zawiera nowe rezul-
taty na dobrym poziomie naukowym i wnosi wartosciowy wktad do geometrii krat Banacha oraz
przestrzeni interpolacyjnych.

Konkluzja. Uwazam, ze rozprawa doktorska mgra Karola Aleksandrowicza spelnia wymaga-
nia okreslone w ustawie o stopniach i tytule naukowym. Wnosze wobec tego o przyjecie rozprawy
oraz dopuszczenie mgra Aleksandrowicza do dalszych etap6w przewodu doktorskiego.
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