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Recenzja rozprawy doktorskiej Adriana Michalskiego
Zbiory (1,2)-dominujgce w grafach

Praca doktorska Adriana Michalskiego dotyczy pewnego problemu dominowania w gra-
fach. Dominowanie to obszerna dziedzina teorii graféw majaca liczne powigzania i zastoso-
wania w matematyce i informatyce (np. w teorii kodow). Jak wiele zagadnien teorii grafow,
historycznie wywodzi sie ze sfery popularnych tamigtéwek, w tym wypadku dotyczacych roz-
mieszczenia figur na szachownicy. Na przyktad, stynny problem krolowek (hetmanéw) polega
na takim ich rozmieszczeniu, aby kazde puste pole szachownicy byto zagrozone atakiem, tzn.
aby ktoras z krolowek mozna byto w jednym ruchu przesunagé na to pole. Zbiér pél zajetych
przez krolowki jest wowcezas zbiorem dominujgcym w grafie, ktorego wierzchotkami sa pola
szachownicy, a krawedzie tacza pola wzajemnie osiggalne jednym ruchem kroléwki.

Ogodlnie, zbiér dominujgcy grafu to taki zbiér wierzchotkow, z ktérego mozna przedostaé
sie do kazdego innego wierzchotka grafu w jednym kroku (wzdtuz krawedzi grafu). W ty-
powym problemie dominowania poszukuje sie jak najlepszych ograniczen na wielkos¢ zbioru
dominujacego w grafie G, czyli tzw. liczbe dominujgcq grafu, oznaczana przez v(G). Rozwaza
sie oczywiscie cate spektrum typow dominowania, w ktorych narzuca sie rozmaite dodatkowe
warunki na zbiér dominujacy (np. niezaleznosé).

Rozprawa Adriana Michalskiego dotyczy pewnej odmiany dominowania wielokrotnego z
warunkiem odlegtosci. W ogélnosci, zbiér D wierzchotkéw grafu jest (a, b)-dominujgcy jezeli
z kazdego wierzchotka spoza zbioru D wioda $ciezki do dwoch réznych wierzchotkow w D,
jedna dtugosci co najwyzej a, druga dtugosci co najwyzej b. Autor rozprawy koncentruje sie
na przypadku a = 1, b = 2, stanowigcym pierwsza mozliwa relaksacje tzw. dominowania dwu-
krotnego, odpowiadajacego przypadkowi a = b = 1, gdzie kazdy wierzchotek spoza zbioru D
ma co najmniej dwoch réznych sgsiadéw w zbiorze D. Odnoszac si¢ do przyktadu szachowego,
figury powinny by¢ tak rozstawione, aby kazde puste pole byto zagrozone bezposrednio przez
co najmniej dwie z nich (w przypadku dwukrotnym), a w przypadku (1,2)-dominowania,
przez jedng z figur w co najwyzej dwoch ruchach. Okazuje sig, ze juz tak prosta modyfikacja
prowadzi do dos¢ nieoczekiwanych rezultatéw, z ktorych czesé omoéwie nieco doktadniej po-
nizej. Warto jeszcze dodaé, ze pojecie (a,b)-dominowania zostato wprowadzone stosunkowo
niedawno, bo w roku 2008, przez czotowych ekspertéw w dziedzinie dominowania.

Niech 7 2(G) oznacza wielko$¢ najmniejszego zbioru (1,2)-dominujacego w grafie G. W

rozdziale 2, stanowigcym wprowadzenie do tematyki, znajdziemy kilka wynikéw podajacych
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doktadne wartosci tego parametru dla prostych klas grafow, jak sciezki, cykle, czy kliki dwu-
dzielne (Wnioski 2.13, 2.16, 2.17). Ponadto dowiadujemy sig, ze z jednej strony v, 2(G) = v(G)
w kazdym grafie bez tréjkatéw i bez lisci (Wniosek 2.20), a z drugiej, ze réznica 71 o(G) —v(G)
moze by¢ dowolnie duza (Twierdzenie 2.23). Podobnie rzecz sie ma jesli idzie o tzw. gdrng
liczbe dominujaca I'(G) zdefiniowang jako maksymalna wielko$¢ minimalnego (ze wzgledu na
zawieranie) zbioru dominujacego (Twierdzenie 2.24).

Rozdzialy 3 i 4 poswiecone sa badaniu zbioréw (1,2)-dominujacych wlasciwych, czyli ta-
kich, ktore nie sa zbiorami dwukrotnie dominujacymi (klasa zbioréw (1,2)-dominujacych
zawiera w sobie klas¢ zbioréw (1, 1)-dominujacych). Analogicznie symbolem 7, 5(G) oznacza
sie moc najmniejszego zbioru (1, 2)-dominujacego wtasciwego. Okazuje sie, ze dla wszystkich
graféw spojnych, oprocz graféw petnych, zachodzi rownos¢ 71 2(G) = v, 3(G) (Twierdzenie
3.3). Natomiast dla gérnych liczb dominowania réznica (w obie strony) pomiedzy I'; 5(G)
i I'(G) moze przybiera¢ dowolna warto$é¢ (Twierdzenie 3.7). Ciekawy sa tez wyniki (Twier-
dzenia 3.8 i 3.9) pokazujace, ze wszystkie rozwazane liczby dominowania moga by¢ réwne
dowolnej liczbie naturalnej n, badz rézni¢ sie miedzy soba wzajemnie o wartos¢ wielomia-
nowa zmiennej n. Rozdziat 4 zawiera kilka rezultatéw dotyczacych minimalnego rozmiaru
przekroju zbioréw (1, 1)-dominujacych i (1,2)-dominujacych wlasciwych. Parametr ten zo-
stal wyznaczony dla kilku prostych klas grafow ($ciezki, cykle, kliki dwudzielne), a takze dla
dos¢ szczegdlnego typu drzew (Twierdzenia 4.4, 4.5, 4.6 i 4.8). Ponadto w Twierdzeniu 4.9
podano dos¢ skomplikowany warunek konieczny dla drzew, na to aby parametr ten wynosit
zZero.

Ostania, moim zdaniem najciekawsza cze$¢ rozprawy (rozdzial 5) dotyczy niezaleznych
zbioréw (1, 2)-dominujacych w produktach graféw. Zbior wierzchotkéw grafu jest niezaleiny
jezeli zadne dwa wierzchotki ze zbioru nie sa potaczone krawedzia. W przyktadzie szachowym,
kroléwki powinny by¢ tak rozstawione, aby kazde puste pole byto zagrozone, ale zeby zadne
dwie krolowki nie atakowatly siebie nawzajem. W Twierdzeniach 5.6 i 5.7 podano ciekawe
warunki konieczne i wystarczajace dla produktu tensorowego i produktu silnego dwoch gra-
féw sp6jnych na istnienie zbioru niezaleznego (1,2)-dominujacego. W pierwszym przypadku
zachodzi to prawie zawsze, za wyjatkiem sytuacji gdy jeden ze sktadnikéw jest pojedyncza
krawedzig. W drugim, wtedy gdy sktadniki zawierajg odpowiednie niezalezne zbiory domi-
nujace. Kolejne wyniki (Twierdzenia 5.11, 5.12 1 5.13) podaja pelna charakteryzacje zbioréw
(1,2)-dominujacych i niezaleznych zbioréw tego typu w tzw. G-zlgczeniu graféw oraz warun-
ki na ich istnienie. Ostatni fragment rozprawy zawiera szereg podobnych rezultatow dla tzw.
uogolnionej korony graféw (Twierdzenia 5.20 i 5.22).

Dowody wszystkich rezultatéw pracy sa elementarne ale zréznicowane pod wzgledem trud-
nosci technicznej. Obok do$¢ prostych spostrzezen znajdziemy kilka bardziej wyrafinowanych
konstrukcji czy rozumowan wymagajacych sporej sprawnosci warsztatowej i pewnej pomy-
stowosci. Warto podkresli¢, ze wickszosé rezultatéw zostata juz opublikowana w znanych

czasopismach badz zaprezentowana na konferencjach.
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Rozprawa jest napisana z duza starannoscia i dbatoscia o szczegdly. Zawiera odpowiednia
liczba przyktadéw, komentarzy, rysunkéw, dobrze ilustrujacych nietatwa miejscami materie.
W szczegolnosci, podoba mi si¢ umieszczenie w koncowej czesci pracy przemyslen autora
o mozliwych dalszych kierunkach badan w tematyce rozprawy, cho¢ brakuje mi tu ciggle
jakiegos jednego, centralnego problemu otwartego, w stylu stynnej hipotezy Vizinga (o liczbie
dominujacej produktu Kartezjanskiego graféw).

Podsumowujac stwierdzam, ze praca Adriana Michalskiego to solidny doktorat zawiera-
jacy szereg nowych i wartosciowych rezultatéw dotyczacych ciekawego nurtu w klasycznej
tematyce dominowania w grafach. Ich uzyskanie $wiadczy o dobrym opanowaniu warsztatu
badawczego i determinacji poznawczej autora. Uwazam zatem, ze przedtozona rozprawa dok-

torska spetnia wymogi ustawowe i wnosze o dopuszczenie Adriana Michalskiego do dalszych
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